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e Particules non relativistes, spins négligés, h =c =1

e Constante de structure fine supposée suffisamment petite

s}



Résonances
et états
métastables
Jérémy
Faupin

Introduction

Résonances
en ged non
relativiste

Temps de
vie des états
métastables

Introduction

Systeme physique

e N particules quantiques (électrons) de paramétres x;, pj, gj =

e En interaction avec le champ électromagnétique quantifié

g, mj=m

Hypotheses

e Particules non relativistes, spins négligés, h =c =1
e Constante de structure fine supposée suffisamment petite

Opérateur de Schrodinger

N 2
Z—J +V dans L*(R)
= 2m

s}
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Introduction

Systeme physique

e N particules quantiques (électrons) de paramétres x;, pj, qj = g, mj = m
e En interaction avec le champ électromagnétique quantifié

Hypotheses

e Particules non relativistes, spins négligés, h =c =1
e Constante de structure fine supposée suffisamment petite

Opérateur de Schrodinger

N
:Zp— V dans L*(R*)
= 2m

Objectif

Etudier le comportement des valeurs propres et vecteurs propres excités de H,
sous |'effet du couplage avec le champ de photons
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Espace de Fock

L2(R3 x {1,2})
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e Espace de Hilbert pour un photon : L*(R® x {1,2})

e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

Fe=Ca@PSLA((R* x {1,2})") =P+

n>1 n>0

ou S, est I'opérateur de symétrisation
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i e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :
Définition

du modele 2 3

Existence fs - (c @ @ snL ((R X {17 2})") = @f:
le

rcé—smmm»\ n>1 n>0
Temps de N ) , L. 3
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métastables

e Opérateurs de création et d’annihilation a3 (k) et ax(k) :

ay(k) : F? — FIit
ax(k) : Ff — FI
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Espace de Fock

Espace de Hilbert pour un photon : L*(R® x {1,2})

Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

Fo=Co@SIA (R x {1,2)") = P
n>1 n>0
ou S, est I'opérateur de symétrisation
Opérateurs de création et d’annihilation a3 (k) et ax(k) :
ay(k) : F? — FIit
ax(k) : Ff — FI
Relations canoniques de commutation :

[a3(k), 3 (k)] = [ax(K), ax (K')] = 0
[a3(K), ax (k)] = 6xnd(k — k')

17
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Modele standard en ged non relativiste

e Espace de Hilbert pour les électrons non relativistes et le champ de
photons :

7]
H=LR") © F ~ LR, F.) ~ / Fo(X)dX

R3N
e Hamiltonien de Pauli-Fierz agissant dans H :

S|
Z— A+ V + Hy
= 2m

6
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Modele standard en ged non relativiste

Espace de Hilbert pour les électrons non relativistes et le champ de
photons :

52
H=T"R" o F ~L*R*",F)~ | F(X)dX

R3N
e Hamiltonien de Pauli-Fierz agissant dans H :
S|
Z — A+ V + Hy
= m

oll Aj = [y A(x)dX et

AX) =Y (k) ) (ai(k)e*’“+a (k)e'“) dk

A=1,2/ R \/‘7
He=Y" / |k|ax (k)ax(k)dk

A=1,2

6
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Existence de résonances (1)

Point de vue : traitement perturbatif de I'interaction électrons-photons
— Changement d'échelle : H;" = ZJN:1 (p— gA) + V + Hr
— Constante de couplage g supposée suffisamment petite

Difficulté : Comportement infrarouge de A(x)
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Existence de résonances (1)

Point de vue : traitement perturbatif de |'interaction électrons-photons
— Changement d'échelle : H;" = ZJN:1 (p— gA) + V + Hr
— Constante de couplage g supposée suffisamment petite

Difficulté : Comportement infrarouge de A(x)

— Transformation de Pauli-Fierz U = fﬂg,\, e~ 8 XN15-A0) gx

_ 1 ~
HEF = uH"u 1:Z%(pj—gAj)2+1g+Hf+ V+K
J

AGx) = ALs) —A©) (=1 11 < Kl}g])
L00 = £ 50 [ I (00 - (S 9)lai (k) - ax (k)ok

K(X) = Cg2(z x;)? + [fonction bornée]

J
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Existence de résonances (1)

Point de vue : traitement perturbatif de |'interaction électrons-photons
— Changement d'échelle : H;" = ZJN:1 (p— gA) + V + Hr
— Constante de couplage g supposée suffisamment petite

Difficulté : Comportement infrarouge de A(x)

— Transformation de Pauli-Fierz U = fﬂg,\, e~ 8 XN15-A0) gx

_ 1 ~
HEF =uH"u 1zzﬂ(pj—gAj)2+1g+Hf+ V+K
J

AGx) = ALs) —A©) (=1 11 < Kl}g])
L00 = £ 50 [ I (00 - (S 9)lai (k) - ax (k)ok

K(X) = Cg2(z x;)? + [fonction bornée]

J

— Troncature spatiale x(x;) insérée dans I'interaction
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e Décomposition :

Existence de résonances (2)

HEF = Ho+ Wy = [Hp @ | + 1 ® Hf] + W,

8
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e Dilatations complexes Up : k — e~k
HES = UpHE UG = Hoo + Wiy
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Existence de résonances (2)

e Décomposition : HYF = Ho+ W, = [H, @ | + 1 ® Hf] + W,

e Dilatations complexes Uy : k — e %k
HES = UpHE UG = Hoo + Wiy

Théoreme [V. Bach, J. Fréhlich, I.M. Sigal '98]

Soit Aj < X une valeur propre non dégénérée de H,. Il existe go > 0O tel que
pour tout 0 < g < gy, il existe une valeur propre non dégénérée \; , de Hg’;
telle que \j g ne dépend pas de 6 (pour  convenablement choisi) et

Nig — A
g—0
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Existence de résonances (2)

e Décomposition : HYF = Ho+ W, = [H, @ | + 1 ® Hf] + W,

e Dilatations complexes Uy : k — e %k
HES = UpHE UG = Hoo + Wiy

Théoreme [V. Bach, J. Fréhlich, I.M. Sigal '98]

Soit Aj < X une valeur propre non dégénérée de H,. Il existe go > 0O tel que
pour tout 0 < g < gy, il existe une valeur propre non dégénérée \; ; de Hg’;
telle que \j g ne dépend pas de 6 (pour 6 convenablement choisi) et

Nig = Aj
g—0

Théorémes

e [JF '08] Existence de résonances pour un atome d’hydrogéne confiné par
son centre de masse (Effet Lamb-Dicke), en utilisant les dilatations
complexes k — e~ %k, x; — e%x;
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Existence de résonances (2)

e Décomposition : HYF = Ho+ W, = [H, @ | + 1 ® Hf] + W,

e Dilatations complexes Uy : k — e %k
HES = UpHE UG = Hoo + Wiy

Théoreme [V. Bach, J. Fréhlich, I.M. Sigal '98]

Soit Aj < X une valeur propre non dégénérée de H,. Il existe go > 0O tel que
pour tout 0 < g < gy, il existe une valeur propre non dégénérée \; ; de Hg’;
telle que \j g ne dépend pas de 6 (pour 6 convenablement choisi) et

Nig = Aj
g—0

Théorémes

e [JF '08] Existence de résonances pour un atome d’hydrogéne confiné par
son centre de masse (Effet Lamb-Dicke), en utilisant les dilatations
complexes k — e~ %k, x; — e%x;

e [I.M. Sigal '09] Existence de résonances pour H;"
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Théoreme [D. Hasler, |. Herbst, M. Huber '08]
Il existe go > 0 t.q. pour tout 0 < g < go, on a: V0 <e < 1/3,3C.,Vt >0,

(¢,- ®Q e ™ ¢ ® Q) = e MTE) 4 p(te),  |b(t,e)| < Ceg
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e )\ ¢ résonance associée a J; :
Mg =N +g°c+0(g”?)
e Vecteur propre non perturbé ¢; associé a la valeur propre \; de H,

e Q vide de photons — W; = ¢; ® Q vecteur propre associé a la valeur
propre \; de Hyp

Théoreme [D. Hasler, |. Herbst, M. Huber '08]
Il existe go > 0 t.q. pour tout 0 < g < go, on a: V0 <e < 1/3,3C.,Vt >0,

(619976 ©0Q) = "N 4 b(t), |b(t,e)] < Ces”

Théoréme [W.K. Abou Salem, JF, J. Frohlich, .M. Sigal '09]
Il existe go > 0 t.q. pour tout 0 < g < go, on a : Vt >0,

(689,67 5 0Q) = e 1 0(g™?)
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Ho=H,® 1 +1® Hy



Résonances
et états
métastables
Jérémy
Faupin

Introduction

Résonances
en ged non
relativiste

Temps de

vie des états
métastables
Résultats
Esquisse de
preuve

Modele de Nelson

e Hamiltonien non perturbé dans L2(R*") ® F,(L*(R%)) :
Ho=H,® I+ 1® Hr
e Hamiltonien de Nelson :
Hg' = Ho + W,

k —ik-x; _* ik-x;
g*gZ/3 |2<‘/1\/2)“ ek 5 (k)+ek Ja(k)] dk
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Modele de Nelson

Hamiltonien non perturbé dans L2(R*") ® F,(L*(R%)) :
Ho=H,® I+ 1® Hr
Hamiltonien de Nelson :
Hg' = Ho + W,

X k 7i X _* ik-x;

Dilatations complexes U : x; — e’x;, k — e %k

HN

.0 = Uengg_l = Ho,o + Ws o
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Modele de Nelson

Hamiltonien non perturbé dans L2(R*") ® F,(L*(R%)) :
Ho=H,® 1 +1® Hy

Hamiltonien de Nelson :

HY = Ho + W,

X k 71 CXj ok ik-x;

e Dilatations complexes U : x; — ex;, k— e %k

HYo = UgHY U, " = Hop + Weo

Théoreme [W.K. Abou Salem, JF, J. Frohlich, .M. Sigal]
Il existe go > 0 t.q. pour tout 0 < g < go, on a : Vt >0,

(609,67 s 00) = e e + 0(g5H)
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Troncature infrarouge

e Interaction avec les bosons d'énergie > o :

N -0
>0 —(1 0 X/\( k) —ik-x; Ik -Xj
W27 = ge () Z/ s [ a (k) + a(k)] dk
j=1 |k| >0
Hgo = Hoe + Wj,ﬁ’
Remarque . Il existe une valeur propre complexe )\i‘,’ de H] , issue de
Aj, mais A7 2o ¢ dépend de ¢
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Troncature infrarouge

e Interaction avec les bosons d'énergie > o :
N

—0

_ k —ik-x; _* ik-x;

W2 = ge (1) /|/<\> % [e 3% (k) + e fa(k)} dk
j=1 7 Iklze

o >0
Hgo = Ho,o + Wy

. > .
Remarque : |l existe une valeur propre complexe \7¢ de H? , issue de
\j.g g0

Xj, mais A7/ dépend de 0

e Isomorphisme :
Vv F(LA(RY)) — Fo(LP(Jk| = 0)) @ Fo(L*(|k| < ),
VHg oV ' =H_J @1+ 1®H;y,

N Zo >0 Zo
ou Hg,e - HPa9 + Hf,G + Wg,@
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Troncature infrarouge

e Interaction avec les bosons d'énergie > o :

N

- TOK) [ ke ex;
Wiy =ge 0y [ [0+ e alh]
j=1 7 kze

o >0
Hgo = Ho,o + Wy

. > .
Remarque : |l existe une valeur propre complexe \7¢ de H? , issue de
\j.g g0

Xj, mais A7/ dépend de 0

e Isomorphisme :

Vv F(LA(RY)) — Fo(LP(Jk| = 0)) @ Fo(L*(|k| < ),
VH V' =HZg @1+ 1@ HYy

£,0°

N Zo >0 Zo
ou Hg,e - HPa9 + Hf,G + Wg,@

Théoreme

Il existe un “gap” d'ordre O(c) autour de /\f; dans le spectre de ng
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Traitement perturbatif

. P> — y >
Soit P77 la projection associée a la valeur propre )\/" de HZ7. On
décompose :

Hylo = Hg o + WS,

-5
avec

Fgo = Hio+ (N = A7) VT (PZS @ 1)V

Wes = wis = (N = N0 VUPZ @ 1Y

13/17
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Traitement perturbatif

. > . . PR > >
Soit P77 la projection associée a la valeur propre A~/ de HZg. On
décompose :
N 0 <o
Hgﬁ = gﬁ<+ VK;O’

avec
Fgo = Hio+ (N = A7) VT (PZS @ 1)V
Wis = Wis = (Ne = N7 ) VA PZ @ 1Y
Proposition

Il existe go > 0 t.q. pour tout 0 < g < go, pour tout ¢ > 0 :
|Ws tHe + 117 = O(go™>)

— 0(g’")

>0
)\jag _ )\J/‘g

= 0(go~ "7

>0 >0
“Pgﬂ _-Fbﬂ

13/17
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Méthode de Hunziker (1)

Soit f € C§°(R) a support dans un voisinage d'ordre O(o) de A;

(wj, e itHg f(H;V)wj)

.1 itz . .
:slwoﬂ Re “f(2) (Y}, [Re(z — i€) — Re(z + ie)] V) dz
1 —itz
= 72”1_ . e £ f(z) [(\Uﬁg, Rg’g(Z)wj’g) - (qu§7 Rg,g(z)wj'yg):l dZ

= F(t,0) — F(£,0) + O(g *o*/**")

14 /17
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Méthode de Hunziker (1)

Soit f € C§°(R) a support dans un voisinage d'ordre O(o) de A;

avec

(‘Vh ef"tHgf(HéV)“’j)
.1 —itz . .
:slwoﬂ Re “f(2) (Y}, [Re(z — i€) — Re(z + ie)] V) dz
1 —itz
=5 : e "f(z) [(\Uj’g, Rg’g(z)\lfj’g) - (lllj’g, Rg,g(z)llljyg)] dz
= F(t,0) — F(t,0) + O(g~*0*/*™)

1 —itz o pzo I
F(t,0) = ?A{e “f(z) (zpjﬁ@sz? L RZ5(2)Yj0 ® 07 )dz
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Méthode de Hunziker (1)

Soit f € C§°(R) a support dans un voisinage d'ordre O(o) de A;
(‘Vh ef"tHgf(HéV)“’j)

1 _j . .
:sli\moﬂ Re “F(2) (Y}, [Re(z — i) — Rg(z + i) V;) dz
1 —itz
=5 : e "f(z) [(\Uj’g, Rg’g(z)\lfj’g) - (lllj’g, Rg,g(z)llljyg)] dz
— F(£.3) - F(£.6) + O(g "0”/™")

avec

1 —itz o p=o o
Fe0) = 5= [ €7F(@) (15 0 277 RE (2o 0 277

Décomposition en parties singulieres et régulieres :

~S ~s P>g
o o
R;e (2) = Rg/,o (z) + /\jifz
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Méthode de Hunziker (2)

1 —itz >0 p=o >0
F(t,6) = 5 /R e F(2) ()5 ® Q7 R (2o © Q77 de
Déformation du contour d’intégration : g? < v < Co

supp(f)
f=1

! rrr ~ 11T M

! L L L ! ] ] i !

Cp ¥
D
S

/Ref"tzf(z)[. . ]dz = /r(w) e f(2)...]1dz + / e f(2)]...]dz

Cp

’ //]3(7)\Dp e "*(0:F)(2)[. .. ]dzdz
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Conclusion

o Optimisation :
(wbe—itHé’,Vf-(HéV)wj) — e s 4 O(g20_1) + O(g—203/2+u)

On conclut en optimisant le choix du paramétre de troncature o
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Conclusion
o Optimisation :
(wbe—itHé’,Vf-(HéV)wj) — e s 4 O(g20_1) + O(g—203/2+u)

On conclut en optimisant le choix du paramétre de troncature o

e Remarque : Lien avec la notion de pdle du prolongement analytique de
la résolvante :

Théoreme [W.K. Abou Salem, JF, J. Frohlich, .M. Sigal]
Il existe go > 0 et D dense, tels que pour tout 0 < g < go et W € D,
Fu(z) = (V,[Hg — 2] ' W)

posséde un prolongement analytique depuis C* dans un domaine W, . lié 2
Aj g tel que

p(V) cv)
= — < — 7
F‘U(Z) )\j,g —z + r(z’ \U), |r(Z, ‘U)l — ‘Aj,g _ Z|ﬁ ?

avec f <1
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