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2 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANd'apr�es un r�esultat de Kodaira. Sous nos hypoth�eses, le orps des fon-tions m�eromorphes sur S est don r�eduit �a C . En partiulier, S n'aqu'un nombre �ni de ourbes ompates.Les seuls exemples onnus de telles surfaes sont les surfaes �aoquille sph�erique globale (CSG en abr�eg�e ; pour la d�e�nition et unepr�esentation de es surfaes, on se r�ef�ere �a [Dlouss-Oelj℄ et sa bibli-ographie). L'existene d'autres surfaes est un probl�eme ouvert, et parons�equent la lassi�ation des surfaes ompates (non alg�ebriques)est toujours inompl�ete. Par ontre les nombres de Hodge, de Chern,et la signature de la forme d'intersetion de H2(S;R) d'une telle surfaesont onnus depuis Kodaira (f. [Naka 1℄ p.399) :h0;1 = 1; h1;0 = h2;0 = h0;2 = 0;�21 = 2 = b2; b+2 = 0; b�2 = b2(1)On appelle \feuilletage holomorphe" ou simplement \feuilletage" deS un feuilletage holomorphe r�eduit �eventuellement singulier, i.e. ladonn�ee d'un reouvrement ouvert fUigi de S et de hamps de veteursholomorphes fXi 2 H0(Ui;�)gi tels que pour tout i, fXi = 0g est videou de dimension z�ero (on dit alors que Xi est r�eduit), et pour tous i etj, Xi et Xj sont en haque point de Ui\Uj non nuls et olin�eaires ; toutei modulo la relation d'�equivalene qui onvient. Si on se donne unhamp de veteurs X non identiquement nul sur U , on peut le \r�eduire"loalement en le divisant par une fontion d�e�nissante de son diviseurd'annulation. Ainsi un tel X d�e�nit un unique feuilletage sur U .On onnâ�t bien les feuilletages holomorphes des surfaes �a CSG(f. [Dlouss-Oelj℄) : toutes elles qui ne sont pas d'Inoue-Hirzebruhadmettent exatement un feuilletage, tandis que les surfaes d'Inoue-Hirzebruh en admettent exatement deux. D�erivons bri�evement esderni�eres, et leurs feuilletages.Une surfae d'Inoue-Hirzebruh est une surfae S de lasse V II0, aveb2(S) > 0, dont le diviseur maximalDmax est onstitu�e de b2 ourbes ra-tionnelles lin�eairement ind�ependantes dans H2(S;Q ), qui forment soitun yle (la surfae est alors dite impaire, ou \half Inoue"), soit deuxyles (la surfae est alors dite paire, ou \hyperboli Inoue"). D'apr�es[Naka 1℄ es propri�et�es arat�erisent les surfaes d'Inoue-Hirzebruh :dans et artile Nakamura d�emontre que si une surfae de lasse V II0ontient soit deux yles de ourbes rationnelles, soit un seul yle dontles ourbes engendrent le deuxi�eme groupe d'homologie �a oeÆientsrationnels, alors ette surfae est d'Inoue-Hirzebruh.Le revêtement universel de SnDmax est isomorphe �a H � C , o�u H est ledemi-plan de Poinar�e. Notons (w; z) les oordon�ees de H � C . Alorsles hamps de veteurs holomorphes ��w et ��z induisent sur SnDmax des



UNE CARACT�ERISATION DES SURFACES D'INOUE-HIRZEBRUCH 3\hamps tordus" (f. d�e�nition �a la set. 2) qui se prolongent holomor-phiquement �a toute S, et qui s'annulent exatement sur Sing(Dmax).Les feuilletages qui sont respetivement assoi�es �a es hamps laissentles ourbes ompates de S invariantes.En utilisant les r�esultats de Nakamura, on se propose de d�emontrer ler�esultat suivant :Th�eor�eme. Soit S une surfae de lasse V II0 ave b2(S) > 0. AlorsS est une surfae d'Inoue-Hirzebruh si et seulement si S admet deuxhamps de veteurs tordus, non olin�eaires en au moins un point.Cette impliation est un a�aiblissement de l'assertion suivante, quenous onjeturons :Conjeture. Les surfaes de la lasse V II0 ave b2(S) > 0 admet-tent au plus un feuilletage holomorphe, exept�ees les surfaes d'Inoue-Hirzebruh, qui en admettent deux.2. Notations et r�esultats pr�eliminairesSoit S une surfae de lasse V II0 ave b2(S) > 0.On appelle \ourbe" un sous-ensemble analytique ferm�e de Sirr�edutible, r�eduit et de dimension un. On appelle \yle de ourbesrationnelles", ou simplement \yle" une union de ourbes rationnellesdont le graphe dual d'intersetion est hom�eomorphe �a un erle. Onnote Dmax l'union (�nie) de toutes les ourbes ompates de S (ononfondra, par abus de langage, un diviseur r�eduit et son support).Notons � : ~S ! S le revêtement universel de S, et posons ~Dmax :=��1(Dmax). Soit K le �br�e anonique de S. Pour un ouvert U d'un es-pae omplexe, O(U) etM(U) d�esignent respetivement les ensemblesdes fontions holomorphes et m�eromorphes sur U . Si L est un �br�evetoriel holomorphe, on d�esignera aussi par L le faiseau des germesde ses setions holomorphes.On va maintenant donner une desription du groupe Piplat(S) des�br�es en droites holomorphes plats sur S (f. d�e�nition i-dessous).Soit une repr�esentation � : �1(S) ! GL1(C )(= C �), �a laquelle onassoie l'ation lin�eaire de �1(S) sur C suivante : �a tout g 2 �1(S)est assoi�e l'homoth�etie de C de rapport �(g)�1. D'autre part �1(S)agit sur ~S, on peut don quotienter ~S � C par l'ation diagonale de�1(S). Pour g 2 �1(S) et (~s; z) 2 ~S � C , ette ation est donn�ee parg(~s; z) = (g(~s); �(g)�1z). Le quotient ( ~S � C )=�1(S) est alors un �br�een droites holomorphe sur S not�e L� 2 Pi(S). On obtient ainsi unhomomorphisme de groupes' : Hom(�1(S); C �)! Pi(S)



4 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANet on aIm ' = Piplat(S) := fL 2 Pi(S) j 1(L) 2 tors(H2(S;Z))gDe plus on montre que ' est injetive en omparant les suites expo-nentielles pour les faiseaux C � et O�, et en utilisant que H1(S; C ) !H1(S;O) est injetive.On a une orrespondane entre e que l'on appelle les \objets tordus"sur S et les \objets invariants" sur ~S :H0(S; L�) = f� 2 O( ~S) j pour tout g 2 �1(S); g�� = �(g)�gH0(S;�
 L�) = f� 2 �( ~S) j pour tout g 2 �1(S); g�� = �(g)�get de mani�ere analogue pour les p-hamps ou p-formes tordues sur S.Comme le laisse pr�esager le signe \=" pla�e entre les ensembles i-dessus, on onsid�erera par abus de langage qu'un �el�ement de l'un estaussi un �el�ement de l'autre.Soient pour i = 1; 2,fi 2 H0(S; L�i); �i 2 H0(S;�
 L�i); et ! 2 H0(S;
1 
 L�)Alors on peut d�e�nir f1f2, �1 ^ �2, !(�i) et [�1; �2℄ (rohet de Lie) en\remontant" sur ~S, et de plus on af1f2 2 H0(S; L�1�2); �1 ^ �2 2 H0(S;K�1 
 L�1�2);!(�i) 2 H0(S; L��i); et [�1; �2℄ 2 H0(S;�
 L�1�2):Supposons dor�enavant (et jusqu'�a la �n) que notre surfae S (aveb1(S) = 1 et b2(S) > 0) admet deux hamps tordus �i 2 H0(S;�
L�i)C -lin�eairement ind�ependants sur ~S, ave L�i 2 Piplat(S), pour i = 1; 2.On va montrer que S est une surfae d'Inoue-Hirzebruh.Puisque �1 et �2 sont C -lin�eairement ind�ependants, auun des deuxn'est identiquement nul. De plus s'il �etaient olin�eaires en tout pointde ~S, leur quotient produirait une fontion m�eromorphe tordue sur S(i.e. une setion m�eromorphe d'un L�) non onstante, e qui est im-possible d'apr�es le lemme 2.1. Il existe don au moins un point p o�u�1(p) et �2(p) sont ind�ependants. Par ons�equent, la surfae S poss�ededeux feuilletages F1 et F2 : on obtient le feuilletage F i en \r�eduisant"(loalement, sur ~S) le hamp �i. Au vu des th�eor�emes de lassi�a-tion partielle des surfaes de la lasse V II0, l'existene de es deuxfeuilletages a plusieurs ons�equenes :



UNE CARACT�ERISATION DES SURFACES D'INOUE-HIRZEBRUCH 5� tout diviseur non nul D sur S v�eri�e D2 < 0 : omme b2 = b�2on a D2 � 0, et si D2 = 0 alors d'apr�es [Enoki℄ S est une sur-fae �a CSG non Inoue-Hirzebruh, don n'a qu'un seul feuilletaged'apr�es [Dlouss-Oelj℄, e qui est exlu. On en d�eduit par le rit�erede Grauert que toute union onnexe de ourbes de S peut se on-trater, d'une mani�ere unique, en une singularit�e normale.� si S ontenait une ourbe elliptique, alors d'apr�es [Naka 1℄ (10.2),S serait �a CSG et non Inoue-Hirzebruh, e qui est impossible.Don (par [Naka 1℄ (2.2.2)) toute ourbe C de S est rationnelle(i.e. �a normalis�ee rationnelle), et C est soit lisse, soit ave un pointdouble ordinaire.D'apr�es [Brun℄ p.585, une surfae de la lasse V II qui admet unfeuilletage r�egulier a un deuxi�eme nombre de Betti nul. Par ons�equent,les F i ont n�eessairement des singularit�es. En partiulier les ensemblesf�i = 0g sont non vides. Rappelons que le lieu d'annulation d'un hampde veteur (�eventuellement tordu) est en g�en�eral l'union d'un diviseuret de points isol�es.On note D�K le diviseur d'annulation de �1 ^ �2 2 H0(S;K�1 
L�1�2). C'est un diviseur e�etif, et on a R1 (D�K) = R1 (K�1
L�1�2) =R1 (K�1) + R1 (L�1�2) = R1 (K�1) = �R1 (K), don D�K est un diviseurnum�eriquement antianonique, i.e. pour toute ourbe C, on aD�K:C =�K:C = C2 + e(C) � 2Æ(C), o�u e(C) est la arat�eristique d'Euler-Poinar�e topologique de la normalis�ee de C, et Æ(C) est la somme des\delta-invariants" de C (voir [N�em℄). Par ailleurs, on a jD�Kj = jDmaxjar pour une ourbe C de S, un hamp tordu est soit tangent �a C soitnul sur C : on remonte sur ~S, o�u le hamp tordu devient un vrai hamp,qui est alors soit tangent �a C, soit nul sur C, ar C se ontrate. Enpartiulier, tout hamp tordu est nul aux points singuliers de Dmax.Comme un hamp de veteurs non trivial sur une ourbe rationnellelisse a exatement deux z�eros (ompt�es ave multipliit�e), on en d�eduitque si une telle ourbe oupe trois autres ourbes de Dmax alors les �iy sont identiquement nuls.Lemme 2.1. Si L� 6� O (i.e. � 6� 1), alors L� n'admet pas de setionm�eromorphe non identiquement nulle, i.e.H0(S;M
 L�) = 0Preuve : soit s 2 H0(S;M
 L�). Si s et s�1 ne s'annulent jamaisalors L� � O. Sinon, on a s � 0 : si s 6� 0 alors notons D(= D0�D1)



6 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANle diviseur de s. On a remarqu�e i-dessus que D2 < 0, mais D2 =1(D)2 = 1(L�)2 = 0, e qui est impossible. �Si on se donne r setions holomorphes s1; : : : ; sr d'un �br�e vetorielF de rang r qui sont g�en�eriquement ind�ependantes, alors on peut d�e�nirune \base duale" s�1; : : : ; s�r de setions m�eromorphes dans le �br�e dualF �, telles que s�i (sj) � Æij. Par e pro�ed�e, on d�e�nit sur ~S deux 1-formes m�eromophes !1 et !2 duales des hamps �1 et �2 (vus sur ~S),qui sont holomorphes sur ~Sn ~Dmax, et telles que !i(�j) = Æij. On peutv�eri�er qu'alors !i donne une setion m�eromorphe de 
1 
 L��1i (i.e.!i 2 H0(S;M
 
1 
 L��1i )), holomorphe sur SnDmax.3. Preuve du th�eor�emeLemme 3.1. On a �i 6� 1 pour i = 1; 2.Preuve : on raisonne par l'absurde.Si �1 � �2 � 1, alors on a deux vrais hamps de veteurs sur S, donS est presque homog�ene. D'apr�es la lassi�ation de [Pot℄ (et [Haus℄),ei est inompatible ave nos hypoth�eses.Si �1 6� 1 et �2 � 1 (le as �1 � 1 et �2 6� 1 est sym�etrique) alorsd'apr�es [D-O-T 1℄ Th�eor�eme 3.2, S est une surfae sp�eiale (i.e. ontientexatement b2(S) ourbes rationnelles). Don d'apr�es [Naka 2℄, Dmaxest onnexe et ontient un yle de ourbes rationnelles. En partiulieron a h1(Dmax;O) � 1.Soit f : S ! S 0 la ontration de Dmax en une singularit�e normales 2 S 0. La suite spetrale de Leray donne la suite exateH1(S;OS)! H0(S 0; R1f�OS)! H2(S 0;OS0)Notons pg := h0(S 0; R1f�OS), qui est le genre g�eom�etrique de la singu-larit�e de S 0. On a H1(S;OS) � C d'apr�es (1) . Par dualit�e de Serre-Grothendiek, on a H2(S 0;OS0) � H0(S 0; !S0), o�u !S0 est le faiseaudualisant de S 0. Comme M(S 0) = C , on a h0(S 0; !S0) � 1.Si h0(S 0; !S0) = 0, on a pg � 1 d'apr�es la suite exate i-dessus.D'autre part, d'apr�es [St-St℄ p.100, on a l'in�egalit�eq � pg � h1(Dmax;O)o�u q est la C -odimension de H0(f�1(U);
1) dans H0(Unfsg;
1), aveU un petit voisinage de Stein de s dans S 0.Dans notre as on a pg � 1 et h1(Dmax;O) � 1, don q est nul etpar ons�equent !2 se prolonge holomorphiquement sur Dmax. Mais ona !2(�2) � 1, �2 holomorphe, et f�2 = 0g 6= ?, e qui est impossible.Si h0(S 0; !S0) = 1, alors il existe une setion holomorphe 0 de !S0non identiquement nulle. Comme !S0 est sans torsion (f. [Eisen℄ Ch.



UNE CARACT�ERISATION DES SURFACES D'INOUE-HIRZEBRUCH 721), la setion 0jS0nfsg est non identiquement nulle, et remonte don surSnDmax en une 2-forme holomorphe  non identiquement nulle.Il est par ailleurs onnu que H0(f�1(U);
2) est un sous-espae ve-toriel de C -odimension �nie (�egale �a pg) de H0(Unfsg;
2). D'autrepart le sous-espae vetoriel V := ff0jUnfsg j f 2 O(U)g est de di-mension in�nie, don intersete non trivialement H0(f�1(U);
2). Parons�equent,  se prolonge m�eromorphiquement en un �el�ement non nulde H0(S;M
 
2).Par ailleurs, on a !1 ^ !2 2 H0(S;M
 
2 
 L�1), don le quotientde !1 ^ !2 par  est un �el�ement non nul de H0(S;M
L�1), e qui estimpossible d'apr�es le lemme 2.1. �Remarque : d'apr�es le r�esultat prinipal de [D-O-T 2℄, on peut donnerune preuve plus simple du lemme i-dessus.Consid�erons le rohet de Lie � := [�1; �2℄ 2 H0(S;�
 L�1�2).Lemme 3.2. On a � = [�1; �2℄ � 0.Preuve : le 2-hamp �1 ^ �2 n'est jamais nul sur ~Sn ~Dmax, don �1et �2 trivialisent le �br�e tangent de ~Sn ~Dmax. On a don sur ~Sn ~Dmax uned�eomposition unique � = �1�1 + �2�2 ave �i 2 O( ~Sn ~Dmax).Pour tout g 2 �1(S) on ag�(�) = �1(g)�2(g)� = �1(g)�2(g)�1�1 + �1(g)�2(g)�2�2, et d'autrepartg�(�) = g�(�1)g�(�1) + g�(�2)g�(�2)= g�(�1)�1(g)�1 + g�(�2)�2(g)�2:Don g��i = �3�i(g)�i, i.e. �i 2 H0(SnD;L�3�i) pour i = 1; 2. D'apr�es[Kato 2℄ p.247, les �i se prolongent en des �el�ements de H0(S; L�3�i).Don �i � 0 par le lemme 2.1, d'o�u � � 0. �Lemme 3.3. Les formes !i sont ferm�ees sur ~Sn ~Dmax.Preuve : omme en tout point p de ~Sn ~Dmax, f�1(p); �2(p)gest une base de l'espae tangent, le r�esultat d�eoule de la formule2d!i(�1; �2) = �1(!i(�2))� �2(!i(�1))� !i([�1; �2℄)= �1(Æi2)� �2(Æi1)� !i(0)= 0: �Lemme 3.4. Chaque omposante onnexe de Dmax ontient un ylede ourbes rationnelles.Preuve : soientD1; : : : ; Dk les omposantes onnexes de Dmax. Si lemorphisme �1(Dj)! �1(S) (induit par Dj ,! S) a une image r�eduite



8 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANau sous-groupe trivial, alors haque omposante onnexe de ��1(Dj)est envoy�ee par le revêtement universel � isomorphiquement sur Dj.Soit ~Dj une de es omposantes, qui, d'apr�es l'isomorphisme i-dessus, est ompate. Soit U un petit voisinage de ~Dj. Comme !1 et !2sont holomorphes et ferm�ees (par le lemme 3.3) sur Un ~Dj, alors d'apr�es[St-St℄ elles se prolongent holomorphiquement sur tout U . Cei est im-possible ar !i(�j) � Æij alors que �1 et �2 sont olin�eaires sur ~Dj. Onobtient �1(Dj) 6= feg, e qui dans notre as �equivaut �a dire que Djontient un yle de ourbes rationnelles. �Si Dmax n'est pas onnexe, alors S ontient deux yles, don Sest une surfae d'Inoue-Hirzebruh paire (aussi appel�ee \hyperboliInoue") d'apr�es [Naka 1℄. On supposera don par la suite que Dmaxest onnexe. De plus Dmax ontient un yle de ourbes rationnelles,notons-le �.Lemme 3.5. La singularit�e normale obtenue en ontratant Dmax estune singularit�e \faiblement" elliptique, i.e. �(Z) = 0, o�u Z est le di-viseur fondamental d'Artin.Preuve : on pro�ede omme dans la preuve du lemme 3.1 : on notef : S ! S 0 la ontration de Dmax, et on aH1(S;OS)! H0(S 0; R1f�OS)! H2(S 0;OS0)Notons �a nouveau pg := h0(S 0; R1f�OS). Comme on a h1(S;OS) = 1,h2(S 0;OS0) = h0(S 0; !S0), et h0(S 0; !S0) � 1, la suite exate i-dessusimplique que pg � 2.Le as pg = 0 (i.e. la singularit�e est rationnelle) est impossible, arDmax ontient un yle, alors que le graphe de r�esolution d'une singu-larit�e rationnelle est un arbre.Si pg = 1, alors la singularit�e est (fortement) elliptique.Si pg = 2, alors on a n�eessairement h0(S 0; !S0) = 1, don il existe unesetion holomorphe 0 de !S0 non identiquement nulle. Comme S 0 n'aauune ourbe ompate, et que !S0 est inversible en dehors de s, 0 nes'annule en auun point de S 0nfsg. On en onlut que la singularit�e deS 0 est Gorenstein. D'apr�es un r�esultat de St. S.-T. Yau, une singularit�eGorenstein de genre 2 est elliptique. �Alors la topologie de Dmax est la suivante (f. [N�em℄) :� est l'unique yle de Dmax, auquel sont attah�es des arbres de ourbesrationnelles lisses (f. dessin i-dessous). Si le yle � est r�eduit �a uneseule ourbe, ette ourbe est alors une ourbe rationnelle ave unpoint double ordinaire. On va exlure ette situation en passant �a unrevêtement �a deux feuillets r : S 0 ! S. D'apr�es [Dlouss℄ Corollaire



UNE CARACT�ERISATION DES SURFACES D'INOUE-HIRZEBRUCH 93.9, si S 0 est une surfae d'Inoue-Hirzebruh alors S est aussi d'Inoue-Hirzebruh. Notons �0 := r�1(�). Si �0 a deux omposantes onnexes,on a deux yles dans S 0, et on onlut omme pr�e�edemment. Sinon,�0 est ompos�e de deux ourbes lisses C1 et C2, ave C1:C2 = 2. Parons�equent, on supposera dor�enavant que toutes les ourbes de S sontlisses.Dans la terminologie des singularit�es elliptiques, � est appel�e le \y-le minimal elliptique", o�u le mot \yle" est �a prendre au sens del'homologie. Rappelons que pour nous, \yle" est synonyme de \ylede ourbes rationnelles". On d�eduit de [Wag℄ Proposition 3.1 que Dmaxest un diviseur �a roisements normaux.Quand un hamp tordu est non nul sur une ourbe C, alors le feuilletagequi lui est assoi�e laisse C invariante. Si par ontre le hamp s'y annuleidentiquement alors a priori les deux as \C invariante" et \C noninvariante" sont tous les deux possibles. Pour i = 1; 2, notons Ii (resp.Ni) l'union des ourbes F i-invariantes (resp. F i-non invariantes). Pourune ourbe C de Dmax, la valene de C est le nombre d'arêtes du graphedual d'intersetion attah�ees au point qui orrespond �a C : on a unearête pour haque point d'intersetion de C ave une autre ourbeou ave elle-même. On appellera \extr�emit�e" une ourbe C de Dmaxqui ne oupe qu'une seule autre ourbe, en un seul point, i.e. le pointorrespondant �a C dans le graphe dual d'intersetion est de valene un.Voii un dessin o�u les ourbes de Ni sont en gras (on va montrer aulemme 3.7 qu'elles sont n�eessairement des extr�emit�es du graphe). Parsoui de lart�e, on ne repr�esente qu'un seul arbre aroh�e au yle :

Lemme 3.6. Soit i 2 f1; 2g. Soit C une ourbe irr�edutible de Dmax.Alors C � Ni implique que C est non polaire pour !3�i, et ei impliqueque �3�i 6� 0 sur C, et don que C � I3�i.Preuve : soit p un point de C o�u Fi est r�egulier et transverse �a C.Il existe alors des oordonn�ees loales (z1; z2) sur un voisinage U de p



10 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANtelles que, sur U on ait C = fz2 = 0g et �i = f ��z2 ave f 2 O(U).Notons !3�i = �dz1 + �dz2, ave �; � 2 M(U). Comme !3�i(�i) � 0,on a !3�i = �dz1 don d!3�i = � ���z2dz1 ^ dz2. De plus sur UnC ona d!3�i � 0. On en d�eduit que sur U , ���z2 � 0, i.e. � = �(z1). Don,en loalisant �a nouveau, on trouve un voisinage V d'un point de C surlequel !3�i est holomorphe. Comme !3�i(�3�i) � 1, ni !3�i ni �3�i nes'annulent sur V . �Lemme 3.7. Si C � N1 ou C � N2, alors C est une extr�emit�e dugraphe d'intersetion de Dmax. En partiulier, I1 � � et I2 � �.Preuve : si C n'est pas une extr�emit�e, alors la r�eunion de toutesles autres ourbes a toujours une omposante onnexe D1 qui est sim-plement onnexe. On a alors C � I1 et C � I2 ar sinon :C est non polaire pour (disons) !1 (lemme 3.6). En remontant aurevêtement universel, on obtient que !1 est une 1-forme holomorpheferm�ee sur un voisinage de D1 priv�e de D1. D'apr�es [St-St℄ p.99, !1 seprolonge holomorphiquement �a D1. Comme !1(�1) � 1, le hamp �1 nes'annule jamais sur D1. Cei est impossible ar �1 est nul en tout pointde C \D1. �Lemme 3.8. Soit C une ourbe sur laquelle est attah�ee uneextr�emit�e. Alors �i � 0 sur C pour i = 1; 2.Preuve : prenons une telle ourbe C. Si C � � alors valene(C) � 3(C oupe un sommet, et ses deux voisines dans �) don �i s'annule entrois points distints de C, don �i � 0 sur C. Si C 6� �, soit C =C0; C1; : : : ; Ck une suite de ourbes adjaentes qui relie C �a une ourbeCk de valene au moins 3 (une telle ourbe existe d'apr�es l'hypoth�esedu lemme). Si �i 6� 0 sur C alors il existe l tel que �i 6� 0 sur Cl et �i � 0sur Cl+1. Comme valene(Cl) � 2 (en fait on a l'�egalit�e), le hamp �irestreint �a Cl a un z�ero d'ordre 1 en Cl \ Cl+1. On peut loalementdiviser �i par une fontion d�e�nissante r�eduite de Cl+1, et obtenir unhamp holomorphe qui d�e�nit toujours Fi. Mais e hamp, au pointCl \Cl+1, est non nul et tangent �a Cl. On a alors Cl+1 � Ni, e qui estimpossible d'apr�es le lemme 3.7 ar Cl+1 n'est pas une extr�emit�e. �Notons Ai la r�eunion de � et de toutes les g�eod�esiques joignant uneourbe de Ni �a � (on prend Ni � Ai), et posons Bi := D � Ai. AlorsBi � Ii et Bi ontient toutes les extr�emit�es invariantes. Voii un dessino�u Ai est en pointill�es et Bi en trait plein :
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Pour un diviseur A, on notera vA(C) la valene de C dans le graphede A. Remarquons que l'on a jBij\jNij = ?. Par ailleurs, si C � Ai\Iialors C n'est pas une extr�emit�e don vAi(C) � 2 (ar Ai est onnexe).On a don vDmax(C) = vAi(C) + vBi(C) � 2 + vBi(C) (?).Pour i = 1; 2, notons D�i le diviseur d'annulation de �i, et d�e�nissonsles diviseurs e�etifs : D0i := D�i +Bi �NiOn va maintenant montrer que Dmax = �.Supposons le ontraire.Alors d'apr�es les lemmes 3.7 et 3.8, on a D0i 6= 0 pour i = 1; 2.Dans [Brun℄, l'auteur d�e�nit, pour une ourbe C et un feuilletage F isur une surfae, les nombres suivants :|pour C � Ni, le nombre non n�egatif tangi(C) qui ompte ave mul-tipliit�es les tangenes de F i ave C.|pour C � Ii et C lisse, le nombre Zi(C) := Pp2C Zi(p; C), o�uZi(p; C) est l'ordre d'annulation en p de la restrition �a C d'un hamp�a z�eros isol�es d�e�nissant F i.Comme l'intersetion de deux ourbes de Ii est n�eessairement unesingularit�e de F i, on a Zi(C) � vIi(C). Brunella d�e�nit aussi un �br�e endroites sur S appel�e TFi (le \�br�e tangent" du feuilletage). Dans notreas, on a TFi � O(D�i)
 L��1i . On a don l'�egalit�e R1 (TFi) = R1 (D�i).Pour deux diviseurs A et A0 et une ourbe C, l'�egalit�e entre multi-pliit�es \mC(A) = mC(A0)" sera par la suite abr�eg�ee par \A =C A0",et de même \mC(A) = k" sera abr�eg�ee par \A =C k".Par ailleurs, on a l'�egalit�eD�K = D�1 +D�2 +Dtang(2)o�u Dtang est le diviseur (e�etif) des tangenes entre F1 et F2. Enpartiulier on a Dtang � min(I1; I2).



12 KARL OELJEKLAUS, MATEI TOMA, DAN ZAFFRANNotons Z le diviseur fondamental d'Artin : Z est le diviseur e�etifnon nul minimal (au sens de l'ordre partiel \�") v�eri�ant la propri�et�eque Z:C � 0 pour toute ourbe C.Lemme 3.9. Pour i = 1; 2,Z � D0i � D�KPreuve :� Z � D0i ?Soit C une ourbe de Dmax. D'apr�es [Brunella℄ on a D�i:C =C2 � tangi(C) (resp. 2� Zi(C)) si C � Ni (resp. C � Ii).{ si C � Ni, D0i:C = C2 � tangi(C)� C2 � 0.{ si C � Ii \ Bi, D0i:C = 2� Zi(C) + C2 + vBi(C), maisvBi(C)� Zi(C) � vIi(C)� Zi(C) � 0, don D0i:C � 0.{ si C � Ii \ Ai, D0i:C = 2� Zi(C) + vBi(C)� vNi(C)� 2 + vBi(C)� vIi(C)� vNi(C)= 2 + vBi(C)� vDmax(C)� 0 (f. (?) i-dessus).� D0i � D�K ?On utilise l'�egalit�e (2). Par sym�etrie, il suÆt de v�eri�er que B1 �N1 � D�2 +Dtang. Le seul as non trivial est le as B1 =C 1, maisalors on a C � I1 don D�2 +Dtang �C 1, ar on a soit D�2 >C 0,soit D�2 =C 0 et alors C � I2, don Dtang >C 0. �D'apr�es la desription de la suite elliptique dans le asnum�eriquement Gorenstein qui est faite dans [N�em℄, on d�eduit (f.p.151 ligne 7 de l'artile, \B1 6= B0") qu'il existe une extr�emit�e C(attah�ee �a, disons, C 0) telle que Z =C D�K. On a don D�K =C D0ipour i = 1; 2, i.e.D�2 +Dtang =C B1 �N1 et D�1 +Dtang =C B2 �N2Si Ni =C 1 alors Bi =C 0, mais 'est impossible ar D�i +Dtang � 0.Don B1 =C B2 =C 1, don C � I1 et C � I2, d'o�u Dtang >C 0. Onobtient D�1 =C D�2 =C 0 et Dtang =C 1.Or 2 + C2 = D�K:C = (D�1 +D�2 +Dtang):C= mC0(D�1) +mC0(D�2) + C2 +mC0(Dtang)Mais par le lemme 3.7, C 0 � I1 et C 0 � I2, don mC0(Dtang) > 0,et par le lemme 3.8, mC0(D�i) > 0 pour i = 1; 2.Contradition.On en onlut l'�egalit�e Dmax = �.Comme pour toute C on a �:C = C2 + 2, on en d�eduit que D�K =�. D'apr�es le lemme 3.7 on a Dtang � �, don par (2) on obtient
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