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Introduction

L’objectif de ce cours est d’introduire les principaux outils mathématiques
pour illustrer, a travers des problemes réels, comment la modélisation sto-
chastique et les processus aléatoires permettent de traiter et d’apporter des
réponses aux questions complexes issues de nombreux domaines applicatifs.

La modélisation probabiliste est fondamentale dans tous les domaines
d’application.

Les outils probabilistes que nous développons, comme les méthodes de
Monte Carlo, les chaines de Markov et les processus de renouvellement, sont
des outils généraux utilisés dans de nombreux domaines comme en phy-
sique (écoulement d’un fluide, trajectoire d’un avion), en biologie (muta-
tion du gendme), en chimie (coagulation des polymeres), en climatologie
(modélisation du vent, de la pluie, etc.), en informatique, en médicine, en
finance (évaluation des produits dérivés), en science du vivant, en assurance,
en linguistique, en sociologie, ...

Les modeles que nous étudions sont inspirés du monde de la finance, des
files d’attente, etc.

Nous débuterons ce cours par des méthodes numériques basées sur les
tirages successifs de nombres aléatoires, méthodes appelées généralement
méthodes de Monte Carlo.

En outre, nous développerons 1’étude de certains processus stochastiques
essentiels dans la modélisation, tels que les chaines de Markov en temps
discret et en temps continu, les processus de renouvellement et les processus
de branchement. Nous introduirons aussi les outils probabilistes permettant
d’étudier la gestion de stock.

L’ensemble de ces études théoriques sera illustré, lors des travaux pra-
tiques, par des algorithmes et simulations en Matlab.






Chapitre 1

Simulation de variables
aléatoires (Rappels)

1.1 Introduction

On présentera dans cette partie un panel de méthodes pour la simula-
tion de variables aléatoires. Nous commencons par rappeler les principes de
simulation pour les lois classiques. Ensuite nous introduisons les méthodes
générales de simulation pour les variables aléatoires a valeurs discretes et
continues.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et X une variable aléatoire réelle
sur cet espace. On notera F' sa fonction de répartition et f sa densité. Plus
précisément, pour tout x € R :

F(z) =P(X <x)
et

f(a) = < Fla)

Principe Pour simuler des variables aléatoires de loi quelconque, l'idée est

de se ramener a la loi uniforme sur [0,1]. La loi uniforme sur [0,1] est donc
a la base de toute simulation de variable aléatoire. Rappelons ses propriétés.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], U ~ U|0, 1]. Dans

ce cas :
0 si z<0

Fy(r)=< o si 0<z<1
1 si z>1
et
fU(ZU) = ﬂ{me[o,u}-
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Cadre général : On suppose qu’on dispose d'un générateur de variables
aléatoires de loi uniforme sur [0, 1] indépendantes.

L’hypothese d’indépendance des valeurs est une des conditions essentielles
pour la validité de la plupart des algorithmes présentés dans la suite.

Exemple 1. SCILAB possede une fonction rand () dont les appels successifs
fournissent une suite de variables aléatoires “indépendantes” et identique-
ment distribuées, de loi uniforme sur [0, 1]. Nous ne nous intéresserons pas
ici & la conception d’une telle fonction.

Les générateurs sont souvent construits a partir d'une relation de congruence
sur de nombres de grande dimension et initialisés par exemple a partir de
I’horloge de la machine. Il s’agit des générateurs de nombres pseudo-aléatoires,
notamment les valeurs obtenues ne sont qu’apparemment indépendantes.

Remarque 1. Une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1] est différente
de 0 et 1 presque surement. En particulier, si A(dx) note la mesure de Le-
besgue, on a

P(U € {0,1}) = /{ } Lo dA = A({0,1}) = 0.

i

Remarque 2. En SCILAB la fonction rand ne renvoie que des valeurs différentes
de 0 et 1.

Objectif du cours : Vous apprendre a construire des méthodes pour si-
muler une variable aléatoire ou un vecteur aléatoire suivant une loi donnée,
différents de la loi uniforme sur [0, 1].

1.2 Simulation de lois classiques

1.2.1 Loi de Bernoulli de parametre p

Soit p € [0, 1]. On veut simuler une variable aléatoire X ~ B(p) de loi de
probabilité

() = poi () + (1 = p)o(a). (1.1)
Pour cela on tire U une uniforme sur [0, 1] et on définit

1 <
X:{l siU<p

0 sinon,



c’est-a-dire X = T y<p.

On propose deux fonctions pour simuler cette variable aléatoire. La premiere
ne rend qu’une réalisation d’une variable aléatoire de la loi de Bernoulli de
parametre p, la seconde renvoie un k-échantillon, qui sera utilisé par la suite
dans la simulation de la loi binomiale :

function x=bernoullil(p)

// tirage suivant la loi de Bernoulli de parametre p
x=(rand<p) ;

end

function x=bernoulli2(k,p)

// tirage d’un k-echantillon suivant la loi de Bernoulli de parametre p
x=bool2s(rand(k,1) < p);
end;

Exemple 2. Pile ou face
On veut simuler une variable aléatoire de loi “Pile ou face” i.e. X ~ B(%)
On tire U une uniforme sur [0, 1] et

X:{ Pile siU <

“Face”  sinon,

DO | —

formellement on peut écrire X = 1, 1y-

1.2.2 Loi binomiale de parameétres (n,p)

Soient n € N* et p € [0, 1]. On veut simuler X ~ B(n,p) donc de loi

) =3 (3 )= prhauto), (12)

On sait qu’une variable aléatoire binomiale peut étre représentée comme la
somme de n variables aléatoires indépendantes de Bernoulli de parametre p.
Plus précisément on a le résultat suivant :

Lemme 1. Soient (Y;)1<i<n des variables aléatoires indépendantes et iden-
tiquement distribuées de loi de Bernoulli de paramétre p, alors X =" | 'Y;
suit une loi binomiale de paramétres (n,p).



Il suffit donc de simuler n variables aléatoires indépendantes de loi B(p)
et d’en faire la somme :

X = Ty
=1

function x=binomiale(n,p)
// tirage suivant la loi binomiale de parametres (n,p)
x=sum(bernoulli2(n,p));

1.2.3 Loi de probabilité discrete

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans E avec E = {z;|i € I} et
I'=Noul=1{0,1,...,n}. Considérons le cas I fini, le second se traitant de
la méme maniere. La loi de probabilité de X est donnée par

pla) = > i (@)

ou

pi =P(X =x;) = p(x;),Vi € I et Zpi = 1. (1.3)
i=0

Notons par Py le cumul des p;, pour 0 < i < k, i.e.

b, = sz‘- (1.4)

On a alors Py = pg et P, = 1.
Nous souhaitons simuler une variable aléatoire de méme loi que X. Pour
ce faire construire une variable aléatoire Y telle que

a 'aide d’une variable aléatoire U de loi uniforme sur [0, 1].

Algorithme L’algorithme s’écrit : on tire U une uniforme sur [0,1] et on

pose
Y=ksiP,1<U<P,

ce qui s’exprime également sous la forme

Y =2oliy<py + Z Til(p <U<py-
i=1

10



Remarque 3. Nous introduisons cette méthode générale pour ['appliquer
dans la suite pour le cas des variables aléatoires discretes particuliéres. Nous
reviendrons avec des commentaires et justifications dans la partie méthodes
générales.

1.2.4 Loi uniforme sur {0,1,...,.n — 1}

On veut simuler X de loi uniforme sur {0, 1,...,n — 1}, donc de loi

plr) = 3 bl (15)

Méthode 1 : Nous allons utiliser le résultat suivant :

Lemme 2. Si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] alors la
partie entiere [nU] suit la loi uniforme sur {0,1,...,n — 1}.

Remarque 4. En admettant ce résultat, l’algorithme s’écrit :

function x=uniformel(n)
// tirage suivant la loi uniforme sur {0,...,n-1}
x=floor(n*rand());

end

Démonstration : On note X la variable aléatoire rendue par cette fonction.
Comme P(0 <rand() <1)=1,0n aP(0 <n*rand() <n)=1cet

P(floor(n*rand()) € {0,1,....,n — 1}) = 1.

Donc X prend ses valeurs dans {0,1,...,n — 1}.
Maintenant, soit k& € {0,1,...,n — 1} :

P(X =k) = P(floor(n*rand()) = k) = P(k <n*rand() <k +1)

k kE+1 1
= P(—grand()< + )z—.
n n n
Ce qui prouve le résultat souhaité. |

Méthode 2 : En utilisant la méthode générale de simulation d’une variable
aléatoire discrete.

11



1.2.5 Loi uniforme sur |[a, b|

On souhaite simuler X une variable aléatoire de loi uniforme sur inter-
valle [a, b] pour a < b, avec

1

f@) =3 Tau(@). (1.6)

Lemme 3. Si U suit la loi uniforme sur [0,1], alors, sia <beta, b€eR, la
variable aléatoire X = a+ (b — a)U suit la loi uniforme sur [a,b].

Démonstration : Soit ¢ : R — R une fonction continue bornée : en faisant
le changement de variable z = a + (b — a)u, on a

dz,

1 b
Bp(at+ 0-a) = [ elas b-audu= [ oo

ce qui signifie que X est une variable aléatoire de densité f(z) = 72144 (2),
et on reconnait ainsi la densité de la loi uniforme sur [a, b]. |
L’algorithme associé s’écrit alors :

function x=uniforme2(a,b)

// tirage suivant la loi uniforme sur [a,b]
x=a+(b-a)*rand () ;

end

1.2.6 Loi exponentielle de parametre \

Soit A > 0. On souhaite simuler une variable aléatoire X de loi exponen-
tielle de parametre A, avec

f(z) = Aexp(—Az)1g, (). (1.7)

Sa fonction de répartition est F(x) = P(X < z) = 1 — exp(—Az). Cette
fonction est une bijection de |0, 400 dans |0, 1], d’inverse

G(u) = —% In(1 — u). (1.8)

Lemme 4. Si U est de loi uniforme sur [0,1], alors G(U) suit la loi expo-
nentielle de parametre .

En utilisant ce lemme on déduit 1’algorithme suivant pour la simulation
de la loi exponentielle :

12



function x=exponentielle(a)

// tirage suivant la loi exponentielle de parametre a
x=- log(rand())/a;

end

Ce procédé annonce la méthode de simulation par inversion de la fonction
de répartition, que nous présenterons plus tard.

Remarque 5. Pourquoi a-t-on remplacé 1 — U par U dans [’algorithme ?

1.2.7 Loi géométrique de parametre p

Soit p €]0,1]. On veut simuler une variable aléatoire géométrique de pa-
rametre p, donc de loi

“+o0

p(x) = S (1= p)*poe(a). (L9)

k=1

Plusieurs méthodes sont possibles.

Méthode 1 : En utilisant la loi exponentielle :

Lemme 5. Si U suit la loi uniforme sur [0,1], alors X =1+ [lnﬁfp)} est

une variable aléatoire qui suit la lov géométrique de parametre p.

Démonstration : Notons X = 1+ Lnl(qu)] Par définition de la partie

entiere, X prend ses valeurs dans N*. Soit maintenant k € N* :

InU
= P(kln(l —p) <InU < (k—1)In(1 — p))
P

(1-pF<U<1-p*h

1-p)*'=@1-p)F
(1—p)*'p.

L’algorithme correspondant s’écrit :
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function x=geometriquel(p)
// tirage suivant la loi geometrique de parametre p
x=1+floor(log(rand())/log(1-p));

Méthode 2 : En utilisant la loi de Bernoulli :

Lemme 6. Si (X;);en+ sont des variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli
de paramétre p, alors N = min{i : X; = 1} est une variable aléatoire qui suit
une loi géométrique de parametre p.

L’algorithme correspondant s’écrit.

function x=geometrique2(p)

// tirage suivant la loi geometrique de parametre p
x=1;
while rand()>p, x=x+1;

end

Méthode 3 : En utilisant la méthode générale pour la simulation des va-
riables aléatoires discretes.

1.2.8 Loi de Poisson de parametre \

Soit A € R;. On veut simuler une variable aléatoire X ~ P()), donc de
loi donnée par

pu(x) = Z exp(—/\)%ék(az). (1.10)
k=0 '

Une variable aléatoire poissonienne ne prend pas ses valeurs dans un ensemble
fini, mais on peut étendre la méthode présentée au paragraphe 1.2.3 au cas
ou X prend ses valeurs dans N. En fait, la méthode proposée ici annonce la
méthode de la fonction inverse.

Méthode 1 : Cumul des durées exponentielles.

Une premiere méthode pour la simulation de variables aléatoires de Pois-
son est issue d’'une des propriétés des processus de Poisson, il s’agit du cumul
de durées exponentielles.

On sait que si des événements surviennent a des dates séparées par des
durées exponentielles de parametre A, le nombre d’événements survenant en
une unité de temps suit une loi de Poisson de méme parametre.

14



Lemme 7. Soient (X;);en+ des variables aléatoires i.i.d. exponentielles de
parametre X. La variable aléatoire définie par

N=0siX;>1et N=max{i>1: ZX]- < 1} sinon,
j=1
sutt une loi de Poisson de parametre \.

Démonstration : Soit k € N.
P(N =k)=P (Zle X; <1< Xj)
= / pan eXp(—A(JUl + -+ xk+1))1{z1+---+xk§1}
REF!

_ / N exp(= A1+ + 24)) Loy 4ot
R

400
X </ )\exp(—)\xkﬂ)dka) dzy ...dxy
1—(z1++xk)
_ / N exp(=A@1 + -+ + 21)) Loy o smpety Xp(—A)
R+

X exp(A(z1 + -+ ap))day ... day
= A\exp(—\) fRi Lz 4ogap<iyday ... dog.

Pour calculer la derniere intégrale, on effectue le changement de variable

S1 = T, 82:$1+$2, ey S =1+ -+ x) :
/ ]l{m1+~--+mk§1}dx1 Ce dxk = / 1{S1SS2S"'SSk§1}d81 R dsk
Rk Rk
+ +
1 Sk 52 1
= / dsk/ dsk_l---/ ds; = o
0 0 0 :
ce qui termine la preuve. |

Remarque 6. Il faut donc simuler des variables aléatoires exponentielles de
parametre A et compter le nombre de simulations nécessaires pour dépasser
1, ou bien simuler des variables aléatoires exponentielles de parameétre 1 et
compter le nombre de simulations nécessaires pour dépasser .

Remarque 7. Soient (U;);en+ des variables aléatoires i.i.d. de loi uniforme
sur [0, 1], alors si X; = —5In(U;), les (X;)ien+ sont des variables aléatoires
1.1.d. exponentielles de parametre \, et

ZZ:Xj < 1<:)—§ln (ﬁ@) < 1(:)111Uj > exp(—\).

J=1 Jj=1 J=1

15



L’algorithme s’écrit :

function x=poisson(a)

// tirage suivant la loi de Poisson de parametre a
test=exp(-a) ;x=0;prod=rand() ;
while (prod>=test), x=x+1; prod=prod*rand(); end;

Méthode 2 : En utilisant la méthode générale pour les variables aléatoires
discretes.
On sait que

)\k
X~PNep=P{X=FL}= Fe_’\ (pour k € N)

ce qui implique que
A
Pr+1 = k—_HPIm

et en notant Py la somme des p; pour 0 < j <k, (P, = Z?:o P;), on a

Poy1 = Py + Dk-

k+1
On simule donc une variable de Poisson de parametre A\ en prenant

X =) klp ,<v<ny

k>0

avec la convention P_; = 0.
Cet algorithme est assez simple a programmer.

1.2.9 Loi gaussienne centrée réduite : Méthode de Box-
Muller

La loi normale n’a pas une densité a support compact et on ne connait pas
d’expression simple de I'inverse de sa fonction de répartition. Nous utiliserons
le résultat suivant pour sa simulation :

Lemme 8. Soit R une variable aléatoire de loi exponentielle de parameétre
1/2 et 6 une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,27w], supposées de plus
indépendantes. Alors, si on pose X = v/Rcos(d) et Y = v/Rsin(6), les

variables aléatoires X et'Y sont i.i.d. de loi gaussienne centrée réduite.

16



Ceci conduit a une méthode de simulation simple pour une loi gaussienne,
basée sur la simulation de deux variables aléatoires uniformes sur [0, 1]. C’est
la méthode de Box-Muller.

function [x,yl=boxmuller

// tirage de deux N(0,1) independantes
r=sqrt(-2*log(rand())); t=2*Ypi*rand();
x=r*cos(t); y=r*xsin(t);

end

1.3 Méthodes générales

1.3.1 Meéthode générale pour une variable aléatoire discrete

Soit X une variable aléatoire sur un espace de probabilité (2, F,P), telle
que X () = {xg,x1,...} = {xi}iecravec I =Nou I ={0,1,...,n}. Pour tout
i€, p=P(X =uxz;). Onrappelle que p; >0et > ., p;i =1.

Rappelons les idées générales de la section 1.2.3. L’algorithme suivant
simule une variable représentative pour cette loi :

function y=simuldiscrete(x,p)

// simulation d’une va de loi discrete,

// x=vecteur des valeurs prises, p=vecteur des probabilites
u=rand(); q=p(1); 1i=0;
while (u>q); i=i+l; g=q+p(i); end;
y=x(1i);

end

Démonstration : En effet, on a : P(X = ) = P(rand() < pg) = po et
pour k > 1,

k—1 k
P(X =x,) =P (sz < rand() < Zp’> =
i=0 i=0

Remarque 8. Le nombre N de tests nécessaires satisfait N = 1 ssi u < py,

et pour v > 1,
i1 i
N:i@Zpi<u§2pi.
=0 =0
On a donc intérét a réordonner les (z;);>0 dans l'ordre des (p;)i>o décroissants.
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1.3.2 Meéthode de simulation par inversion de la fonc-
tion de répartition

On veut simuler une variable aléatoire X de fonction de répartition F.

La méthode utilisée pour simuler une loi exponentielle est en fait générale :
des que l'on sait inverser une fonction de répartition F', il est tres facile de
simuler une variable aléatoire de fonction de répartition F'.

Lemme 9. Soit U une variable aléatoire qui suit la loi uniforme sur [0, 1],
et F' une fonction de répartition bijective de ]a,b[ dans]0,1] d’inverse F~!.
Alors F7Y(U) est une variable aléatoire de fonction de répartition F.

Démonstration : On pose X = F~1(U). Cette variable aléatoire prend
ses valeurs dans ]a,b[. Remarquons que nécessairement F est strictement
croissante de ]a, b| dans ]0, 1[. Soit ¢ €]a, b :

P(X <t)=P(FYU)<t)=PU < F(t)) = F(t).

Donc la fonction de répartition de X est bien F'. |

Remarque 9. L hypothése de la connaissance de F~' n’a de sens que si F
est strictement croissante. Cependant, méme dans ce cas, il se peut que F~!
n’ait pas d’expression analytique simple, c’est le cas par exemple pour la loi
normale.

Si on note ¢(z) la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite,

1 r 2
o) = = | et

il n’existe pas de formulation simple de ¢(z) et encore moins de ¢~!(z), la
méthode de la fonction inverse ne peut donc pas s’appliquer directement a
la loi normale.

Il existe cependant des polynomes donnant de bonnes approximations de
é(x) et de ¢~1(x) qui permettent donc d’appliquer la méthode de la fonction
inverse a la loi normale moyennant cette approximation.

1.3.3 Algorithme par rejet

On veut simuler une variable aléatoire X de densité f et de fonction de
répartition F.

Exemple 3. Commencons par un exemple tres simple : comment simuler
une loi uniforme sur le disque unité {2? + y* < 1} 7
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function X=disque
// simule un point uniformement sur le disque unite
X=2*rand(1,2)-[1,1];
while (norm(X)>1),
X=2xrand(1,2)-[1,1];
end

L’idée est la suivante : on tire des points uniformément dans le carré
[0,1] x [0, 1], et on les jette jusqu'a en obtenir un qui tombe dans le disque.
La loi du point obtenue est la loi d’un point tiré uniformément dans le carré
conditionnellement a étre dans le disque, ce qui est encore la loi uniforme sur
le disque.

Remarque 10. Quelle est la loi du nombre N de passages dans la boucle ¢

Lemme 10. Soit X une variable aléatoire de densité f (sur R?) a simuler.
On suppose qu’il existe une constante k > 0 et une densité g (sur R aussi,
facile a simuler) tels que

Vo, f(r) <kg(r).

Soit U wune variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] et Z une variable
aléatoire, indépendante de U, de densité g. On pose V.= kUqg(Z). Alors, la
loi de Z conditionnellement a [’événement {V < f(Z)} a pour densité f.

Remarque 11. Notons que nécessairement k > 1 (car f,g sont des den-
sités).

Remarque 12. I est tres important de noter qu’on doit choisir la constante
k la plus petite possible pour minimiser le nombre de rejets : plus la majora-
tion est grossiere, plus il faut des tirages pour obtenir une valeur acceptable.

Démonstration : On fait la démonstration pour le cas d = 1. Notons que

pour tout z € R, %(ZZ)) < 1. On a tout d’abord

PV < f(2))

kUg(Z
9(z) (
/

9(2)

)< 5(2)
0 1{kug(z)<f(z)}du) dz
(2)

kg(2)

| H%\%\ pac)
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Evaluons ensuite

P{z <t} n{V < f(2)}) = /_t 9(2) </01 1{kug<z)<f<z>}du> dz
Z/t 9(z) 12) g,

t
Ce qui montre que P(Z < t|V < f(Z)) = / f(2)dz, donc la loi condition-

nelle de Z sachant que {V < f(Z)} a bien pour densité f.

Dans R?, on utilise la généralisation de la fonction de répartition. ]
On obtient donc I'algorithme de simulation par rejet (on suppose qu’on

possede une fonction simulg qui simule une variable aléatoire de densité g) :

function z=simulf
// simule par rejet une va de densite f
u=rand () ;
z=simulg;
v=k*uxg(z) ;
while (v>=£f(z));
u=rand () ;
z=simulg;
v=k*uxg(z) ;
end;

Démonstration : Notons N le nombre de tests fait lors de cette fonction.
N est une variable aléatoire, a valeurs dans N*. Notons (U, ),>1 la suite des
appels a la fonction rand(), et (Z,),>1 la suite des appels a la fonction
simulg. Toutes ces variables aléatoires sont indépendantes, les premieres de
loi uniforme sur [0, 1], les secondes de densité g. On note V,, = kU,g(Z,), et
on note X la sortie de la fonction.

Soit t € R. Evaluons

P(X <tet N=1) — IP’(V1<f(Zl)etZlgt):%/t F(2)dz

par la démonstration précédente. Soit maintenant ¢ > 2. Par indépendance,
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et comme précédemment :

P(X <tet N =i)
=PVi > f(Z1), Vo> f(Za), ..., Viea > f(Zica), Vi < f(Zs), Z; < 1)

=P(Vi > f(Z1))P(Va > f(Z2))...P(Viex > f(Zi1))P(Vi < f(Zi), Z; < t)

_ (1 - %>_1%/_; F(2)d.

Finalement (rappelons que k£ > 1) :

+oo
P(X<t) = Y P(X<tetN=i)
=1

_ i(l - %)H%/_; F(2)dz

1=

-/ Oo F(2)dz,

donc la densité de X est bien f. ]

1.3.4 Simulation par composition

Exemple 4. Soit F' et G deux fonctions de répartition sur R. On construit
une variable aléatoire X de la fagon suivante : on lance une piece qui tombe
sur pile avec probabilité 1/3 et sur face avec probabilité 2/3, si pile sort,
on tire un nombre au hasard suivant la loi donnée par F', sinon, on tire un
nombre au hasard suivant la loi donnée par G. Déterminer la fonction de
répartition H de X.

L’exemple précédent est un exemple de mélange de variables aléatoires.
On suppose maintenant qu’on veut simuler une variable aléatoire X de fonc-
tion de répartition F' = >  60;F;, ou les 6; sont des poids : 6; > 0 et
Yo 0; =1 et les F; sont des fonctions de répartition dont les lois sont fa-
ciles a simuler. On suppose qu’on a a notre disposition des fonctions simulFi
qui simulent des variables aléatoires de fonction de répartition F; et une fonc-
tion simulTheta qui simule une variable aléatoire © a valeur dans {1,...,n}
telle que P(© = i) = 6.

function x = melange
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// simulation par melange
i=simulTheta;
x=simulFi;

end

Cette méthode se généralise immédiatement a un nombre infini dénombrable
de poids (6;)ien, et méme a un mélange ”continu” de lois : on suppose qu’on
veut simuler une variable aléatoire X de densité f(z) = [, g(0)fs(2)d0, ot g
est une densité de probabilité, ainsi que tous les fy. L’algorithme est alors
simple : on tire # suivant g, puis x suivant fj.

1.4 Simulation de vecteurs aléatoires

1.4.1 Cas indépendant

Supposons qu’on souhaite simuler Z un vecteur aléatoire de R?. Si ses
composantes sont indépendantes, on est ramené au cas de la simulation de
variables aléatoires réelles indépendantes traité dans les sections précédentes
(on rappelle que les sorties successives de rand donnent des variables aléatoires
indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]). Le probleme est différent quand les
coordonnées ne sont pas indépendantes.

1.4.2 Vecteur gaussien

Un vecteur gaussien dans R? est caractérisé par un vecteur moyenne
m € R? et une matrice de covariance K, de taille d x d, symétrique et
positive. On suppose pour l'instant que K est définie positive.

Théoréme 1 (Décomposition de Cholesky). Si K est une matrice symétrique
définie positive de taille d x d, il existe au moins une matrice réelle triangu-

laire inférieure L telle que :
K=L"L.

On peut également imposer que les éléments diagonauz de la matrice L soient
tous strictement positifs, et la factorisation correspondante est alors unique.

En pratique on cherche L par coefficients indéterminés et identification,
colonne par colonne. Voir I'exemple juste apres.

Remarque 13. Si K est seulement semi-définie positive, la décomposition
de Cholesky existe encore mais elle n’est plus unique.
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Lemme 11. Soit T' un vecteur gaussien de dimension d, centré et de matrice
de covariance I (dont les coordonnées sont des variables aléatoires i.i.d. nor-
males centrées réduites). Soit m € R?, et K une matrice définie positive de
taille d x d. Soit L la matrice triangulaire inférieure donnée par la factori-
sation de Cholesky de K.

Alors le vecteur aléatoire Z = m~+ LT est un vecteur gaussien de moyenne
m et de matrice de covariance K.

Démonstration : Comme L est une application linéaire de R? dans R,
Z est encore un vecteur gaussien d-dimensionnel. Pour 'espérance :

E(Z)=E(m+ LT) =m + LE(T) = m,
puisque T' est centré. Pour la matrice de covariance, comme celle de T est I,
E(Z —m)(Z —-m))=E(LT'T'L) = LE(T'T)'L = LI'L = L'L = K.
|

Exemple 5. On veut simuler le vecteur gaussien Z de R® de moyenne m et
de matrice de covariance K avec

1 1 -1 0
m=| —2 et K= -1 5 6
4 0 6 10

On commence par chercher la matrice de factorisation de Cholesky L par
coefficients indéterminés et identification :

Iy 00
L= oy lp O
l31 a2 33

On calcule LL! et on identifie, colonne par colonne :

1. l%1:k11:1:>l11:1.
2. ly1loy = koy = -1 =1y = —1.
3. lnlgl = ]{531 =0= 131 = 0.
4. l%1+l§2:k22:5:>l22:2.
5. la1lz1 + laalze = k3z = 6 = 30 = 3.
6. l§1+l§2+l§3:k33:1:>l33:1.
Donc
1 1 00
Z=| 2]+ -1 20|71
4 0 3 1

ol T est un vecteur gaussien de R® dont les trois composantes sont i.i.d.
centrées réduites.
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1.4.3 Cas général

1. Le cas d’une v.a. discréte a valeurs dans R? se traite comme celui d’une
variable aléatoire réelle discrete.

2. La méthode de rejet a été présentée dans la cas d'une variable aléatoire a
valeurs dans R

3. On peut encore utiliser les lois conditionnelles. Nous allons illustrer cette
méthode, dite méthode récurrente, par un exemple :

Exemple 6. On veut simuler un vecteur (X,Y") de loi uniforme sur le triangle
ABC avec A= (0,0), B=(1,1) et C = (0,1).

On commence par déterminer la densité de cette loi :
f(@,y) = 2Lo<e<i Logy<i Lasy
On peut alors calculer la densité de X :
fx(@) =2(1 — z)Locacr,

puis la densité de la loi conditionnelle de Y sachant X :

1

—]1:0< <1-
T SYS

Frix(yle) = —

Pour la simulation, on procede maintenant de la fagon suivante : on simule
X suivant sa densité (en utilisant par exemple la méthode de la fonction de
répartition), on obtient une valeur x, puis on simule Y suivant la densité
fyix(y|z) = = T,<y<1 (on reconnait par exemple une loi usuelle).

Remarque 14. Remarquons que la seconde étape ressemble beaucoup a la
simulation par mélange.
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1.5 Exercices

Exercice 1. Soit X une v.a. de loi de Bernoulli de parametre p.
1. Proposer un algorithme qui construit une réalisation de X.
2. Proposer un algorithme qui renvoie un k-échantillon de cette v.a.
3. Tester les codes en Matlab ou Scilab pour plusieurs valeurs de p et k.

Exercice 2. Simuler une variable aléatoire X de loi binomiale de parametres
(n,p) pour différentes valeurs de n et p.

Exercice 3. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur {1,...n}.

Proposer un algorithme en Matlab ou Scilab pour la simulation de cette loi :
1. En utilisant la simulation d’une loi de probabilité discrete sur un en-

semble fini.
2. En utilisant le résultat suivant : Si U est une variable aléatoire de

loi uniforme sur [0, 1] alors [nU] + 1 est une variable aléatoire de loi

uniforme sur {1,...,n}.
Simuler les résultats pour différentes valeurs de n. Comparer les deux ap-

proches.

Exercice 4. Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [a,b] avec
a,b € R, a < b. Proposer un algorithme pour la simulation de cette loi et
tester le pour différentes valeurs de a et b.

Exercice 5. Soit X une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre
A. Proposer un algorithme pour la simulation de cette loi en utilisant la
méthode de la fonction inverse.

Exercice 6. Soit X une variable aléatoire géométrique de parametre p. Pro-

poser un algorithme pour la simulation de cette loi :
1. En utilisant le résultat : Si (Y;);en+ sont des variables aléatoires i.i.d.

de loi de Bernoulli de parametre p, alors N = min{i; Y; = 1} suit une
loi géométrique de parametre p.
2. En utilisant le résultat : Si U suit une loi uniforme sur [0, 1] alors

InU
G=1+ r} suit la loi géométrique de parametre p.
n(l— pl)
3. Comparer les résultats en insistant sur le temps de calcul.

Exercice 7. Soit X,, une variable aléatoire de loi géométrique de parametre

Pn = A/n et Y une v.a. de loi exponentielle de parametre 1.
1. Quelle est la loi de [#Y] + 1 ou [y] désigne la partie entiere de y et
0>07
2. Simuler un N-échantillon de X,, a ’aide d’une v.a. Y de loi exponen-

tielle de parametre 1.
3. Etablir la convergence (en loi) de la suite (X,,/n), vers la variable Y/\.
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4. Tllustrer numériquement cette convergence.

Exercice 8. Soit Y une v.a. de loi exponentielle de parametre A\, avec A > 0.
Sa densité est donnée par

f(x) = Xe Moy

On définit une v.a. Z = 1+[Y], olt, pour tout x € R, [z] note la partie entiere
de z.
1. Quelle est la loi de Z 7 Justifier votre réponse.
2. Soient p €]0,1] et U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. Trouver la
constante A telle que

1 {—%} ~ G(p).

3. Utiliser ce résultat pour écrire un algorithme pour la simulation d’une
v.a. X de loi géométrique de parametre p.

4. Donner des résultats numériques de votre algorithme pour p = 0.1,
p=0.5et p=0.9 (4 valeurs pour chaque choix de p).

Exercice 9. Soit X une variable aléatoire de loi de Poisson de parametre .
Simuler cette variable aléatoire en utilisant le résultat suivant :

Soit (X;);en+ une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi exponentielle de
parametre A. Alors la variable aléatoire :

N — O, ‘ si Xl 2 1
Sl max{i >1; 375, X; <1}, sinon

suit une loi de Poisson de parametre .

Exercice 10. Soit X une variable aléatoire de loi normale de moyenne m
et variance o2. Simuler cette variable aléatoire en utilisant la méthode de
Box-Muller.

Exercice 11. En utilisant la méthode de la fonction de répartition, simu-
ler une loi de Cauchy. Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy de
parametre a > 0. Sa densité est donée par :

f(il?) = 71'(%4%2)7 r € R.

1. Vérfier que f est une densité.
2. Calculer sa fonction de répartition F'.
3. En déduire G l'inverse de la fonction F.
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4. Soit U une v.a. de loi uniforme sur [0, 1]. En utilisant la périodicité de
la fonction tan, montrer que

1
tan (71' <U — 5)) = tan(wU), en loi.

5. Ecrire un algorithme pour simuler une v.a. de loi de Cauchy de pa-
rametre a.

6. Donner des réalisations de votre code Matlab ou Scilab pour a = 10 et
a = 1 (4 valeurs numériques pour chaque choix de a).

7. Tracer la vraie densité et un histogramme a l’aide de cet algorithme
pour a = 10 et a = 1. Utiliser un échantillon de taille 10000.

Exercice 12. Soit X une v.a. de densité

2

f(z) = 26 T 1jp 4 oof(2).

Montrer que f est une densité.

Calculer la fonction de répartition F' de X.

Montrer que F' admet une fonction inverse G et la calculer.

Ecrire un algorithme Matlab ou Scilab pour simuler X en utilisant la

méthode de simulation par inversion de la fonction de répartition.
Donner 5 résultats numériques de votre algorithme.
Représenter graphiquement la densité de X en utilisant des valeurs

entre 0 et 10 avec un pas de 0.1.

==

SER

Exercice 13. Simulation de la gaussienne par rejet par rapport a la double
exponentielle. On pose

1 22 1
F2) = <= (—5) et g(z) = 5 expl(~z)).

Montrer que g est bien une densité sur R.
2. Déterminer une constante k satisfaisant Vz € R, f(z) < kg(z). On

—_

aura intérét a prendre k la plus petite possible : [k = ./% = 1,3155].
3. Ecrire un algorithme de simulation d’une loi gaussienne centrée réduite
par rejet.

Exercice 14. Soient o« > 1 et > 1 et notons par B(a, ) la v.a. de loi
Beta. Sa densité est donnée par

flw) = B(olz 5)xa_1(1 — )" psary,

1
ou B(a, B) = / 271 — 2)’da.
0
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1. Montrer que pour tout = €]0,1[, f(x) < Chp ot Cop = f(xap) avec
oa—1
xavﬁ = a _ 2
2. En utilisant le point 1, proposer un algorithme de simulation par rejet

pour la v.a. de loi Beta.
3. Nous nous placons dans le cas a =2 et § = 2.
(i; Déduire la forme de la densité |<[/I )
(1i) Calculer Cy5 et écrire le code Matlab ou Scilab pour simuler une

v.a. B(2,2) par rejet.
iii) Produire un echantlllon de taille 10 de la v.a. ayant cette loi.
iv) Tracer un histogramme de la loi.

Exercice 15. Soient a > 0 fixé et X une variable aléatoire sur R7 , de densité

ga(7) = ax® ' exp(—a*),Vx > 0. (1.11)
1. Montrer que g, est une densité.
2. Calculer la fonction de répartition G, de X.
3. Montrer que G, admet une fonction inverse H, et la calculer.
4. Ecrire un algorithme Matlab pour simuler X en utilisant la méthode
de simulation par inversion de la fonction de répartition.
5. Donner 5 résultats numériques de votre algorithme.
6. Représenter graphiquement la densité de X .
7. Tracer un histogramme en utilisant 1000 valeurs simulées.

Exercice 16. Soit 0 < a < 1 fixé. Considérons Y une variable aléatoire de
loi Gamma de parametre a, de densité :
1

fa(z) = mx“_l exp(—z),Vz > 0,

avec ['(a) = [ 29! exp(—x)dz.

1. Montrer que pour tout x > 0 il existe une constante C, > 0 telle que

fa(z) < Cagal),

ol g.(x) est la densité donnée dans l'exercice 15. Trouver la valeur

minimale de C,.

2. En utilisant le point 1, proposer un algorithme de simulation par rejet
pour la variable aléatoire de loi Gamma de parametre a.

3. Nous nous plagons dans les cas a = 0.1 et a = 0.5.

(i) Déduire la forme de la densité f,(z).

(i) Ecrire le code Matlab pour simuler une variable aléatoire de loi
Gamma de parametre a par rejet. Le code devra rendre en sortie
la valeur simulée de la variable aléatoire et le nombre de rejets
pour chaque valeur de a.
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(iii) Produire un échantillon de taille 10 de la variable aléatoire ayant
cette loi, pour chaque a.

Exercice 17. Simuler un mélange d’exponentielles F(x) = a(l—exp(—ax))+
(1 —a)(1 — exp(—bx)), avec a € [0, 1].

Exercice 18. Simuler une variable aléatoire de loi $0o(z) + 3¢ “1g, (z)dz.
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Simulation de variables aléatoires

Dans tout ce qui suit U note une v.a. de loi uniforme sur [0, 1] et (U,)n>1
une suite de v.a. i.i.d., avec U; de loi uniforme sur [0, 1].

Loi Méthode de simulation
Bernoulli B(p), p € [0,1] Lir<p)
Binomiale B(n,p), n € N*, p € [0,1] Zn: Liv,<p)
i=1
Uniforme sur {0,...,n —1} [nU]
Uniforme sur [a, 0] a+ (b—a)U
Exponentielle £(\) _ln()\U)
Géométrique G(p) 1+ [%}
Poisson P(\) min {n eN: ﬁ U; < e_A}
i=1
Gaussienne N (m, 0?) m + o/—21In(U,) sin(270y)
Cauchy C(a) atan(mU)
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Chapitre 2
Méthodes de Monte Carlo

2.1 Introduction

On appelle Méthode de Monte Carlo toute méthode numérique basée sur
le tirage de nombres aléatoires. Ces méthodes sont utilisées dans de nombreux
domaines : en physique nucléaire, en géophysique, en finance, en statistiques,
en chimie, etc.

Origine On attribue l'origine de la méthode de Monte Carlo au comte de Buf-
fon qui en 1777 a proposé le probleme de I'aiguille de Buffon qui fournit une
méthode pour le calcul de 7 basée sur la réalisation d’expériences répétées.

Aiguille de Buffon : Sur un parquet composé de planches paralleles de
méme largeur a, on jette des aiguilles de méme longueur b au hasard. La
probabilité qu’une aiguille tombe a cheval sur deux planches est, pour b < a,
égale a i—b Ceci donne une approximation de 7 en répétant le jet des aiguilles.

..
Le vrai développement de la méthode de Monte Carlo est lié a I’apparition

des ordinateurs.

2.1.1 Idée de la méthode pour le calcul d’intégrales

Supposons qu’on souhaite calculer par une méthode numérique l'intégrale

/0 e,

pour une fonction intégrable f : [0,1] — R. On utilise alors des formules
du type >, 0:f(z;) out 6; > 0 sont tels que > 6; = 1 et z; € [0,1].
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Suivant le choix de 6; et x; on peut construire et proposer différentes méthodes
d’approximation.

Une méthode de Monte Carlo est du méme type : on choisit 6; = % et
on tire les z; selon la loi uniforme sur [0, 1]. Cette méthode converge avec
une vitesse de l'ordre % En dimension 1 cette vitesse peut paraitre faible
lorsqu’on la compare aux autres méthodes d’intégration déterministe. Mais
toutes ces méthodes numériques s’effondrent lorsque la dimension augmente :
dans R? il faut n? points pour garder une erreur constante. Le gros avantage

de la méthode de Monte Carlo est d’étre insensible a la dimension.

2.2 Description de la méthode de Monte Carlo

Pour utiliser une méthode de Monte Carlo il faut tout d’abord mettre sous
forme d’une espérance la quantité que 1’on cherche a évaluer. En admettant
que cela est possible on doit donc calculer une quantité de la forme E(X)
avec X une variable aléatoire.

Pour pouvoir évaluer E(X) il est souhaitable de savoir simuler une v.a.
selon la loi de X. Il est ainsi possible de simuler une suite des v.a.i.i.d. (X;)i>1
de méme loi que X. Pour n € N* on approche ensuite E(X) par la moyenne
arithmétique des (X;)i>1

E(X) ~ % En: X;.
=1

2.3 Convergence de la méthode et vitesse de
convergence

Comme pour toute méthode numérique, nous souhaitons répondre aux
deux questions suivantes :

1. Pourquoi la méthode converge ?
2. A quelle vitesse la méthode converge ?

La réponse a ces deux questions est fournie par deux théoremes fonda-
mentaux de la théorie des probabilités.

2.3.1 Convergence

La réponse a la premiere question est donnée par la loi forte des grands
nombres.
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Théoréme 1. (Loi forte des grands nombres) Soit (X;);>1 des variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées et intégrables, de méme
loi que la variable aléatoire X. Alors, presque sirement (et dans L),

Jin X =)

=1

Remarque 1. Ce résultat précise une limite théorique pour la méthode de
Monte Carlo, on ne peut l'utiliser que pour des variables aléatoires intégrables.

2.3.2 Vitesse de convergence

Le théoreme de la limite centrale précise la convergence. Ce théoreme
donne le comportement asymptotique de l'erreur, qui finit par ressembler a
une loi gaussienne centrée.

Théoréme 2. (Théoréme de la limite centrale) Soit (X;);>1 une suite
de variables aléatoires indépendantes suivant toutes la méme lot qu’une va-
riable aléatoire X. On suppose que E(X?) < oo et on note o* = Var(X).
Alors,

1
vn (E(X) —— (X1 +.. Xn)> converge en loi vers G,
n

o
ot G note une variable aléatoire normale centrée et réduite.

Remarque 2. De ce théoréeme on peut déduire que pour —oo < a < b < +00
on a

nh_{QOIF’{%a<E(X)—%(X1+...Xn)g%b} =Pla <G <)
= o(b) - ¢()

6_% dx,
a V2r

ot ¢ note la fonction de répartition de la loi normale centrée et réduite

1 / _v

r)=—
o) = 7= -
Remarque 3. Le théoréme central limite ne permet pas de borner l’erreur
puisque le support de la gaussienne est égal a R tout entier. On présente
alors souvent l'erreur de la méthode de Monte Carlo soit en donnant [’écart

g

type de Uerreur, c’est-a-dire <=, soit en donnant un intervalle de confiance
) \/57
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a 95 % pour le résultat. Ceci signifie que le résultat obtenu se trouve avec
une probabilité de 95 % dans lintervalle donné. Avec les propriétés de la loi
normale on a

P{|G| < 1.96} ~ 0.95

ce qui conduit a un intervalle de confiance du type

m—1.96-—,m +1.96-—
n

v v
oum =E(X).

Remarque 4. On remarque ainsi que, si l’on souhaite diminuer erreur, il
faut augmenter n et/ou diminuer o.

2.4 Une application

Nous allons étudier sur un exemple la construction et les propriétés de la
méthode de Monte Carlo.

Cadre : Soit g : R? — R une fonction intégrable. On veut calculer une valeur

approchée de
I:/ g(z)dz.
Rd

Cette intégrale peut par exemple provenir d’un probleme concret : en fiabilité,
calculer la durée moyenne de vie (Mean Time To Failure MTTF) est souvent
impossible analytiquement.

Nous admettons que les hypotheses suivantes sont satisfaites.

Hypotheses :
1./ g*(z)dz < +oo.
R4
9°(z)
2. Il existe une densité f sur R? telle que dz < 4o0.
re [(2)

3. On sait simuler une variable aléatoire de densité f et on a a notre dispo-
sition une suite (X;);>; de v.a.i.i.d. de densité f.

Buts :

1. Donner une valeur approchée I, de I en fonction de X1, ..., X,, pour
n € N*.

2. Ecrire I’algorithme.

3. Etudier sa convergence et estimer l'erreur.

4. Améliorer la vitesse et comparer avec d’autres méthodes de calcul d’intégrales.
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2.5 Loi des grands nombres et estimateur

Pour calculer I = [, g(z)dz, I'idée est de D'écrire comme 'espérance
d’une fonction de la variable aléatoire X que l'on sait simuler. On pose pour
tout ¢+ > 1, Y, = ?E);% Les variables aléatoires (Y;);>1 sont indépendantes et
de méme loi; leur espérance commune est

B) = [ 95 e =1

On introduit naturellement |’ estimateur suivant :

I, Ig(Xa)
P NP Dy o)

=1

A

Comme E([,,) = I, 'estimateur est sans biais. En appliquant la loi forte des
grands nombres on déduit :
Soit (X;);>1 une suite de v.a.i.i.d. de densité f. Alors

. os 0.6 / 1
lim [, = lim — =1= g(x)dz p.s. et dans L-.
2 gix) ~ 1 fu o

n—oo n—oo 1, 4 1
1=

2.6 Variance, erreurs et intervalle de confiance

2.6.1 Variance et erreurs

Exemple 1. Soit (Y;);>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
identiquement distribuées admettant un moment d’ordre 2. On pose I, =
% > i, Y;. Calculer I'espérance et la variance de I,, en fonction de I'espérance
et la variance de Y.

Calculons la variance de Y :

[ =) [ 9@
E(Y?) = 5 f2($)f(as)dx = /Rd () dr < +o00 et
2
var(vy) = | 9} ((5))@—12.
On a immédiatement )
Var(l,) = % (2.1)
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L’application du théoreme central limite implique que, lorsque n converge
vers 'infini,
Vi

(I, — I) converge en loi vers N'(0, 1),
o

et signifie intuitivement que, pour n tres grand, I,— I~ “=G, ou G est une
gaussienne centrée réduite. Il est donc naturel d’introduire I'erreur standard
\/iﬁ et l'erreur relative %\/iﬁ
Cependant, la variance o? est en général inconnue (en particulier, elle
dépend de 7). On va donc la remplacer par l'estimateur classique de la va-
riance :

Estimateur de la variance :

J— ~\ 2 1 - R
Si:n—lz(y"_[”> :n—1<;5§2_”[’3>‘

=1

On sait (voir cours de statistique) que s converge p.s. vers o2. Pour es-
2

timer Perreur standard et Derreur relative, on remplace donc o2 par s?

Nous allons donc utiliser les approximations suivantes :

Erreur standard :

S

Sn

1
Erreur relative : 7

575l
E

1
s

En pratique : Dans I'algorithme de Monte Carlo pour calculer fn, il sera
judicieux d’ajouter le calcul de s pour avoir en méme temps une estimation
de l'erreur.

2.6.2 Intervalle de confiance par TCL

On peut maintenant donner des intervalles de confiance pour notre esti-
mation, dans 'utilisation du théoréeme central limite, on remplace la variance

o2 par son estimation s :

P(I,—I|<e)=P (\S/—ﬁﬁn = \/—ﬁg) ~ 20 (@5) ~ 1.

n n S?’L

Pour un intervalle de confiance au niveau o = 95%, on prend

1
2q><@g>—1=a=o.95 o ¢<@e>:a; — 0,975

Sn Sn
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et donc \S/ﬁ

n

e = 1.96, ou encore € = 1.96\5/—%.
L’intervalle de confiance pour I au niveau 95% est

{fn 1962 1+ 1.968—”] .

v Vi

Soit v € [0, 1] proche de 1. L’intervalle de confiance au niveau o est

. a+1\ s, - a+1\ s
I, — o' — I, +®! —=1.
e () e () A

Pour le niveau de confiance « fixé, la largeur de l'intervalle de confiance

o

décroit en N On dit que la méthode de Monte Carlo a une vitesse de

convergence en \/Lﬁ

En pratique : On peut aussi parfois majorer la variance, et utiliser
I'inégalité de Tchebychev pour obtenir des intervalles de confiance.

2.7 Algorithme de Monte Carlo

On suppose qu’on a a notre disposition une procédure simulf dont les
différents appels simulent une suite de v.a.i.i.d. de densité f. La fonction
cdfnor ("X",0,1,p,1-p) donne l'inverse de la fonction de répartition de la
loi normale centrée réduite en p :

xr 1 2
x = cdfnor("X”,0,1,p,1 —p) & P(G<z)= / e 'zdy = p,

oo V2
ou G suit la loi normale centrée réduite.

Dans l'algorithme qui suit, on fixe le niveau de confiance o (proche de
1), et la largeur de l'intervalle de confiance 26 au niveau de confiance o.
Le nombre n de simulations nécessaires est décidé par un test, et est par
conséquent aléatoire :

Entrées de l’algorithme :

function [n,I,e] = montecarlo(alpha,delta)

// estimation de I par Monte Carlo

// alpha : niveau de confiance alpha

// 2delta : largeur intervalle de confiance

// n : nombre de simulations effectuees

// I : valeur estimee, e:erreur standard
p=(alpha+1)/2; z= cdfnor("X",0,1,p,1-p)};
x=simulf; y=g(x)/f(x);
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Sl=y; S2=y72;
x=simulf; y=g(x)/f(x);
n=2; S1=S1+y; S2=52+y~2; V=(S2-S1°2/n)/(n-1);
while (z*sqrt(V/n)>delta);

x=simulf; y=g(x)/f(x);

n=n+1; S1=Si+y; S$2=S2+y~2; V=(52-S1"2/n)/(n-1);
end;
I=S1/n; e=sqrt(V);

Commentaires

On stocke Y | Y; dans 81, Y7 | ¥;? dans S2, l'estimateur de la variance
s2 dans V. Le test regarde si la demi-largeur de l'intervalle de confiance apres
n simulations, zf/—% est supérieure a celle souhaitée, 9, auquel cas on refait
une simulation.

Conclusions

1. L’algorithme est extrémement facile a mettre en place.
2. Il ne suppose pas de régularité sur g, autre que I'intégrabilité.

3. L’erreur pour n simulations est de ’ordre de \/Lﬁ, ce qui justifie 'appel-

lation “méthode de vitesse %” :
n

— Cette vitesse est indépendante de la dimension : c¢’est donc un
avantage quand la dimension est grande, par contre en dimen-
sion petite, cette méthode est peu compétitive par rapport aux
méthodes d’analyse numérique, en particulier quand la fonction a
intégrer est réguliere.

— On voit 'importance de la variance 2. Une voie pour améliorer
Ierreur sera d’essayer de réduire la variance.

4. C’est une méthode aléatoire : le critere de sortie de l'algorithme est
aléatoire.

2.8 Choix d’une méthode de Monte Carlo

Supposons qu’on ait le choix entre deux méthodes de Monte Carlo MC1
et MC2.
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Densité | Var | Cott par sim. | Nbr. de sim. | Cout total | Erreur std

01
MC1 f1 O'% C1 T nicq —
Vv
02
MC2 f2 O'% Cy o Mo Co

E

Laquelle doit-on choisir 7 On rappelle que

o ey (10) - [ 0, ([ ar)’

g1 g2 O'% O'%

= B
VAo VAL ni ng
Pour une méme erreur, la meilleure méthode est celle qui cotite le moins cher
en calcul : on compare donc les cotits totaux de simulation n;c; :

Avec erreurs standards égales :

nicy o q

NaCy 05 Cy

Avec cotits de simulation égaux : nic; = nacs.
Pour un méme cotut de simulation, la meilleure méthode est celle qui offre

la plus petite erreur standard : on compare donc les erreurs standards, ou
2

plutot les erreurs standards au carré Z— :
T

O'%ng O'% C1

oy 03¢y

Dans les deux cas, la meilleure méthode est celle qui minimise c;o?.

(2
On a vu que dans l'erreur \/Lﬁ, le facteur \/Lﬁ est intrinseque, et que pour
réduire I'erreur, on peut essayer de diminuer la variance o2. Il faudra cepen-
dant veiller a ce que cette diminution de variance ne soit pas compensée par
une augmentation exagérée des cotits de calcul.

2.9 Exemples - Calcul approché de 7

Nous allons construire plusieurs versions de la méthode de Monte Carlo

pour la calcul approché de 7. Afin de les comparer, nous allons écrire a
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chaque fois la variance de I’estimation apres n simulations sous la forme % et
comparer les différents C'. L’ensemble des calculs se réalisera avec 4 chiffres
apres la virgule.

(1) Calcul approché de 7 : Technique du hit or miss

On considere le carré [0,1]?, et on trace le quart de disque D centré en 0
et de rayon 1.
D= {(z,y) eRY/a* +y* < 1}.

Notons que 'aire du quart de disque D vaut 7.

Méthode de Monte Carlo (1) - Hit or Miss Soit (X;);>1 des v.a.ii.d.
de loi uniforme sur [0, 1]%, on pose

Y: = l¢x,ep}-

On a E(Y1) = P(X; € D) = 7. Pour un nombre n fixé de simulations
I'estimateur

. 1 &

A — Y;

est un estimateur de 7+ La variance de Vestimateur est

Var(i) = Yar)
n
donc - -
W _ T (T 2
CW = Var(1) = § (1 4> 0.1685.

™

(2) Calcul approché de 7§ : Moyenne empirique sur [0, 1]

L’équation du quart de cercle est donnée par la fonction g(z) = v/1 — a2,
g : [0,1] — R*. Nous avons le choix de la densité. Par exemple, si g est a
support compact le choix naturel est la la loi uniforme sur ce compact. On
appelle cela la Méthode de Monte Carlo standard.

Méthode de Monte Carlo (2) - Moyenne empirique Soit (X;);>1
des v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], on pose

Vi = g(x;) = /1 - X2.

B(Y) = Elo(%) = [ Viade =],
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Pour un nombre n fixé de simulations 'estimateur

. 1 —
IT(ZQ)ZE;Y;

est un autre estimateur de %. La variance de l'estimateur est

Var(I{?)) = Varlh)
n
donc 1
2
C? = Var(vy) =/ g*(a)dz — (%)
0
1 2 9 7 2
/o <4> 3 (4)

Comparaison

On note que C® = 0.0498 < CM = 0.1685. La variance est plus faible dans
le second cas, la seconde méthode est donc meilleure.

Ce résultat est vrai dans le cas d'une fonction ¢ : [0,1] — [0, 1] générale : la
technique de la moyenne empirique a une variance plus petite que la technique
hit or miss (voir Rubinstein [?], paragraphe 4.2.3).

2.10 Techniques de réduction de variance

But : On a vu que 'erreur dans une méthode de Monte Carlo pour le calcul

1
de I = / g(x)dz et une densité f, est de la forme
0

X 2
7 avec o> :ValrfM = de—p.
vn (X)) Jre f(x)
Le facteur en —= étant intrinseque a la méthode de Monte Carlo, on cherche

Jn
a réduire la variance o2, pour diminuer I'erreur commise, & nombre de simu-

lation fixé.

2.10.1 Echantillonnage préférentiel (importance sam-
pling) : choix de la densité f

Dans 'estimation précédente, on a la choix de la densité f. Si le support
de ¢ est un ensemble E de mesure de Lebesgue finie de R?, la premiere idée
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pour choisir f est de prendre simplement la loi uniforme sur E : c’est ce
qu’on appelle la Méthode de Monte Carlo standard. Ce n’est cependant pas
nécessairement le meilleur choix possible.

Pour une suite de variables aléatoires i.i.d. (X;);>; de densité f et V; =
g9(X;)/f(X;) pour tout i > 1, on a vu que lerreur était controlée par la
variance

Var(Y;) = 0% = » ‘?;((5)) dr — I*.

Théoréme 3. La variance minimale est égale & ( [y |g(x)]dx)2 — I?, et est

atteinte pour
]
[ Jot@as
Rd

Démonstration : Pour montrer que f réalise bien le minimum de la va-
riance, il suffit de vérifier que pour toute densité f sur R? :

R4 %dz = /]Rd ‘g / ‘g ’dx

(L

Mais, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

(/Rd\gwdxf :(Rd ;8 VI dx)

j9(2)P
< [yt [ s

g*(z)
o F(@)

La valeur du minimum se vérifie facilement. |

Remarquons que, dans le cas particulier ou g > 0, la densité optimale est
f = g/I, auquel cas la variance serait nulle. Ce choix est bien sur d’intérét
purement théorique, puisque I est inconnu. Cependant...

Echantillonnage préférentiel : Afin de réduire la variance, on essaie d’adap-
ter la densité f a la fonction a intégrer ¢ : on a intérét a prendre f grande
dans les régions ou |g| est grande et petite dans les régions ou |g| est petite.
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(3) Calcul approché de 7 : Echantillonnage préférentiel

On reprend la méthode de la moyenne empirique, en essayant de choisir
une densité f meilleure que la densité de la loi uniforme sur [0, 1] : on peut
prendre par exemple une fonction affine décroissante sur [0, 1], comme f(z) =

3
1 92(1,) B 1 1 — :E2
| e = 3=

S - Alors

1 3 5
— 0, 6267

et done Var 20 = [ £ da — 2 = 0.0099.

Méthode de Monte Carlo (3) - Echantillonnage préférentiel
Soit (X;);>1 des v.a.iid. deloi f(z) = 2 — 2 sur [0, 1]. On définit, pour i > 1

0 -2 [83] - s

Pour un nombre n fixé de simulations 'estimateur
1 n
(3
W=a2v
1=

est un autre estimateur sans biais de I. La variance de cet estimateur est

(e
1 .

Var(i®) = Y1)
" n
donc L
C®) = Var(Y;) = / I 40— 12— 0.0099.
o f(x)
Comparaison

On note que C® = 0.0099 < C® = 0.0498 < CV = 0.1685. La variance est
plus faible dans la méthode par échantillonnage préférentiel, elle est donc la
meilleure parmi ces trois méthodes.
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2.10.2 Echantillonnage stratifié (stratified sampling)

L’idée ici est de découper le domaine d’intégration en un nombre fini m
de parties Dy, Do, ..., D,, deux-a-deux disjointes :

I :/ g(x)de = ZL-, avec I :/ g(x)dx,
R4 D;

i=1

et d’estimer séparément chacun des Ip,.
Soit f une densité sur R? fixée. On va comparer les deux estimateurs
suivants

— Estimateur de la moyenne empirique. Soient (Xj;);>1 des v.a.ii.d. de
densité f, 'estimateur de la moyenne empirique avec n estimations est
comme précédemment

"ong fX)

i _1 - Q(Xj)

On note la variance de cet estimateur V.
— Estimateur avec stratification. On note p; = f D, x)dz, et, sur D;, on
renormalise f pour obtenir une densité f; = :z{- ]l p,. Pour chaque mor-

ceau D;, on estime [; avec n; simulations : soient (Xi)]>1 des v.a.i.i.d.

9(X?)
=1 Fi(x) L’es-

timateur de I par échantillonnage stratifié avec Zi:l n; simulations
s’obtient en sommant ces m estimations :

stra - 1 - g(X>
]tt Z ;E;fl()gz

On note la variance de cet estimateur V5.

de densité f;, 'estimateur correspondant est f; =1 Z

Afin de comparer ces deux estimations, on fait le méme nombre de simulations
pour les deux : n = )" n;, et on compare les variances.
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Dans le premier cas, la variance pour n simulations est :

Z/ (4- ) e
S (-t k) o

m [Z 2
+— pi/ ——I) fi(z)dx
I~ 1 g(X;')) 12 1,
= — —Vari = |+ — - — I
“p (fAX;) nzp n

Pour l'estimateur de la moyenne empirique de I;, la variance pour n;
9(X1)
fi(X7)
simulations pour chaque morceau I;, la variance est, vu que les estimations
des différents morceaux sont indépendantes,

. U | X U |
Vartl7 = Vi = 32 v, (F585) = 30t
i=1 ) ) 1 )

i=1

simulations est - Vary, < ) = Lo?. Pour 'estimation stratifi¢e, avec n;
7 Z

a comparer & Vi quand n =) ;" n,. On minimise donc cette variance en les
n;, sous la contrainte n = >"." n;. On trouve (extrema liés)

2
27:1 ‘732' 7

ce qui donne une variance minimale pour ’estimation stratifiée avec n simu-

lations de
m m
= — E ol
n <
Jj=1

n,=mnm
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Si on choisit maintenant les D; de sorte que les p; = [, f(x)dx soient tous
égaux a 1/m, il vient

I
3|3
(]
Q
<
+
S|
3
3
>~
[\V)
~
[\&)
~

Mais, sur R™, on a |jz]j; < /m]z|2, et donec mY ;" I[? — I* > 0. La va-
riance de 'estimateur avec échantillonnage stratifié est plus petite que celle
de 'estimateur de départ.

Echantillonnage stratifié : Afin de diminuer la variance par échantillonnage
stratifié, pour une densité fixée f : on partitionne le support de g en domaines
(D;)1<i<m de méme masse pour f, puis on estime séparément l'intégrale de
g sur chacun des D;. Dans l'idéal, le nombre n; de simulations pour le mor-
ceau D; doit étre proportionnel & o7 = Vary, ( Jffg%) : on pourra estimer
grossierement ces variances afin d’avoir une idée du choix des n;.

L’idée est la méme que pour 1’échantillonnage préférentiel, mais pour une
densité fixée : pour diminuer la variance, il faut faire davantage de simulations

dans les domaines D; ou la variance 03 = Vary, ( ;7_(())?1-))> est grande.
i\Aq
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(4) Calcul approché de 7 : échantillonnage stratifié

On reprend pour f la densité de la loi uniforme sur [0,1], et g(z) =
V1 —22. On fait une stratification en m = 2 morceaux :

D, =10,1/2] D, =]1/2,1]
fl = 2]11)1 f2 = 2]11)2
T V3 T V3
[:/ g=-—+— =0.4783 I:/ g=——— =0.3071
T 128 = p,” 68
= 2 2
g 11 g
“(z)dz = — = 0.2292 “(z)dz = — = 0.1042
Dy fl( ) 48 Dy f2( ) 43
‘7% = Varfl (g/fl) 03 = Vaer(g/fg)
g° g°
2 (x)dx — I} = 0.0004 = [ =(x)dz — I3 = 0.0099.
b J1 Dy f2

Méthode de Monte Carlo (4) - Echantillonnage stratifié
On va construire un estimateur pour [; avec n; simulations et f; comme
densité et un estimateur pour I avec ny simulations et densité fs.
L’estimateur pour I avec n = nq + no simulations est

r(4) _ 7l,strat 72, strat
In - Inl + I

ou l'estimateur de [; est

Il strat _ Z fl Xl

et (X})jzl est une suite de v.a.i.i.d. de densité fi, et, pour I,

[2 strat _ Z f
2

oll (X7);>1 est une suite de v.a.iid. de densité fo.
Evaluons le nombre de simulations n; et ny pour n fixé.
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Comme, pour i = 1,2, la variance de l'estimateur de I;, 159 est notée
2 7
par o; et donnée par

X1) g*() 21— g
02:Var1(g< 1 ) da — I2=/ da — I? = 0,0004,
! d fl(())((%l)) D, fi El'; ! 0, 2 ) !
1—2
o2 = Var (9—1) 9 4, 2= / dz — 12 = 0,0099.
2 s f2(X12) Dy fa(z) 2 1 2 ?

Pour optimiser la stratification, on doit donc répartir les n simulations en

2 2
oL =0,0381n, ny= ——2—n=0,9691n.

o2+ o3 0%+ o3

ny =

Remarque Pour n = 10* on obtient n; = 381 et ny = 9691. Ce qui montre
qu’il faut faire beaucoup plus de simulations sur Dy pour réduire la variance.
On obtient une réduction de variance (par rapport a (2)) de l'ordre de

1
Vi—Vo=— (2} +I3) — I*), don O = 0.0207.
n

Comparaison
On a donc les valeurs ordonnées :

CcM =0,1685 > C® =0,0498 > C™W = 0,0207 > C® = 0,0099.

On voit que I'échantillonnage préférentiel (la méthode (3)) est jusqu’a présent
la meilleure méthode.

2.10.3 Variable de controle

L’idée de la méthode par variable de controle est la suivante : on veut
estimer une intégrale I = E(Y), et on connait une v.a. C' de moyenne p
corrélée a Y, appelée variable de controle. Pour S > 0, on pose

Y(B)=Y = B(C —p),
de sorte que E(Y(8)) =E(Y) = 1.
On estime alors I par la moyenne empirique de v.a.i.i.d. de méme loi que
Y (), et la variance pour n simulations est alors Var(Y (f)), avec

Var(Y(3)) = Var(Y —8(C—p)) = Var(Y)+B*Var(C)—28 Cov(Y, C), (2.2)

qui peut étre inférieure & Var(Y') si  est bien choisi.
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Lemme 1. Le minimum en la variable 5 de la fonction Var(Y(B)) donnée
en (2.2) est atteint en
g = Cou(Y,C)

-~ Var(C)

et la variance minimale est
Var(Y (6)) = (1 = p3.¢) Var(Y').

Remarque 5. Donc plus C' est corrélée a Y, plus la réduction de variance
est importante.

Variable de contrdle : On construit une v.a. C'; de moyenne p connue, et
corrélée a Y

V() =Y = BC -, 5=

En pratique : La méthode présente deux difficultés. Premierement, on ne
connait pas forcément une variable de controle C' c’est-a-dire une v.a. de
moyenne connue et corrélée a Y. Deuxiemement, méme si on connait une
variable de controle C', la valeur optimale * dépend de la covariance entre
C et Y qui est souvent inconnue et par conséquent doit étre estimée.

Var(Y (8) = (1 - p}c)Var(Y).

Remarque 6. Cette méthode se généralise au cas d’un vecteur de controle
C = (C,Cy,...,Cp)" de moyenne u € R™. Pour 3 € R™, on pose Y (B) =
Y — Bt<c - M); et

Var(Y (B)) = Var(Y) + T8 — 2 Cou(Y,C)' B,

ou I, est la matrice de covariance de C, et Cou(Y,C') est le vecteur dont les
composantes sont les Cou(Y,C;). Le choix optimal pour ( est alors :

B =T, Cou(Y, C) et Var(Y (8"))(1 - Ry.c) Var(Y),

Cou(Y,C)'T ;' Cou(Y, C)
Var(Y) '

ou Ryyc =

s

(5) Calcul approché de 7 : Variable de controle

Considérons U de densité uniforme, Y = v/1 — U? et comme variable de
controle C' = (1 — U)?. En faisant les calculs nous obtenons :

2 2 1 4
E(Y) =2, Var(Y) = ——<E) = 0.0498, E(C) = 3, Var(C) = =, prc = 0.8006.

4 3 \4 45
Y
Si on prend 5* = % — 0.5996, on trouve Var(Y (5*)) = 0.0179, d’oit

C® =0.0179.
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2.10.4 Variables antithétiques

Idée de la méthode de variables antithétiques : nous supposons qu’il existe
deux variables aléatoires Y et Z telles que I = E(Y) = E(Z), avec I ’intégrale
a estimer. On remarque que :

1_E<;Y+ZO

1 1 1 1
Var {5(}/ + Z)] = ZVar(Y) + ZVar(Z) +3 Cov(Y, Z).
Si Y et Z sont négativement corrélées, alors on peut espérer faire diminuer
la variance.

Supposons par exemple qu’on doit estimer I = fol g(x)dz. Soit (U;)i>1
une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0,1]. L’estimateur de la moyenne
1

empirique + 3" | ¢(U;) pour n simulations a pour variance 1V} avec

Vi = Var(g(1)).

Comme z — 1 — z laisse la mesure dz invariante sur [0, 1], on peut prendre
comme variables antithétiques Y = g(U) et Z = ¢(1 — U) avec U de loi
uniforme sur [0, 1]. L’estimateur pour n simulations s’écrit :

n

|
Jjo = — U, 1-U)),
nQMﬂM)+ﬂ )

et a une variance %‘/2, avec

Vo = 5(Varlg(U)) + Cov(g(V), g(1 - V).

Mais attention, si le nombre de simulations est le méme, le temps de calcul
est deux fois plus important dans le second cas, donc pour que la méthode
des variables antithétiques soit intéressante, il faut que V5 < %Vl.

Proposition 1. Si la fonction g : [0,1] — R est de classe C' et monotone
avec g(0) # g(1), alors Vo < V4.

Démonstration : On suppose g croissante, donc g(1) > ¢(0). On doit
montrer que Cov(g(U),g(1 —U)) < 0, autrement dit que

/0 g(w)g(1 —u)du < I?.
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On pose ¢(x) — /mg(l — #)dt — 21 Alors 6(0) = (1) = 0 et
0

¢(x) =g(1—z) -1,

est une fonction décroissante. Le théoreme de la moyenne assure que ¢/(0) > 0
et ¢'(1) < 0, et donc que ¢(x) > 0 pour tout = €]0, 1[. Ce qui conduit a

o< [ stwf@ar =~ [ dwtere=- [ gt~ i

Le cas décroissant se traite de la méme manieére. [ ]

Variables antithétiques : Pour une fonction g monotone sur [0, 1], si
(U;)i>1 est une suite de v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], I'estimateur avec
variables antithétiques

n

o= 53 () + 901 - U)

=1

est plus efficace (en terme de réduction de variance) que I'estimateur £ >~ | g(U;).

(6) Calcul de 7 : Variables antithétiques

Appliquer cette méthode au calcul de 7/4.
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2.11 Exercices

Exercice 1. Implémenter les méthodes de la technique de hit or miss et
celle de la moyenne empirique. Donner des intervalles de confiance a l'aide
du TCL.

Exercice 2. Dans cet exercice nous cherchons a approcher 'intégrale sui-
vante :

I = /Olcos (%) dx.

Nous allons proposer une méthode de Monte Carlo ainsi que diverses tech-
niques de réduction de variance pour évaluer cette intégrale. Pour chaque
méthode il est demandé d’écrire le code Scilab correspondant et de donner
des résultats numériques de ce code.

1.

Exprimer cette intégrale sous la forme E[f(X)] avec f une fonction a
préciser et X une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur [0, 1].
Donner la valeur exacte de I. Proposer une méthode de Monte Carlo
pour ce calcul et justifier son application.

. Calculer Var[f(X)] et préciser la variance de l'estimateur Monte Carlo

associé.

Nous cherchons a approcher f par un polynome de degré 2. Construire
une fonction paire, positive sur [0, 1], qui vaut 0 en 1 et 1 en 0. Trouver
une densité g : [0,1] — Ry a partir de cette fonction.
Si Y est une variable aléatoire de densité g notons par Z la variable
aléatoire définie par
2 cos (%)

T31-v?
Montrer que E(Z) = E(f(X)). Calculer Var(Z).
Proposer une nouvelle méthode de Monte Carlo pour le calcul de I en
utilisant le point précédent. En admettant que Var(Z) = 0.001, com-
menter la réduction de variance en comparant les deux estimateurs de
Monte Carlo. Préciser I'amélioration engendrée sur la taille de I'inter-
valle de confiance.

Calculer la fonction de répartition Fy de Y.

Soit H : [0,1] — [0,1] définie par H(z) = 2 cos (3 arccos(—z) + ).
Vérifier que Fy o H(z) = H o Fy(x) =  pour tout z € [0,1]. Ecrire la
fonction inverse Fy,'. (Indication : cos 3z = 4 cos® z—3cosz,Vx € R.)
Quelle est la loi de la variable aléatoire Fy,'(X)? En utilisant cette

remarque proposer une méthode de simulation pour Y.
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Exercice 3. Dans cet exercice nous cherchons a approcher numériquement
par des méthodes probabilistes 'intégrale suivante :

4
I:/ (2% + z)e " du.
0

Nous allons proposer une méthode de Monte Carlo ainsi que diverses tech-
niques de réduction de variance pour évaluer cette intégrale. Pour chaque
méthode il est demandé d’écrire le code Scilab correspondant et de donner
des résultats numériques de ce code.

1.

Exprimer [ sous la forme d’une espérance, I = E(h(X)) avec h une
fonction et X une variable aléatoire de loi f, a préciser.

Proposer une méthode de Monte Carlo pour ce calcul et justifier son
application. Calculer la valeur exacte de I et Var[h(X)].

Proposer une nouvelle méthode de Monte Carlo pour le calcul de [
en utilisant 1’échantillonnage préférentiel. Calculer la variance de ce
nouvel estimateur et commenter la réduction de variance par rapport
a la méthode standard, proposée en 2.

Proposer une méthode de réduction de variance par échantillonnage
stratifié. Calculer la variance associée. (Vous pouvez par exemple prendre
D, = [0,2] et Dy =]2, 4] si vous avez fait le choix d'une variable aléatoire
a densité sur [0,4].)

Soit Y une variable aléatoire de densité g(z) = (1 + z) sur [0,2].
Notons par Z la variable aléatoire

7 =27,

Montrer que E(Z) = I. Proposer une méthode de Monte Carlo en
utilisant la variable Z. Quelle méthode de réduction de variance utilise-
t-on ? Est-ce qu’on réduit réellement la variance avec cette méthode ?
Justifier.

Classer ces méthodes dans 'ordre décroissant. Commenter votre choix
de méthode par rapport a la réduction de variance.
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Chapitre 3

Processus de renouvellement

Nous allons introduire dans ce chapitre les notions de processus de renou-
vellement et de processus de renouvellement avec récompense ainsi que leurs
propriétés. Commencons par introduire deux exemples.

Exemple 1. Dans une machine, la durée de vie d'un certain composant est
modélisée par une variable aléatoire X a valeurs dans R,. On remplace ce
composant des qu’il est en panne, et on peut se demander combien de fois
on va devoir le remplacer pendant les 10 prochaines années.

Exemple 2. Des clients se présentent a un bureau de poste, a des instants
d’arrivée qu’on suppose aléatoires. Peut-on étudier la longueur de la file d’at-
tente 7 Combien de guichets doit-on ouvrir pour optimiser le service ?

3.1 Définitions

Pour modéliser I’évolution au cours du temps d’une certaine quantité
aléatoire nous introduisons la notion de processus stochastique.

Définition 1. Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. Un processus stochas-
tique (Y3)i>0 sur cet espace est une famille de variables aléatoires a valeurs
dans R, indexée par le temps t € R,.

Pour un w € Q donné, t — Y;(w) représente I’évolution d'une quantité au
cours du temps. Autrement dit, w +— (¢ — Y;(w)) est une variable aléatoire,
a valeurs dans l’ensemble des fonction de R, dans R.

A titre d’exemple, Y; peut décrire la température au temps ¢, ou le prix
d’une action au temps t, ou le nombre de gens qui se sont présentés au guichet
avant ¢.

o4



Soit (X;)ien+ une suite de v.a.ii.d. a valeurs dans R* . On définit

So =0 et pour n > 1, Sn:ZX,-.

i=1

Définition 2. On définit le processus de renouvellement (N;)i>o associé aux
temps inter-arrivées (X;);en< en posant : Ng = 0 et pour ¢ > 0,

—+o00
Ne=Y Iys<y.
=1

Nous donnons dans la remarques suivante les premieres propriétes du
processus de renouvellement (NV;);>o.

Remarque 1.

1. Pour tout w € Q, t — Ny(w) est une fonction croissante de Ry dans
N. On dit que (N¢)i>o est un processus croissant.

2. Comme X; est a valeurs dans RY, P(X, = 0) =0, et donc il n’y a pas
d’arrivées simultanées. En particulier, la suite (S,)n>1 des instants de
renouvellement est strictement croissante et le processus de renouvel-
lement (N¢)i>o ne fait que des sauts de hauteur 1.

3. Comme X est a valeurs dans R, soit elle est intégrable et E(X;) €
[0, +o0[, soit elle n'est pas intégrable, et alors on pose E(X;) = +oo.

Revenons aux exemples 1 et 2 et explicitons les notions pour ces cas précis.

Pour I'exemple 1, si X; représente la durée de vie du composant i (celui
en fonctionnement apres ¢ — 1 remplacements), alors S, représente 'instant
de la n-ieme panne ou l'instant du n-ieme renouvellement, et N; le nombre
de composants utilisés durant I'intervalle [0, ¢].

Dans 'exemple 2, si X, représente le laps de temps qui s’écoule entre I’ar-
rivée du client ¢ — 1 et celle du client ¢, S, représente l'instant d’arrivée du

client n, et N; le nombre de clients qui se sont présentés durant 'intervalle
0, t].

Remarque 2. Il est équivalent de connaitre le processus de renouvellement
(Nt)i>0, la suite (X;)ien+ des temps inter-arrivées, ou la suite (S,)n>1 des
instants de renouvellement. En effet,
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1. Si on connait les temps inter-arrivées (X;)ien+, on définit les instants
de renouvellement (Sy,)n>1, puis le processus de renouvellement (Ny)i>o.

2. Si on connait les instants de renouvellement (Sy,)n>1, on peut construire
le processus de renouvellement (Ny)i>o, et on retrouve les temps inter-
arrivées (X;)ien+ en remarquant que

Xn =95, — Sn-1.

3. Si on connait le processus de renouvellement (Ni)i>o, on retrouve les
instants de renouvellement (S, )n>1 en remarquant que

S, =inf{t >0: N, > n}.

3.2 Propriétés trajectorielles

Nous démontrons dans cette section un théoreme qui décrit le comporte-
ment en temps long d’un processus de renouvellement.

Théoréme 1. Soit (N;);>o un processus de renouvellement associé aux temps
inter-arrivées (X;)ien+ et aux instants de renouvellement (Sy,)n>1. Supposons
que E(X,) > 0, alors
Sn
(i) Presque-surement, lim — =E(X;).

n—4+oco M

(ii) Presque-sirement, pour toutt >0, Ny < +00.

(i1i) Presque-surement, lim N; = +o0.
t—+o00

N, 1
(iv) Presque-sirement, tEeroo Tt = B

Démonstration :

(7) Om applique simplement une version de la loi forte des grands nombres :

Théoréme 2. Soient (X;)ien+ des v.a.i.i.d. a valeurs dans R,.. Alors,

avec probabilité 1,

) 1
i 33 -5,

Ce théoreme est vrai méme si E(X;) = +oo.
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(44) D’apres le point (i), comme E(X;) > 0, il existe une partie QcQ,de
probabilité 1 telle que pour tout w € €2,
lim S, (w) = +o0.
n—-+0oo
Soit w € Q fixé, t > 0 fixé. Il existe n > 1 tel que Sp(w) >t <=
Ny(w) < n. D’ou le résultat annoncé.
121) Soit M € N* fixé. On remarque que Ng,, = M (voir Exercices), et
que q M
comme t — N, est croissant, pour tout t > Sy, Ny > M. Ce qui nous
conduit au résultat.

(1v) Soit t > 0 fixé. On a toujours Sy, <t < Sy,41, dou, si Ny > 0,

SN, <t . Sne+1 Ne+1
N, — N, N,+1 N,

Comme N, tend vers 400, le point (i) assure que

CSwm o Swe
Jim = im e = B,

Ny +1
et le point (72¢) assure que lim
point (1) assure ave L =

résultats nous obtenons la limite souhaitée.

= 1. En mettant ensemble ces

3.3 Processus de Renouvellement avec Récompense
(PRR)
Soit maintenant une suite (X;, Z;);en+ i.i.d. & valeurs dans R* x R.

Définition 3. On appelle processus de renouvellement avec récompense le

processus
Ny
Rt = E Z’L )
=1

ou N, est le processus de renouvellement associé aux temps inter-arrivées
(Xi)iene
Reprenons les exemples 1 et 2. Dans ces cas :

1. Dans l'exemple 2, Z,, peut représenter le temps de service du client
numéro n dans la file d’attente, et alors R; représente le temps total de
service avant l'instant ¢.
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2. Dans I'exemple 1, Z; peut représenter le cout de remplacement d’un
composant, et alors R; représente le cout d’entretien du systeme jus-
qu’au temps t.

Remarque 3. Attention, on suppose que les (X;, Z;)ien+ sont indépendants,
mais par contre on ne suppose pas que X1 et Zi sont indépendants.

Remarque 4. Si Z; = 1, le processus de récompense coincide avec le pro-
cessus de renouvellement.

Nous pouvons décrire le comportement du processus de renouvellement
avec récompense en temps grand, par la proposition suivante.

Proposition 1. Soit (X;, Z;)ien+ 4.4.d. a valeurs dans R x R. On suppose
que E(X;) < 400 et que E(|Z1| < +00). Alors, presque sirement,
R, E(Z)

e £ E(Xy)

R Ry Ny
Démonstration : On écrit simplement Tt = Ft— On a déja vu que,
t
presque surement,
r N, 1
im — =
t—+oo { E(Xl)
R, 1 &
Maintenant, Nt Z Z; et comme N; — 400, on peut appliquer encore
t
une fois la loi des grands nombres pour montrer que, p.s.
R,
lim — =E(Z
t—4o00 Nt ( 1)
ce qui termine la preuve. |

3.4 Théoreme Central Limite

Nous introduisons dans cette partie un résultat de type théoreme central
limite pour le processus de renouvellement.

Théoreme 3. Soit (X;)ien+ une suite de v.a.i.i.d. a valeurs dans R.. On
suppose que E(X?) < +oo et on note p = E(X;) et 0> = Var(X;). On
note (Ni)i>o le processus de renouvellement associé auzx temps inter-arrivées
(Xi)iens- Alors on a la convergence en loi suivante :

tim 2V ((F-)-a

t——+o00 o t W

ot G note une v.a. normale N (0, 1).
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Démonstration : Soit z € R :

3/2 t
G e e
o top B

= P(Skt>t),

t  xovt
ot ky = {— + T{

o pd
(Xi)ien+, on a la convergence en loi suivante :

]. En utilisant le théoreme central limite pour la suite

lim \/—ﬁ(i—u> =G, ou G~ N(0,1).

Comme k; tend vers 400 quand t tend vers +oo, on a

a0 - (2 () ()

~ 1=®(y) = P(—y),

Vki [t
ou oy = Tt (k_ — ,u). 11 suffit donc de voir que lorsque t tend vers +o0, a4
t

tend vers —x. Pour t assez grand on déduit que

ke = £+M+o(ﬂ)

o pd?
kt Tro 1
t NG v

t 1 M(l x0o +0(1))
—_ P /j/ prym p— —_— D—— .
Ky 1+\/_tTL+O<\/Li Vip Vit

Donc, nous obtenons d’une part
t 1%
_ ~ —XOo —
kel t

Vi 1 [t

—_— N — J—

o o\ p

et d’autre part

En reprenant la définition de a; on trouve le résultat. |
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3.5 Fonction de renouvellement

La variable N;, qui représente le nombre de renouvellements dans l'inter-
valle de temps [0, t], est une variable aléatoire dont I’espérance mathématique
est une indicateur important. Cette espérance est appelée fonction de renou-
vellement et est notée :

M(t) = E(N,).

Définition 4. Soit (N;)¢>0 un processus de renouvellement associé aux temps
inter-arrivées (X;);en+. On appelle fonction de renouvellement et on la note
M (t), Pespérance mathématique de la variable aléatoire Nj :

t— M(t) = E(N,).
Dans la proposition suivante nous donnons une représentation de M (t)
en fonction de (Sy,)n>1.
Proposition 2. Soit F, la fonction de répartition de S,, date du nieme
événement (instant de renouvellement). Alors, pour tout t >0 on a

M(t) = F,(t) =Y P(S, <t) < 0. (3.1)

Démonstration : Par la définition de la fonction de renouvellement on a :

M(t) =E(N,) = > nP(N, = n).

n>1
Calculons la loi de N; en utilisant les F,,. Nous avons

Nous remarquons que I’événement { Ny > n} est équivalent avec I’événement
{ ala date t, il y a eu au moins n renouvellements }
qui est lui meme équivaler}t a I’événement
{ la date du n'®™€ renouvellement est inférieure a t }.
Ou encore, en utilisant les exercices, on déduit :

P(N; > n) =P(S, <t)=F,(t), (3.2)
d’ou P(N; = n) = F,(t) — F,11(t). Ce qui nous conduit a :

M(t) =Y n(Falt) = Fosa (1)) = > Falt). (3-3)

n>1 n>1

Nous pouvons aussi obtenir ce résultat avec la remarque suivante :
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Remarque 5. En utilisant le résultat général pour une variable aléatoire
discrete, si Y : Q0 +— N alors son espérance s’écrit :

E(Y) =Y P >n),

nous obtenons en l'appliquant a Ny :

Ewg:zywwzm:E:M&gw:Efm@.

n>1 n>1

3.6 Age courant et age résiduel

Nous abordons ici quelques notions définissant diverses notions concer-
nant le temps.

Définition 5. L’age courant a I'instant ¢ est le temps qui s’écoule depuis le
dernier renouvellement, il est égal a :

t— Sy,

L’age résiduel a 'instant ¢ est le temps qui reste avant le prochain renouvel-
lement, il est égal a :

SNy41 — T
La wvie totale a l'instant t est le temps qui s’écoule entre le Ntiéme et le
(N: + 1)iéme renouvellements. C’est aussi la somme entre 1’age courant et
I’age résiduel, elle est égale a :
XN,+1 = SN,41 — SN,
Nous avons le résultat suivant :

Proposition 3. Soit (Ni)i>0 un processus de renouvellement associé aux
temps inter-arrivées (X;)ien+, et notons B(Xy) = p. Alors :

E(Sn+1) = p(M(t) +1). (3.4)
Démonstration : Calculons, en utilisant les définitions
E(Sn+1) =EXi+... + Xya)

Ny
>,
1=2

<X ] (3.5)

—E(X))+E

=p+E Z Xilgieni+1y

=2

+o0o
= i+ Y B [Xilpen ) -

=2
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En utilisant I’équivalence des événements {N; > i—1} et { X +...+X; 1 <t}
on peut écrire

Linzi-1y = Lis, <y = Lixg 40X, <t} (3.6)
et en revenant avec ce résultat dans les termes présents dans le calcul (3.5)
on obtient, en utilisant I'indépendance et 1’égalité en loi des (X;);en+ :

E [Xilpycn+y] =E [ Xilixi4oaxii<t]
= E(X)E [1x, 41X 1<t}
= uP(Si-1 <)
== ,uF_l(t)

(3.7)

En utilisant la proposition 2 et ce résultat on déduit que (3.5) devient :

—+00

E(Sn+1) =p+ Z pFi1(t)

=2

Ce qui finit la preuve. ]
Nous présentons dans la proposition suivante une formule pour la fonction
de renouvellement.

Proposition 4. Pour tout t > 0 nous avons M(t) < oo et :
lim — = =, (3.9)

En outre, si les temps inter-arrivées (X;);>1 sont des v.a. a densité et si on
note f leur densité, alors la fonction M est continue et vérifie [’équation de
renouvellement :

t
M(t) = / (1+ M(t—s))f(s)ds, ¥t > 0. (3.10)
0
Démonstration : On remarque que :

P(S; < ) = E(l(s,<y) < E[e%] = ¢! [E(e™V)]". (3.11)
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Comme X est une v.a. strictement positive on a E(e™*1) < 1 ce qui conduit
a

M(t) < ¢ Z [E(e™)]" < 0.

Considérons maintenant la situation (X;);>; des v.a. a densité f. Pour i > 2
on a:

t1t+..-+ti§t

Ot t1t. .+t <t—t;
= /0 F(8)P(S;—1 <t — s)ds.

Ce qui nous permet de réecrire les choses sous la forme :

M@) = f]@(si <t)

=P(X; <t)+ > / t F()P(Si—y <t — s)ds

1>2

- /Otf(s)ds + /Otf(s) > P(S; <t —s)ds.

i>1
Par ailleurs, on sait avec la proposition 2 que M(t) = Z P(S; <t).

i>1
Ceci nous conduit au résultat recherché :

M) = /Otu b M(t — 8))f(s)ds, ¥t > 0. (3.12)
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3.7 Exercices

Exercice 1. Soit (/V;);>0 un processus de renouvellement associé a (X;);>1,
et S, = Xj + ... + X,,. Montrer que Ng, = n, et que Sy, < t.

Exercice 2. Soit (/V;);>0 un processus de renouvellement associé a (X;);>1,
et S, =X;+...+X,.
1) A-t-on

(1) Ny=mnssi S, <t<Sp?
(1) Ny <mnssi S, >t?
(1ii) Ny <nssiS, >t?
(tv) Ny >nssiS, <t?

2) Le temps vaut t. Exprimer le délai écoulé depuis la derniere arrivée.
Exprimer le temps d’attente entre la derniere arrivée et la prochaine arrivée.

Exercice 3. Soit (/NV;);>o un processus de renouvellement associé a (X,,)p>1-

Montrer que
E(Xn,11) <E(X)E(N; +1).

Pourquoi n’est-il pas clair que E(Xy, ;1) = E(X7)?

Exercice 4. Donner un exemple de v.a. a valeurs dans N d’espérance infinie,
et une v.a. a densité a valeurs dans R, d’espérance infinie.

Exercice 5. Dans un avion, un composant est remplacé a cout ¢y a chaque
fois qu’il arrive a ’age T', sauf s’il tombe en panne avant, auquel cas il est
remplacé a cout ¢; > cy. Les durées des vies des composants successifs sont
des v.a.did. (Y,)n>1, de densité f et de fonction de répartition F.

1. A Taide d’un processus de renouvellement avec récompense associé a
une suite de vecteurs i.i.d. (X,,, Z,,), exprimer le cotit moyen C;(7T) par
unité de temps sur la période d’utilisation [0, ¢].

2. Donner une valeur approchée de Cy(T') lorsque ¢ est grand.

3. Dans le cas ou Y] ~ £(A), comment choisir 7" pour un cotut minimal ?
Commenter le résultat. [T = +o0]

4. Dansle casou Y] ~ U([0,1]), comment choisir 7" pour un cotit minimal ?
[exprimer T" en fonction de ¢ et ¢
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5. Supposons T, ¢;, ¢; donnés, et f(x) = 2wxljgq)(x). Simuler Cigo(T).
Comment faire un calcul approché de E[Coo(T")] 7

Exercice 6. La production d’une centrale électrique (en Mwh) sur Uinter-
valle [0,t] est donnée par

ﬂszm%

ou Y, est I’age d’un composant primordial, et ot ¢ est une fonction décroissante
de R, dans R, . Les durées de vie des composants successifs sont données
par des v.a. positives (X,,), i.i.d. de densité f.
Le remplacement d’un composant cotite ¢ $, et chaque Mwh produit rapporte
p 3.
Afin d’optimiser le profit, on décide de remplacer le composant a chaque fois
qu’il dépasse 'age A.
1. Soit Z,, la durée d’utilisation du composant numéro n. Exprimer P,, la
production de Mwh lors de l'utilisation du composant numéro n.
2. Exprimer le profit moyen par unité de temps 7;(A) réalisé sur la période
[0, t].
3. Donner une valeur approchée de m;(A) lorsque ¢ est grand.

—Q

4. Dans le cas d’'un composant de trés mauvaise qualité, on a ¢(a) = e
et X; ~ &(1). Comment choisir A7
5. Dans un cas plus favorable on a ¢(a) = 1 et X; —10 ~ £(1). Comment
choisir A?
6. On suppose que ¢(a) = e * et X7 ~ E(1). Simuler m1900(10).
Exercice 7. Soit (X,),>1 une suite de v.a.i.i.d. a valeurs dans R’ . Notons
par (Ny)¢>o le processus de renouvellement associé aux temps inter-arrivées

(X )n>1. Pour tout ¢ > 0 on note M (t) := E(V;) la fonction de renouvelle-
ment.

1. Considérons le cas ot les variables X, suivent la loi uniforme sur [0, 1].
En utilisant 1’équation de renouvellement trouver une forme explicite
de M(t) pour t < 1.

2. Supposons maintenant que les variables X,, suivent la loi gamma de
parametres (1,2), de densité texp(—t) sur R,.

(a) En remarquant que la loi gamma de parametre (1,2) est aussi la
loi de la somme de deux variables exponentielles indépendantes de
parametre 1, vérifier que

ou R; note un processus de Poisson de parametre 1.
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(b) Déduire que

M(t) = E(ft) - %fP(Rt =2n+1).

c) Montrer que M est de la forme M (t) = L+ e —1 Vérifier ensuite
2 1

que M est bien solution de I’équation de renouvellement.
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Chapitre 4

Rappels sur les chaines de
Markov a espace d’état fini

Les chaines de Markov sont des modeles probabilistes simples qui per-
mettent de modéliser des phénomenes aléatoire dont 1’évolution future de la
quantité étudiée ne dépend du passé qu’a travers de sa valeur présente.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. On appelle processus (en temps
discret) une collection de variables aléatoires (X, )nen définies sur (2, F,P) et
a valeurs dans un méme espace S, appelé espace d’état. On interprete (X, )nen
comme ’évolution au cours du temps d’'une certaine grandeur aléatoire.

Exemple 1. Soient (X,,),en des v.a.d.i.d. : ce cas n’est pas passionnant en
tant que processus, puisqu’il n'y a aucune dépendance entre ce qui se passe
au temps n et ce qui se passe au temps n + 1.

Exemple 2. Soit (X,,),en une marche aléatoire sur une grille : a chaque pas,
on choisit la direction dans laquelle on avance de fagon équiprobable. Dans
cette situation, X, dépend a la fois de la position précédente X,, et d'un
certain aléa : c’est un cas typique de chaine de Markov.

4.1 Définitions

Soit S un ensemble fini, de cardinal N > 2, dont les éléments sont notés
S1,...,SN.

4.1.1 Chaine de Markov (homogeéne)

Définition 1. On dit que la suite de variables aléatoires (X,)nen est une
chaine de Markov homogéne a valeurs dans S si et seulement si

67



1. (Xp)nen est un processus a valeurs dans S.

2. (Propriété de Markov) La position X, 41 a l'instant n + 1 ne dépend
des positions passées Xo, ..., X, que par la derniere position X,,. Au-
trement dit, pour tout n € N, pour tout (ig,...,%,.1) € S""2 on a

]:P(Xn+1 — in+1|X0 — 7:07X1 — 7:1, “e . ,Xn — /Ln> — P(Xn+1 — Z'n+1|XTL — 'Ln)
3. (Homogénéité) Pour tout n € N, pour tous 7,5 € S,
IP><Xvn+1 = J’Xn = Z) = ]P)(Xl = leO = Z) = Dij-

La matrice P = (p; j)1<i<n,1<j<n e€st la matrice de transition de la chaine.
On voit facilement que P est une matrice stochastique, c’est-a-dire que tous
ses coefficients sont positifs ou nuls et que les sommes des coefficients sur
chacune des lignes vaut 1. Autrement dit, les deux conditions suivantes sont
satisfaites :

1. Vi € [1..N], Vj € [1..N], pi; > 0.

N
2. Vi€ [L.N], > pij=1
j=1

Dans toute la suite, une chaine de Markov sera toujours implicitement ho-
mogene et a valeurs dans un ensemble S fini. Pour simplifier, on pourra,
quitte a renommer les éléments de S, supposer que S = [1..N].

Exemple 3. Un marcheur se déplace au hasard sur les sommets d’un penta-
gone. A chaque pas, il lance une piece équilibrée et va au sommet suivant
dans le sens trigonométrique si pile sort, et dans le sens anti-trigonométrique
sinon. La suite des positions du marcheur est une chaine de Markov a valeurs
dans I’ensemble des sommets du pentagone.

Exercice 1. Ecrire la matrice de transition de la marche aléatoire sur les

sommets du pentagone.

4.1.2 Définition algorithmique et fonction de mise a
jour

Soit P une matrice de transition sur S = [1..N]. On définit, pour tous
i,7 € S, pour tout u €]0, 1[, la fonction de mise a jour associée :

Jj—1 J
P(i,u) =7 < Zpi,l <u< Zpi,l-
=1 =1
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Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. Pour tous 7,5 € S,

j—1 J J j—1
P(6(i,U) = ) = P (zpi,l cu- zpz,,> T
=1 =1 =1 =1

Remarque 1. Soit i € S fixé. Par définition de la matrice de transition,
Zjespi,jéj est une probabilité sur S, qui donne la lov de la position de la
chaine de Markov partant de i aprés un pas. Ainsi, ®(i,U), quand U est
une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1], n’est rien d’autre que la
simulation standard de cette loi.

Proposition 1. Soit X, une variable aléatoire a valeurs dans S et (Uy)n>1
des v.a.i.i.d. de loi uniforme sur [0, 1], indépendantes de Xo. On définit par
récurrence un processus (X, )nen en posant, pour tout n € N

Xn+1 - (I)(Xm Un—&-l)‘
Alors (X,,)nen est une chaine de Markov de matrice de transition P.

Démonstration :

1. Comme P est une matrice de transition sur S, le processus (X, ),en est
a valeurs dans S.

2. On constate que pour construire X,, on utilise Xy et les U; pour
1 < i <mn. Soitné€ Net (ig,...,inp1) € S"2 Comme U, est
indépendant de Xj,...,X,, on a

P(Xo = ig, X1 =11, ..., Xn =in, Xpi1 = ins1)
- P(XO - io, X1 - il, ey Xn - in7 (I)<Zn, Un+1> - in+1)
=P(Xo =g, X1 =11, ..., Xp = in)P(®(in, Ups1) = ins1)
= IED(X() = i(), X1 = il, ey Xn = in)pimin+1'

Un calcul analogue montre que

P(Xn = ’ina Xn+1 = Z.nJrl) = P(Xn = in)pin,in+1'

On en déduit alors que

P(XnJrl - Z'n+1|X0 - io, X1 - 7;1, ceey Xn — Zn)
= IP)<AXPn—|—1 = in+1|Xn = Zn)
= Dinjing1s

ce qui donne a la fois la propriété de Markov, I’lhomogénéité et la ma-
trice de transition P.
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Remarque 2. De la méme maniére, on montre que
]P(XO = io, X1 = i17 e ,Xn = in7 Xn+1 = in—&—l) = ]P(X() = iO)pio,il .. ‘pim’in+1'
Remarque 3. La fonction de mise a jour n’est pas unique !

En pratique : Cette proposition fournit une définition alternative d’une
chaine de Markov, et donne aussi le moyen de la simuler. Si on se donne une
matrice de transition P, on construit une fonction ® de mise a jour associée,
on simule une suite (U,),>1 des v.a.ii.d. de loi uniforme sur [0,1]. Pour
simuler X, :

(1) on simule X,
(2) pour ¢ € [0..n — 1], on pose X; 11 = D(X;, Uiy1),
(3) on affiche X,,.

Cette méthode marche toujours. Mais souvent, les particularités de la chaine
de Markov a simuler permettent de trouver un algorithme bien plus simple.

Exercice 2. Ecrire une fonction y=suivant (x,u), fonction de mise a jour
pour la marche aléatoire sur les sommets du pentagone. Simuler alors et
représenter graphiquement plusieurs trajectoires de la chaine de Markov par-
tant du sommet 1.

4.1.3 Graphe associé et classes communicantes

Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov a valeurs dans
S. On lui associe un graphe orienté de la fagon suivante : les sommets du
graphe sont les points de .S, et on met une aréte orientée de s; vers s; si et
seulement si p; ; > 0. Si 2 = j ou si on peut trouver un chemin orienté de s;
vers sj, on note s; — sj.

On munit alors S de la relation d’équivalence suivante : s; ~ s; si et
seulement si s; — s; et s; — s;. Les classes communicantes sont les classes
d’équivalence de cette relation. La relation — sur les sommets du graphe
induit une relation d’ordre partiel sur les classes.

Définition 2. — On dit qu’une classe est fermée si et seulement si il
n’existe aucune aréte orientée allant d’un point de la classe vers un
point a extérieur de la classe (autrement dit, c’est une classe minimale
pour la relation d’ordre partiel).

— Un point de S qui est une classe fermée a lui tout seul est appelé un
état absorbant.
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— Une chaine de Markov qui ne comporte qu'une seule classe communi-
cante est dite irréductible.

— Les classes qui ne sont pas fermées sont dites transitoires.

Remarque 4. — Un état s est absorbant si ps s = 1.

— Une chaine de Markov, ou sa matrice de transition P est irréductible
st pour tout x,y € S, il existe un nombre entier n = ny, > 1 tel
que P™(xz,y) > 0, autrement dit si la probabilité partant d’un point
quelconque x de S d’atteindre un point quelconque y de S en un nombre
fini de pas est strictement positive.

Exercice 3. Tracer le graphe et classifier les états de la matrice de transition

1/3 0 2/3 0 0
1/4 1/2 1/4 0 0
P=|172 0 12 0 0
0o 0 0 0 1
0 0 0 1/3 2/3

Exemple 4. La marche aléatoire sur les sommets du pentagone est irréductible.

Exercice 4. Donner un exemple de chaine de Markov avec deux classes
fermées et trois classes transitoires.

Exercice 5. Probleme de I'ivrogne. Dans une rue, les maison sont numérotées
dans l'ordre de 0 a n : la maison de l'ivrogne est au numéro 0 et le bar au
numéro n. L’ivrogne fait des pas aléatoires vers la droite ou la gauche avec
probabilité 1/2, et s’arréte des qu’il atteint sa maison ou le bar. Tracer le
graphe de cette chaine de Markov et donner ses classes.

4.1.4 Loi initiale et loi a 'instant n

On a vu que la matrice de transition caractérise le passage de la chaine de
Markov d’un état a un autre. Pour connaitre entierement le comportement
de la chaine, il faut en plus se donner la position initiale Xy, € S, ou, si la
position de départ est aléatoire, la loi 1y de la position de Xg. Ainsi, pg est
une probabilité sur S, qu’on peut coder par un vecteur ligne de longueur N :

fo = (Ho(51), - - o(sn)),
N
satisfaisant pio(s;) > 0 et Z po(s;) = 1. Le nombre p(s;) est la probabilité
i=1
P(Xy = s;) que la chalne démarre en s;. On note alors P, la loi de la chaine
de Markov ayant pour loi initiale p.
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Notons p4 la loi de X, position de la chaine apres 1 pas. Soit 7 € [1..N].
Comme les {Xy = s;}, pour i € [1..N], forment un systéeme complet, la
formule des probabilités totales assure que

N
Pu(X1=5;) = > P(Xo=s5)P(X1 = 5[ Xp = s;)
=1

N
= ZMO(Si)pi,j,
i=1

et 'on reconnait le j-eme coefficient du vecteur ligne obtenue par la multi-
plication matricielle poP. Finalement,

p = po P

En notant pu,, la loi de la chaine de Markov apres n pas, on montre de méme
que
fnt1 = W P et, par récurrence, p, = poP".

(n)

Lemme 1. i — j si et seulement si il existe n € N tel que pij > 0.

Démonstration : On a vu que

pﬁ,’}) = Z PisirDivyia - - - Pin—1,j-

(11,825 yin—1)€S™ 1

Si i — 7, alors soit ¢ = j et alors pgg-) = 1> 0, soit ¢ # j et alors il existe

un n € N* et un chemin (i, 4y, 49, ..., 4,1, j) orienté dans le graphe. Dans ce
Cas, PiiPiris - - - Pin_1; > 0, ce qui implique pgz.) > 0.

Ef)j) > 0 alors (comme P° = Id) i = j; si il existe
n € N* tel que pEj}) > 0, alors comme c’est une somme de termes, I'un de ces
termes au moins est strictement positif : il existe (i1, s, ...,1,_1) € S™7! tel
que Pi i\ Dirsig - - - Pin_1,5 > 0, ce qui est exactement la définition de 7 — 5. W

Réciproquement, si p

Exercice 6. On reprend la marche aléatoire sur les sommets du pentagone,
on numérote les sommets de 1 a 5, et on fait partir le marcheur de 1, c’est-
a-dire qu’'on prend py = dg. Calculer puy, po et ps.

4.2 Lois invariantes

4.2.1 Définition

Définition 3. On dit qu'une probabilité v sur S est une loi invariante (ou
probabilité invariante) de la chaine de Markov (X,,),eny de matrice de tran-
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sition P si et seulement si
vP =v,

autrement dit si et seulement si v est un vecteur propre a droite de P associé
a la valeur propre 1.

Exercice 7. Montrer que la loi uniforme sur les sommets est invariante pour
la marche aléatoire sur les sommets du pentagone.

Exercice 8. Quelles sont les lois invariantes pour la marche de 'ivrogne (on
pourra commencer par le cas n = 3) 7

Si v est une loi invariante pour (X,,),en €t qu’on prend comme loi initiale
1o = v, alors on voit que pour tout n, la loi de X, est encore v. Ceci ne veut
pas dire que X,, ne bouge pas, mais que la loi de X,, ne bouge pas : on parle
d’équilibre dynamique.

4.2.2 Existence de lois invariantes

Théoreme 1. Soit S un ensemble fini et P une matrice de transition sur S.
Alors P admet au moins une loi invariante.

Démonstration : Remarquons qu’il est facile de voir que le vecteur
!(1,...,1) est vecteur propre & droite pour P, associé a la valeur propre 1,
et, les valeurs propres a droite et a gauche d’une matrice étant les mémes,
on en déduit que 1 est valeur propre a gauche. Mais ceci n’assure pas qu’on
puisse trouver un vecteur propre a gauche associé a la valeur propre 1 dont
tous les coefficients sont positifs ou nuls. Il faut donc procéder autrement.

Soit p une probabilité quelconque sur S. L’ensemble K des probabilités
sur S (identifiées a des vecteurs lignes) est un fermé borné de RY | donc il est
compact. On considere la suites des moyennes de Césaro :

1 &
Vn_n+1Z_O/LP '

C’est une suite de probabilités sur S, donc une suite d’éléments du compact
K : on peut donc trouver une sous-suite (ny)ren telle que (v, Jken converge
vers une limite v dans K. On va montrer que v est une loi stationnaire pour

P.

73



Il est clair que v est une probabilité sur S puisque c¢’est un point de K.
Maintenant, montrons que vP = v. Regardons v, P — v, :

J— R
np_ = _E Pm+1__§ pm
’ : n_’_lm:O'u n+1m:0,u

1

= P
n+1<'u

n+1

— ).
En particulier, comme pP"™! et 1 sont des probabilités, on voit que

1 2
nP_ n || oo a1 Pn+1 00 00 <—_>n ooO
v Vnlloo < 27 (P loe + llptlloc) < 27 s

On en déduit que lim (v,, P — v, ) =0, et comme lim v, = v, que
Ng—>00 Nj—>00

vP = (lim v, )P = lim (v, P)= lim (v, P —v, )+ lim v, =v,
Ng—>00 N —r00 Nj—>00 N —r00

ce qui conclut la preuve. |

4.2.3 Chaine de Markov réversible

Définition 4. On dit qu'une chaine de Markov a valeur dans un ensemble
S ={s1,...,sn} fini et de matrice de transition P est réversible si et seule-
ment si il existe une famille (¢;)1<;<ny de nombres strictement positifs tels
que pour tous 7,7 € [1..N] :

qiPi; = 45Pj,i-

Dans ce cas, on voit que

N N N
Z 4iDij = Z 4jPji = 4j ij,i = 4j-
i=1 i=1 i=1

Donc si on note ¢ = (¢1,...,9n), on a gP = ¢, et on obtient alors une loi
stationnaire en normalisant ¢ pour que la somme des coefficients soit égale a
1.

Remarque 5. Le calcul d’une loi stationnaire nécessite en général la résolution
d’un systéme linéaire de taille le cardinal de S, ce qui peut étre couteux quand
ce cardinal est grand. L’avantage de la réversibilité est qu’elle donne gratui-
tement une loi stationnaire. Cependant, toutes les chaine de Markov ne sont
pas réversibles.
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4.2.4 Lois invariantes et classes transitoires

Lemme 2. Soit P une matrice de transition sur un ensemble S fini; on note
T la réunion des classes transitoires, et F la réunion des classes fermées. On
note T le temps d’entrée dans F de la chaine de Markov (X,,)nen associée a
P :

T=inf{n>0: X, € F}.

Alors pour tout i € S, P;(T < 400) = 1. Autrement dit, la chaine de Markov
finit toujours par entrer dans ['union des classes fermées.

Remarque 6. T est aussi le temps de premiére sortie de T, et aussi le temps
de sortie définitive de T. Pourquoi ?

Démonstration : Remarquons que si ¢ € F, alors T" = 0 presque
strement, et donc P;(T = 4+00) = 0. Soit maintenant i € T :

JES: i—7

= > piPi(T=400)+ > piPi(T =+00)
JET i—j JEF:i—j

= Y piiPy(T =+o).
JET:i—j

Soit maintenant iy € T tel que Py (T = +o0) = max{P;(T = +o0) : i €
T} = m, et supposons que m > 0. La formule précédente assure que pour
tous les {j € T : ip — j}, P;(T = +o00) = m. Comme 7 est dans une classe
transitoire, il existe n € N* et iy, ..., i, tels que (i, 41, . .., i,) soit un chemin
orienté dans le graphe de la chaine de Markov et 7, soit dans F (on avance le
long d’une suite décroissante de classes pour l'ordre —, jusqu’a tomber dans
une classe fermée). De proche en proche, on voit que P; (17" = +00) = m pour
tous les i; dans le chemin, ce qui aboutit a une contradiction pour i, € 7. B

Proposition 2. Soit P une matrice de transition sur un ensemble S fini, soit
1 une loi stationnaire pour P et on note T la réunion des classes transitoires,
que 'on suppose non vide. Alors

w(T) =0 et u(F)=1.

Autrement dit, une loi stationnaire a son support inclus dans ['union des
classes fermées.

Démonstration : On note 7' le temps de sortie de F, le lemme précédent
assure que 1" est fini presque strement. Remarquons qu’une fois qu’on sort
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de T, c’est pour rentrer dans F, dont on ne peut plus ressortir. Comme u
est une loi stationnaire, pour tout n on a :

wT)=Pu(Xo € T)=Pu(X, € T) =Pu(T >n) =Y _ pu(i)Pi(T > n).

1€S

Pour un i fixé, lim,, 1o, P;(T > n) = P;(T = +00) = 0, et comme S est fini,
on en déduit u(7) = 0. |

4.2.5 Unicité de la loi invariante

Théoreme 2. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur
un espace S fini. On suppose que la chaine de Markov est irréductible. Alors
il existe une unique lot invariante pour P.

Démonstration : On a déja vu l'existence d’une loi stationnaire u,
reste a voir 'unicité. On rappelle que les lois stationnaires sont des vecteurs
propres a gauche de P, associés a la valeur propre 1.

On renumérote les éléments de S'en 1,2, ..., N. Montrons que 1 est valeur
propre (& droite) simple de P. Soit v = (v;)1<;<ny un vecteur propre (a droite)
non nul de P. Ses coordonnées satisfont le systeme

N
V; = E pmvj.
Jj=1

Soit iy tel que |v;,| = max{|v;| : 1 <i < N} > 0. On remarque que quitte a
prendre —v, on peut supposer que v;, > 0. Comme v;, est une combinaison
convexe des {v; : p;,; > 0}, on en déduit que pour tout j tel que p;,; > 0,
v; = v;,. De proche en proche, on va ainsi montrer que pour tout j dans la
classe de 19, v; = v;,. Comme P est irréductible, on en déduit que pour tout
J dans S, v; = vy, ce qui signifie que tous les vecteurs propres a droite de P,
associés a la valeur propre 1, sont proportionnels a (1,1,...,1). Donc 1 est
valeur propre simple (& droite) de P.

Comme les valeurs propres a droite et a gauche sont les mémes, on en
déduit que 1 est valeur propre (a gauche) simple de P. Donc toutes les lois
stationnaires sont proportionnelles a p, et comme deux probabilités propor-
tionnelles sont égales, ceci prouve 1'unicité de la loi stationnaire. |

Lemme 3. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur un
espace S fini. On suppose que la chaine de Markov est irréductible, et on
note m son unique loi invariante. Alors pour tout s € S, w(s) > 0.
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Démonstration : Supposons qu’il existe s € S tel que 7(s) = 0, et soit

t € S\{s}. Par irréductibilité, il existe n > 0 tel que pg;) > (. Mais alors

ce qui implique 7(t) = 0, et on aboutit a une contradiction. |

Proposition 3. Soit P la matrice de transition d’une chaine de Markov sur
un espace S fini. On suppose que P admet m classes fermées C4, ..., C,,.
Alors, pour chacune des classes fermées C;, il existe une unique loi station-
naire p; pour P telle que p;(C;) = 1, et l'ensemble des lois stationnaires pour
P est [’ensemble des combinaisons convexes des ;.

Démonstration : Remarquons qu'une classe fermée est stable pour
P :si Xy € C;, alors pour tout n, X,, € C;. On est alors ramené au cas
irréductible : il existe donc une unique loi stationnaire p; pour P telle que
wi(C;) =1, c’est la loi stationnaire associée au bloc de la matrice P corres-
pondant a C;.

Soit maintenant v une loi stationnaire pour P. Soit C; telle que v(C;) > 0.

On note .
Vi = ——— v(8)ds.
V(Cz') s; ( )

C’est la restriction de v a C;, renormalisée pour faire une probabilité sur C;.

(viP)(s) — Zy(lci)ua)pt,s:ﬁzuum@.

teC; tes

En effet, si ¢ € S\C;, alors soit ¢t est dans une classe transitoire et comme
v est stationnaire, v(t) = 0, soit ¢ est dans une autre classe fermée C}, avec
J # 1, mais alors p; s = 0. Donc (v;P)(s) = ﬁy(s) = 14(s). Donc vy; est une
loi stationnaire pour P restreinte a la classe fermée C;, donc v; = p;. Mais

on remarque que
m m

po= Z v(Ci)v; = Z v(Ci) i,
i=1 i=1
ce qui est bien une combinaison convexe des ;.
Finalement, il est clair qu'une combinaison convexe des p; est encore une
loi stationnaire. |

Exercice 9. chaine de Markov a deux états. Soit a,b €]0, 1]. On considere
sur 'ensemble S = {1, 2} la matrice de transition

1—a a
PZ( b 1—b)'

77



1. Montrer qu’il existe une unique loi stationnaire m pour P et la calculer.

2. On suppose que ab < 1. Montrer que pour tout n € N, en posant
A=1—a-—0b,

b a_\n a _ _a \n
pPro— ( a—g—b + atb)\ a+b a—tl)—b)\ >
b P A" @ 0 _A\" ’
a+b a+b)\ a+b + a+b)\

Quelle est la limite de P 7 Soit p une probabilité quelconque sur S.
Quelle est la limite de uP™?

3. On suppose maintenant que a = b = 1. Calculer P" et commenter.
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Chapitre 5

Propriétés aymptotiques des
chaines de Markov

5.1 Quelques problemes liés aux chaines de
Markov

Dans le chapitre précédent nous avons distingué les classes transitoires et
les classes fermées. On a aussi vu qu’on finissait toujours par sortir définitivement
de I'union des classes transitoires, pour aller dans I'union des classes fermées.

Question On peut se demander combien de temps met-on pour sortir
des classes transitoires ? Et, lorsqu’il y a plusieurs classes fermées, dans quelle
classe fermée tombe-t-on en sortant des classes transitoires ?

Quand on étudie le comportement asymptotique d’une chaine de Mar-
kov, on regarde déja dans quelle classe fermée on arrive, puis, cette classe
étant stable pour la matrice de transition, on peut restreindre la matrice de
transition et se ramener au cas d’une chaine de Markov irréductible.

5.2 Un exemple avec états absorbants

On consideére la marche aléatoire de I'ivrogne, sur [0..N], de parametre
p €]0, 1] et de probabilités de transition

sil<i<N-—1, alorspiir1 =p=1—Dpii1;

Poo = pN,N = L.

Considérons le probléeme suivant : si la chaine part de 1'état k € [1..N — 1],
quelle est la probabilité u; que la chaine s’arréte en 0.
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Exercice 1. — Trouver une relation de récurrence sur les uy, et en déduire
leur expression. On pourra étudier séparément les cas p = 1/2 et
p#1/2.

— En procédant de la méme maniere, calculer 'espérance du nombre de
pas, partant de k, que fait le marcheur avant de s’arréter.

Dans le cas général, on doit résoudre des systemes linéaires, pas toujours
simples. On peut aussi opter pour une approche de type Monte Carlo : on
simule un grand nombre d’expériences (marches de l'ivrogne jusqu’a 1'état
absorbant), et on compte la proportion des scénarios qui ont terminé en 0.

5.3 Théoreme ergodique

Le théoreme ergodique est une version de la loi forte des grands nombres
adaptées aux chaines de Markov.

Pour toute la suite nous allons noter (X,,),>o une chaine de Markov a
valeurs dans un espace d’états fini .S de matrice de transition P.

Commencons par introduire quelques notations.

Notations

- Premier temps de passage en i € §
Ti(w) = inf{n > 1; X,(w) =i}
avec la convention inf () = +o0.
iéme

- Lem passage en ¢ on peut le définir de fagon récursive

79 (w) =0, TV (w) = Ti(w)
et pour m=0,1,2,...
T (W) = inf{n > Ti(m)(w) +1; X, (w) =i}

)

- La longueur de la m!*™€ excursion de i est donnée par

K3
0 sinon.

L(m) _ { T(m) _ ]ﬂi(m—l) si ]ﬂi(m—l) < 00
Définition 1. Un état ¢ € S est dit récurrent si

P;(X,, = i pour une infinité de n) = 1.
L’état i € S est dit transient si

P;(X,, = i pour une infinité de n) = 0.
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Un état récurrent est un état ou 'on revient toujours, tandis qu'un état
transient est un état qu’on quitte éventuellement pour ne jamais y revenir.
Nous allons nous intéresser a la loi jointe des longueurs des excursions.

Lemme 1. Pour m = 2,3, ..., conditionnellement a {Ti(m_l) < 400}, Lz(m)
est indépendant de {X;; j < Tl.(m_l)} et

P{L™ = n/T" Y < 0o} = Py(T; = n).

Idée de la démonstration : On peut montrer que X -1y = ¢ sur

{Ti(m_l) < +o0}. Done, conditionnellement & {Ti(m_l) < 400}, le processus
(X (m=1) +n)”20 est une chaine de Markov partant de ¢ de matrice de transition
P et indépendante de Xo, ..., X m-1).

Or '

7

Lm — inf{n > 1; XTi(m—1)+n =i},

donc Lgm) est le premier temps de passage de (XT<m71>+n)n>0 par I'état i.
" >
Notations (suite) On introduit les notations suivantes

- Nombre de visites en ¢

+oo
Vi= Z Lix,=i}-
n=0

- Nombre de visite en 7 avant n

Remarquons que

n=0 n=0
+oo +00
= (X =) =Y p)

Théoréme 1.

(i) SiPi(T; < o0) =1 alors l’état i est récurrent et Zn Op”) = +00.
(ii) SiPy(T; < o0) < 1 alors I’état i est transient et Y ' ° Op“ < 400.
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En particulier un état de S est soit récurrent soit transient. On peut
montrer que la récurrence ou la transience sont des propriétés communes a
une classe communiquante. Nous avons le résultat suivant :

Théoreme 2. Soit C' une classe communiquante. Alors soit tous les états
de C' sont transients, soit tous les états de C' sont récurrents.

Démonstration : Soit ¢ et j deux états de C.
Supposons que % est un état transient. Il existe alors [, £ > 0 tels que
' 0 et p( )

k

Pour tout r > 0 on a

I+r+k ) (r) (k
pz('i+ ) > pz(j)pg'j)pg'i)'

En faisant la somme sur r on déduit que

+o0 ") 1 +o00 ( )
§ : r § : I+r+k

pjj < W Di; < 400,
r=0 ij Y51 r=0

avec le théoreme 5.3.4 appliqué pour I'état i.

Par le méme théoreme on déduit que I'état j est aussi transient.
|

Théoreme 3. Supposons que la chaine de Markov est irréductible et récurrente.
Alors pour tout i € S, P(T; < +00) = 1.

Démonstration : Par la propriété de Markov on a :

P(T; < +00) = > P(Xq = j)P;(T; < +00),
jeS

il suffit donc de montrer que P;(7; < +00) = 1, pour tout j € S. Soit m tel

(m)

que p;;* > 0. On a alors avec le théoreme 5.3.3

1 =Py(X, =i pour une infinité de n)
=P;(X,=ipourn>m+1)
= Z]P’i(Xn =i pourn>m+1/X,, =k)P;(X,, =k)
keS

=Y " Pu(Ti < +oo)ply”.
keS

Or Zkespglzn) = 1. On déduit alors que P;(7; < +00) = 1, d’ott le résultat.
|
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Nous allons maintenant énoncer le théoreme ergodique correspondant
aux chaines de Markov. Nous nous intéressons au comportement limite des
moyennes dans le temps.

Avec les notations précédentes Vif}”) peut étre interprétée comme la pro-
portion de temps passée dans ’état ¢ avant I'instant n.

Théoréme 4. Soit P la matrice de transition de la chaine de Markov (X,,)n>0
irréductible, a valeurs dans un espace d’état fini S. Soit pg la loi initiale de
cette chaitne de Markov et m son unique loi stationnaire. Alors :

(i) Nous avons la convergence presque sure :

lim V;(n) = i

n—+400 n mi’

ou m; = E;(T;), est 'espérance du temps de retour en i.

(11) Pour toute fonction bornée f : S — R on a, p.s.

tim L3700 = 3 f(s)m(s).

n—+oo N oy
s

Démonstration : Commencons par une remarque préliminaire.

Sim; = E;(T;) < +oo on dit que I'état i est récurrent positif. On a alors
équivalence entre les propriétés suivantes, lorsque la chaine est irréductible :

(1) tous les états sont récurrents positifs
(2) un état i est récurrent positif
(3) il existe une probabilité invariante .
Lorsque (3) est vrai on a m; = ﬁ our=(m(i); i €9).

Si une chaine de Markov est irréductible et si son espace d’états est fini,
tous ses états sont récurrents positifs.

Montrons (z). Dans ce cas les états sont récurrents. Soit ¢ € S, alors
P(T; < +00) = 1 avec le théoreme 5.3.3.

On peut montrer que (X7, 4y )n>0 est une chaine de Markov de matrice de
transition P et de loi initiale d;, qui est de plus indépendante de X, ..., X714,
(avec la propriété forte de Markov).

La proportion de temps passée dans 1’état 7, lorsque n — +o00 est la méme
pour (Xr,1n)n>0 qui part de d; et pour (X,,)n>0 qui part de py. Il suffit donc

de considérer le cas g = §;.
(m)

i

Notons par L;" la longueur de la mitme

W @

i 9 i PRI

excursion pour ¢. Par le Lemme

5.3.1 on peut montrer que L sont des variables aléatoires 7.7.d.
avec
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Remarquons aussi que

LW 4 LY <

i

la partie de gauche représentant I'instant de la derniere visite de 1’état ¢ avant
n — 1. On a par ailleurs :

LY+ LV >,

car la partie de gauche représente le temps de la premiere visite en ¢ apres
I'instant n — 1. On déduit ainsi
By L R C N )

Vi(n) = Vi) = Vi(n)

(5.1)

En appliquant maintenant la loi forte de grands nombres a la suite de

v.a. (LEJ))jzl on a la convergence p.s.

R A RSy L0
lim =m,.

n——+oo n

La chaine étant récurrente on déduit que, p.s. lirf Vi(n) = +oo.
n——+0oo

En faisant n — 400 dans (5.1) on a que, p.s.

lim —— =
nSso Vi(n)

ce qui implique que (m; # 0), p.s.

et donc le résultat annoncé.

Montrons (i7). Soit (7(i); ¢ € S) laloi stationnaire de (X, ),>0et f : S — R
une fonction bornée. Admettons, sans perte de généralité que |f| < 1. On
peut alors évaluer la différence

n—1

£ SN C AR WIOED

k=0 i€S

(]

IN
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On a vu précédemment que, p.s.

lim
n—-+00 n

Soit € > 0 fixé et w € €, il existe alors un rang N(w) tel que pour tout
n > N(w)

Vi(n .
g (n) (i) <e
: n
€S
Ce qui conduit a la convergence souhaitée. |
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