L’isomorphisme de Satake par des techniques
immobilieres

Auguste HEBERT



Table des matiéres

0.1 Introduction . . . . . . . . . . . 2
1 Immeubles 3
1.1 Complexe simplicial . . . . . . .. .. .. 3
1.2 Systeme de Coxeter . . . . . . . . . . 7
1.2.1 Groupes de réflexions . . . . . . . . . ... 7

1.2.2 Systéeme de Coxeter . . . . . . . . . . ... 9

1.3 Systéme de racines . . . . . . .. 12
1.3.1 Premiéres définitions . . . . . . . . ... 12

1.3.2 Bases d'un systéme de racine . . . . .. ... L 13

1.3.3 Groupe de Weyl affine . . .. .. .. ... ... ... . 14

1.34 Exemples . . . . . .. 15

1.3.5  Groupe de Weyl affine étendu . . . . . . .. ... ... ... ... .. 15

1.4 TImmeubles . . . . . . .. 16
1.4.1 Définition en termes d’appartements . . . . . . . .. ... ... ... 16

1.4.2 Arbres . . . . . .. 17

1.4.3 Rétraction sur un appartement de centre une chambre . . . . . . .. 18

1.4.4 Définition en terme de W-distance . . . . . . . . ... ... ... .. 19

1.4.5 Immeubles euclidiens . . . . . . . . .. ..o 20

1.4.6 Systéme complet d’appartements . . . . . .. ... ... L. 21
1.4.7 Immeuble & U'infini . . . . . ... ... ..o 22

1.4.8 Relation de parallélisme sur les murs d’un immeuble euclidien . . . . 25

2 Algeébres d’Iwahori-Hecke, algébre de Hecke sphérique et isomorphisme de

Satake 27
2.1 Algebres d’'Iwahori-Hecke ZH . . . . . . . . .. ... ... ... 27
2.1.1 Définition d’algebre d’Iwahori-Hecke . . . . . . .. . .. ... . ... 27
2.1.2  Lien entre immeubles et algebres d’Iwahori-Hecke . . . . . . . . . .. 27
2.1.3 Algebre de Hecke affine . . . . . . ... ... ... L. 30

2.2 Algebre de Hecke Sphérique et isomorphisme de Satake . . . . . ... .. .. 31
2.2.1 Hypotheses et notations . . . . .. . ... oo 31
2.2.2 Epaisseur finie, régularité et paramétresde Z. . . . . . . . . . . ... 32
2.2.3 Algébre de Hecke sphérique . . . . . . ... ... ... ... ..... 33
2.2.4  Module des fonctions sur les sommets de type O . . . . . . ... ... 35
2.2.5 Isomorphisme de Satake . . . . . . . ... ... 36

2.3 Formule de Gindikin-Karpelevich . . . .. .. ... ... ... ... ... 41
2.3.1 Introduction . . . . . . . ... 41

2.3.2 Déduction de la formule Gindikin-Karpelevich de celle de Macdonald 44



0.1 Introduction

Ce mémoire a pour principal objet d’étude les immeubles. Il est composé de deux cha-
pitres, le premier est une introduction aux immeubles et le deuxiéme fait le lien entre algébres
de Hecke sphériques, algébres d’Iwahori-Hecke et immeubles, d’abord en utilisant les tech-
niques de | | puis en construisant I'isomorphisme de Satake.

Les immeubles sont des objets géométrico-combinatoires introduits dans les années 60 et
axiomatisés par Jacques Tits. Ce sont des complexes simpliciaux vérifiant certaines proprié-
tés. Le principe général des techniques immobiliéres est d’étudier des groupes potentiellement
abstraits en utilisant de la géométrie affine. Originellement le but de leur introduction était
d’étudier les groupes de Lie semi-simples, mais le champ des applications s’est grandement
élargi depuis. On peut citer notamment I’étude des groupes réductifs sur des corps locaux, ou
plus récemment, I’étude des groupes de Kac-Moody. Plus précisément, dans | |et| ],
Francois Bruhat et Jacques Tits associent a certains groupes réductifs sur des corps valués
henséliens, et notamment a tout groupe réductif sur un corps de valuation discréte hensélien
a corps résiduel parfait (dont les Q, sont des exemples) des immeubles qui permettent de les
étudier. Ces immeubles sont appelés immeubles de Bruhat-Tits. Il existe cependant des im-
meubles ne provenant pas de tels groupes. Plus récemment, dans | |, Stéphane Gaussent
et Guy Rousseau ont associé une « masure » a tout groupe de Kac-Moody symétrisable sur
un corps K muni d’une valuation discréte avec un corps résiduel contenant C. Ces masures
sont axiomatisées dans | |. Elles généralisent les immeubles euclidiens mais une diffé-
rence majeure avec ces derniers est que deux points de la masure ne sont pas toujours dans
un méme appartement. Dans ce mémoire, les immeubles étudiés ne sont pas définis a partir
de groupes mais les résultats obtenus s’appliquent & de tels immeubles.

Dans le deuxiéme chapitre on introduit les algébres de Hecke et d’Iwahori-Hecke et on
associe une algébre de d’Iwahori-Hecke a un immeuble régulier, puis une algébre de Hecke
sphérique a un immeuble d’épaisseur finie sur lequel un groupe agit fortement transitivement.
On démontre ensuite 'isomorphisme de Satake, qui est un isomorphisme entre 1’algébre de
Hecke sphérique d’un immeuble et une certaine algebre de polyndmes reliée a I'immeuble.
Cet isomorphisme montre notamment que ’algébre de Hecke sphérique d’un immeuble est
isomorphe au centre de 'algébre d’Iwahori-Hecke de I'immeuble. A la fin de ce chapitre,
j'expose le début de nos recherches sur la formule de Gindikin-Karpelevich. L’objectif est
d’écrire une preuve de cette formule en termes immobiliers puis de la généraliser aux masures.

Les algebres de Hecke ont été introduites par Hecke en 1937. Elles étaient a l'origine
définies comme des algébres engendrées par des opérateurs sur des formes modulaires. L’iso-
morphisme de Satake a été découvert dans les années 60. En revanche le lien entre algebre
de Hecke, d’Iwahori-Hecke et I'isomorphisme de Satake avec les immeubles a été découvert
plus récemment (par exemple dans | | et | D-



Chapitre 1

Immeubles

Ce chapitre est une introduction aux immeubles. La plupart des résultats y sont énoncés
sans preuve.

On définit ici les immeubles par deux maniéres un peu différentes, la premiére, plutot
géométrique reposant sur des complexes simpliciaux et la deuxiéme, plus combinatoire utili-
sant la notion de W-distance, ou (W, S) est un groupe de Coxeter (notion que 'on définira).
Les deux approches seront importantes dans ce mémoire.

1.1 Complexe simplicial

Cette partie provient majoritairement de | |.

Définition 1.1.0.1. (complexe simplicial) Un compleze simplicial ayant pour ensemble de
sommets V est une famille A de sous-ensembles de V' (que 'on nommera simplexes) telle
que :

(i) pour tout v de V, {v} est un simplexe

(ii) tout sous-ensemble d’un simplexe A est lui-méme un simplexe (appelée face de A).

Pour tout simplexe A de A, on définit son rang r comme étant le cardinal de A et sa
dimension par r — 1.

Un sous-complexe de A est un sous-ensemble A’ de A tel que A’ est lui-méme un complexe
simplicial, d’ensemble de sommets V' C V.

Remarque 1.1.0.2. Pour deux simplexes A et B d’un complexe simplicial A, on dit que A <
B si A est une face de B. Cette définition munit A d’une structure d’ensemble partiellement
ordonné qui vérifie de plus :

(i) Toute paire A,B d’éléments de A admet un plus grand minorant, que l'on notera
abusivement AN B

(ii) Pour tout simplexe A de A, I'ensemble partiellement ordonné A<, des faces de A est
isomorphe & (P([1,7]), C), pour un certain r € N.

En fait, tout ensemble partiellement ordonné A vérifiant (i) et (ii) peut naturellement étre
vu comme un complexe simplicial en prenant pour ensemble de sommets V = {z € Al|x ~
{1}}. Pour A € A, on pose alors A" = {v € V|v < A}. L’ensemble partiellement ordonné
A est alors isomorphe (en tant qu’ensemble partiellement ordonné) au complexe simplicial

A = ({A|A € A}, V).

Exemple 1.1.0.3. Pour tout n € N*, P([1,n]) est un simplexe appelé simplexe standard de
dimension n — 1.



Définition 1.1.0.4. (adjacence, galerie, complexe de chambres) Soit (A,V) un complexe
simplicial. Une galerie est une suite finie (Cy, ..., C,) de simplexes mazimauz (face d’aucun
autre simplexe qu’eux-mémes) telle que pour tout ¢ € [0,n — 1], C; et C;41 sont adjacents,
c’est-a-dire qu’ils ont une face de codimension 1 en commun.

Un compleze de chambres est un complexe simplicial A de dimension finie tel que tous
les simplexes maximaux ont la méme dimension (ils sont alors appelés chambres) et tel que
pour tout couple de chambres C, D de A, il existe une galerie reliant C' & D. La dimension
de A est alors la dimension de n’importe laquelle de ses chambres.

Dans un complexe de chambres, les faces de codimension 1 s’appellent des cloisons.

Si A est un complexe de chambres, on note C(A) I'ensemble de ses chambres.

Définition 1.1.0.5. (morphisme de complexe simpliciaux, morphismes de chambres) Un
morphisme de complexes simpliciauz entre deux complexes (A, V) et (A, V') est une appli-
cation ® : V — V' qui envoie les simplexes de A sur les simplexes de A’. Lorsque pour tout
simplexe A de A, ®(A) et A ont la méme dimension (c’est-a-dire quand ® est injective), on
dit que ® est non-dégénérée. Lorsque que A et A’ sont des complexes de chambres de méme
dimension, ® est non-dégénérée si et seulement si elle envoie les chambres sur des chambres.
Dans ce cas, on dit que ® est un morphisme de chambres.

Remarque 1.1.0.6. Un morphisme de chambres envoie les chambres adjacentes sur des
chambres adjacentes, et donc les galeries sur des galeries.

Réalisation géométrique d’un complexe simplicial Tout complexe simplicial (A, V)
peut s’interpréter géométriquement de la maniére suivante : on choisit un espace vectoriel
sur R ayant pour base un ensemble de symboles (e, ),ey. Pour tout simplexe non vide A, on
pose alors |[A| = {3, .4 Aveu|(Ay) €]0,1[%et > 4 Ay = 1}. On pose alors [A] = [J,ca |4]
c’est la réalisation géométrique de A. Dans le cas ot A est fini, on munit |A| de la topologie
usuelle de RV, Cette définition justifie le terme de dimension dans la définition 1.1.0.1, par
exemple la réalisation géométrique du simplexe {1,2,3} de P({1,2,3}) est un triangle plein.
Cette réalisation géométrique est illustrée sur la figure 1.1.1 Sa face de dimension 2 est la
face représentée en rouge, ses faces de dimension 1 sont les arétes a, b et ¢ et ses sommets
sont A, B et C.

Soient A et A’ deux complexes simpliciaux et f : A — A’ un morphisme. On a alors une
application |f| : |A| — |A’| appelée réalisation géométrique de f définie par |f|(D Aye,) =
22 Aoy

Définition 1.1.0.7. (complexe de chambres étroit, épais) Soit A un complexe de chambres.
On dit que A est étroit lorsque toute cloison est face d’exactement deux chambres.
Lorsque toute cloison de A est face d’au moins trois chambres, on dit que A est épais.

Exemple 1.1.0.8. (voir figure 1.1.2)

Soit {Py,..., Pi1} un ensemble & 11 éléments. Alors A; = P({Ps, Ps}) U P({Pr, Ps} U
P({Pg, Pg})UP({PS, Pl()})U({Plo, Pll})a Az = P{Pl, PQ, Pg}UP({PQ, Pg, P4}) et A = A1UA2
sont des complexes simpliciaux. Le complexe A n’est pas un complexe de chambres mais Ay
et A, le sont, et leurs dimensions sont 1 et 2. Les chambres de Ay sont {P;, P, Ps} et

{PQ, P3, P4} et ses cloisons sont {P17P2}, {PQ, Pg}, {Pl, Pg}, {PQ, P4} et {Pg, P4}

Définition 1.1.0.9. (distance combinatoire, galerie minimale)

Soit A un complexe de chambres. On appelle distance combinatoire de A la distance
da : A x A — N qui a deux chambre C,C" associe la longueur d’une galerie de longueur
minimale joignant C' & C’. Une telle galerie est appelée galerie minimale.
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FIGURE 1.1.1 — Simplexe standard de dimension 2

FIGURE 1.1.2 — Illustration des complexes simpliciaux de I'exemple 1.1.0.8



F1GURE 1.1.3 — Exemples de complexes étiquetables et non-étiquetables

Remarque 1.1.0.10. Pour vérifier qu'un automorphisme ¢ de complexe de chambres étroit
est l'identité, il suffit de vérifier qu’il fixe une chambre C'. En effet, si C’ # C' est une chambre
adjacente a C', son image par ¢ est une chambre distincte de C' qui contient la face commune
a C et (', c’est donc C" par définition de ’étroitesse. On en déduit par récurrence sur la
distance a C' que ¢ est l'identité. Cette propriété est parfois appelée argument standard
d’unicité.

Définition 1.1.0.11. (étiquetage) Soit (A, V) un complexe de chambres. Un étiquetage de
A par un ensemble I est une fonction A : A — V telle que pour toute chambre C' € C(A),
Alc est une bijection.

Lorsqu’un étiquetage existe, on dit que A est étiquetable.

Si P € V, on appelle type de P I’élément \(P). Plus généralement, si A est une facette
de A, on appelle 'ensemble A(a) le type de A.

Lemme 1.1.0.12. Soit A un complexe étiquetable, d’étiquetage (X, I). Alors :

(1) Uétiquetage de A est fondamentalement unique dans le sens ot si I' est un ensemble
et N @ A — I' est une application, (N, 1) est un étiquetage de A si et seulement s’il existe
une bijection o : I — I’ telle que N = oo \.

(ii) si A\, X' sont des étiquetages de A, et si C' est une chambre de A, alors \c = )\10 st
et seulement si A = X

(111) pour tout ensemble 1" tel qu’il existe une bijection o : C — 1", il existe un unique
étiquetage N de A tel que )\T’C =o.

Le (i) de ce lemme se démontre en utilisant le fait que pour toutes chambres C, C" € C(A),
il existe une galerie de C' a C” et (ii) et (iil) se déduisent de (i).

Exemple 1.1.0.13. (voir figure 1.1.3)

Soit {Py,... P;} un ensemble & 7 éléments. Soient A; = P({Py, P}) U P({P,, Ps}) U
P({Pl, P3}) et AQ = P({P4, P5}) U P({Pg,, Pﬁ}) U P({P@, P7}) U P({P7, Pl}) Alors Al n’est
{P4,P7}—>Z/22

pas étiquetable et A, 'est, en prenant A : »
P, — i[2]

par exemple. Par ailleurs, ces

deux complexes sont étroits.

Définition 1.1.0.14. (type d’une galerie) Soit (A, ) un complexe étiqueté. Soit I' = (Cy, ..., C},)
une galerie non-bégayante (c’est-a-dire C;_y # C; pour tout i € [1,n]). On définit son type
t(T') par t(I') = (i1,...,i,), ou pour tout k € [1,n], i, = A(P), ot P est le sommet de Cy
qui n’est pas un sommet de Cj_; (on pourrait aussi prendre le sommet @) de Cy_; qui n’est
pas dans C}, puisque par définition d’étiquetage, ces sommets ont le méme type).



1.2 Systéme de Coxeter

1.2.1 Groupes de réflexions
1.2.1.1 Groupes de réflexions fini

Dans cette sous-partie on définit ce qu’est un groupe de réflexions, en adoptant un point
de vue géométrique. On verra a la fin de la partie 1.2 que ces groupes sont des groupes
de Coxeter et que tout groupe de Coxeter est isomorphe & un groupe de réflexions. A ces
groupes, ou ce qui est équivalent, aux groupes de Coxeter, nous associerons un complexe de
chambres, qui sera nécessaire a la définition géométrique des immeubles. Cette partie provient
majoritairement de | |. Dans tout le mémoire, sauf mention explicite du contraire, les
réflexions sont des réflexions orthogonales.

Soit V' un espace euclidien. Soit W un groupe engendré par un ensemble S de réflexions
vectorielles de V. Pour un hyperplan H de V', on note sy la réflexion par rapport & H. On
pose H l'ensemble des hyperplans de V' tels que sy soit dans W. Cet ensemble est stable
par W . Lorsque H est fini, W est fini (cela vient du fait que W agit fidélement sur ‘H, donc
W — Bij(H)) et on dit que W est un groupe de réflexions fini. On appellera tout hyperplan
de H un mur de W.

Soit VW l'ensemble des points fixés par W. Posons Vo = VW = (o, H. Alors Vi == V-
est stable par . On dit que V; est la part essentielle de V' et que Vj est sa part non-essentielle.
On dit que (W, V) est essentiel lorsque Vi = 0. Lorsque (W, V') n’est pas essentiel, on peut
se ramener a I’étude d'un cas essentiel en considérant (W, V7).

Définition 1.2.1.1. (irréductibilité) Lorsque (W, V) et (W', V') sont des groupes de ré-
flexions finis, (W x W',V x V') est un groupe de réflexions vectoriel. On dit qu'un groupe
de réflexions fini (W, V) est @rréductible lorsque il n’admet pas de telle décomposition non
triviale.

1.2.1.2 Groupes de réflexions

Comme dans la sous-partie 1.2.1.1, on considére ici des groupes engendrés par des ré-
flexions sur un espace euclidien V', mais cette fois on ne les suppose plus vectorielles. Soit
W un groupe engendré par un ensemble de réflexion (affines) S de V. Pour un hyperplan H
de V, on note toujours sy la réflexion par rapport a ’hyperplan H. Soit H l’ensemble des
hyperplans H tels que sy soit dans W. Lorsque H est localement fini, c’est-a-dire que tout
point z € V', admet un voisinage U tel que {H € H|HNU # (0} est fini, on dit que W est un
groupe de réflexions. On peut alors choisir comme ensemble S engendrant W un ensemble
fini, ce que nous préciserons au théoréme 1.2.2.7. Les hyperplans de H sont encore appelés
les murs de W.

Pour un endomorphisme affine f € Aff(V'), on note f* sa partie vectorielle (d’une maniére
générale dans ce mémoire, lorsque I’on manipulera des objets affines et vectoriels, les objets
vectoriels seront souvent suivis de lexposant «”» ). Soient WY = {w’|w € W} et H”
I’ensemble des hyperplans (vectoriels) H de V tels que sy soit dans W". Alors W" est un
groupe de réflexions fini d’ensemble de murs H". L’ensemble H" est ’ensemble des directions
des murs de W. Pour H € H, on note H” I'hyperplan paralléle & H passant par 0. Alors
HY = {H"|H € H}.

Définition 1.2.1.2. On dit que W est essentiel si W@ est essentiel, et que W est irréductible
s’il n’admet pas de décomposition non triviale (W, V) = (W’ x W” V' x V"). De méme que



dans la partie 1.2.1.1, on peut réduire notre étude au cas d'un irréductible et essentiel. On dit
qu'un groupe de réflexions (W, V') est euclidien lorsqu’il est essentiel, irréductible et infini.
Dans ce mémoire, on s’intéressera surtout aux groupes de réflexions euclidiens et aux groupes
de réflexions finis.

Il existe un point x € V' tel que Staby (z) = {w € W|wz = 2} ~ W". Quitte a effectuer
un changement d’origine, on peut supposer que x = 0, ce que 'on fera par la suite. Nous
verrons que le groupe W est fini si et seulement si W = WV, c’est-a-dire si et seulement si
W admet un point fixe.

Pour v € V, on note 7, la translation de V' de vecteur v. Soit L = {v € V|1, € W}. Alors
si (W, V) est un groupe de réflexions euclidien, L est un réseau de V' et on a la proposition
suivante :

Proposition 1.2.1.3. Le groupe W est égal a L x W?".

1.2.1.3 Complexe de chambres associé a4 un groupe de réflexions

Nous allons maintenant introduire une partition de ’espace V' en facettes, qui seront
certaines parties convexes, ouvertes dans I'espace affine qu’elles engendrent.

Pour chaque hyperplan H de H", on choisit une forme affine fy de Aff(V,R) dont H est
I'ensemble des zéros. Soit F = {fg|H € H"}, alors H = {ker f|f € F}.

Définition /Proposition 1.2.1.4. (facette, support, facette, cloison, face, complexe de chambres,
mur)

Soit A C V. On dit que A est une facette s'il existe Ry € {<,=,>}" tels que :

A={x e V|VH € H, fu(x)Ru0}.

Le support supp(A) d’une facette A est 'espace affine qu’elle engendre. La dimension
d’une facette est la dimension de son support.

On dit que A est une chambre lorsque I'une des trois conditions équivalentes est vérifiée :
(i)Ry # «=» pour tout H € H

(ii) A # 0

(iii) supp(A) = V.

Si A est une facette, I’ensemble des murs de A est ’ensemble des hyperplans H de H tels

que HN A # (). On peut remarquer par ailleurs que ’adhérence d'une facette non vide peut
s’obtenir en remplacant les inégalités strictes qui la définissent par des inégalités larges.

On dit que A est une cloison lorsque son support est un mur.

Si A et A’ sont des facettes, on dit que A’ est une face de A ce que 'on note A’ < A,
lorsque A" C A). Si A= {z € VIVH € 1, fy(x)Ry0} et A' = {x € V|VH € H, fu(x)R};0}
sont non vides, cela revient & dire que pour tout H € H, si Ry = « <», R}y € {<,=}, si
Ry =«=», Ry =«=»etsi Ry =«>», Ry € {<,=}.

Cette définition de face munit ’ensemble des facettes d’une structure d’ensemble partiel-
lement ordonné qui en fait un complexe simplicial grace a la remarque 1.1.0.2 et ce dernier
est en fait un complexe de chambres que 'on notera (W, V). Les chambres de ce dernier vu
en tant que complexe de chambres sont bien les mémes que celles que I'on vient de définir
et sont de dimension n (pour les deux sens que l'on a défini). Deux chambres sont alors
adjacentes si elles ont une cloison en commun.

On a le théoréme de structure des chambres suivant :



Théoréme 1.2.1.5. Soit (W, S) un groupe de réflexions irréductible et essentiel.

On a les possibilités suivantes :

(i) W est fini, il admet alors un point fize. Toute chambre est un cone simplicial qui a
exactement n murs, ot n = dim V'

(i) W est infini, il n’a alors pas de point fize. Toute chambre a ezactement n+1 murs, de
vecteurs orthogonauz ey, . .., eny1. Toute sous-famille a n éléments de (€;)icp1 nqa) est libre.

Remarque 1.2.1.6. On verra au théoréme 1.2.2.7 que ’on peut choisir comme ensemble de
générateurs S 'ensemble des réflexions par rapport aux murs de n’importe quelle chambre.

Exemple 1.2.1.7. Les sous-groupes de réflexions de R sont & isomorphisme prés :

(i) {#Id}, les chambres sont alors R% et R*

(ii) Le groupe D, engendré par les réflexions par rapport aux entiers. Il est composé des
réflexions par rapports aux entiers et des translations d’un entier pair. Les chambres sont les
intervalles de la forme |k, k + 1] pour k € Z et les murs, qui sont aussi les cloisons, sont les
{k}, pour k € Z. Si C est une chambre et si s et ¢ sont les réflexions par rapports aux murs
de cette chambre, D, est engendré par s et ¢, et pour tous k, k' € Z, (st)* = (st)* implique
k = E'. On reverra cet exemple lorsque 1'on parlera des groupes diédraux (exemple 1.2.2.3).

Théoréme 1.2.1.8. Soit (W, V) un groupe de réflexions. Alors W agit simplement tran-
sitivement sur l’ensemble des chambres de L(W, V), et si C,D sont deur chambres, avec

D =wC, avec w = sg,...su,, (D, sy, D,su, ,5m.D,...,w'C) est une galerie de D a C'.

L’action de W sur X(W, V) permet d’é¢tudier W.

Ceci ameéne a se demander quelles conditions sur le groupe W permettent de I’étudier par
ce biais, en définissant des murs et une action de W sur ces murs, sans pour autant que W
soit défini géométriquement. Dans la suite nous allons exposer des conditions a vérifier sur
W pour pouvoir le faire. Ceci nous meénera a la définition de groupe de réflexions abstrait,
puis a celle de groupe de Coxeter.

1.2.2 Systéme de Coxeter
1.2.2.1 Groupes de réflexions abstraits

Soit W un groupe engendré par un ensemble S d’involutions. On dira que s € W est une
réflexion si elle est conjuguée a un élément de S par W. Soit H un ensemble en bijection avec
I'ensemble des réflexions, par une certaine bijection H +— sy. Dans | | chapitre II, on
constate que pour pouvoir associer un complexe de chambres & W qui puisse interpréter H
comme ’ensemble d’hyperplans de la sous-partie 1.2.1.1, il faut que (W, S) vérifie la condition
suivante :

(A) : Il existe une action de W sur H x {#1} tel que pour tout s € S, V(H,€) € H x {£1},

S.(H.¢) = (H,—e¢) éi 5= SH
(sH,€) sinon

1.2.2.2 Conditions de réécriture

Nous allons maintenant exposer des théorémes d’équivalence entre la condition (A) et des
conditions de réécriture ( cette sous-partie provient de | | chapitre II).

Soit (W, S) un groupe engendré par un ensemble S d’involutions. Tout élément w de W
s'écrit w = s1...s; avec (s;) € S*. On définit la longueur [(w) d'un élément comme étant
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I'entier &£ minimum permettant cette écriture. On a donc [(w) = 0 si et seulement si w = 1
et [(w) = 1 si et seulement si w € S. On dit qu’une écriture w = s; ... 53, avec (s;) € S* d’'un
élément w € W est réduite lorsque k = [(w).

Exposons maintenant trois conditions d’écriture des éléments de W :

(D) Pour tout w € W, si w = sy ...54 avec d > l(w), (s;) € S%, alors il existe i, j € [1,d]
telsque i # j et w=s51...5;...5;...54, ol les accents circonflexes signifient que ’on retire
I’élément en dessous 'accent de la décomposition.

(E) Soient w € W, s € S et une écriture réduite w = sy ...s4 de w. Alors, soit [(sw) =
[(w) + 1, soit il existe i € [1,d] tel que w = ss1...8;...54.

(F) Soient w € W, et s,t € S tels que [(sw) = I(w)+1 = [(wt). Alors soit I(swt) = I(w)+2,
soit swt = w.

1.2.2.3 Générateurs et relations

Soit (W, S) un couple tel que W est un groupe et S C W est une partie finie de W
I’engendrant.

On dit qu’il vérifie (C) si W admet la présentation suivante :

(st)™st = 1,Vs,t € S, ot les my; = my, sont des entiers strictement positifs tels que
mss = 1 pour tout s € S et tel que m;; > 2 pour tous s,t € S distincts.

Définition /Proposition 1.2.2.1. En conservant les mémes notations, pour tous s,t € S, st
est d’ordre my,. On peut alors associer a (W, .S) la matrice (mg¢)ses qui est appelée matrice
de Cozeter associée a (W, S).

1.2.2.4 Systémes de Coxeter

Définition /Théoréme 1.2.2.2. Soit (W, S) un couple tel que W est un groupe engendré
par S, et tel que les éléments de S sont des involutions. Alors les conditions (A), (C), (D),
(E) et (F) sont équivalentes.

Un tel couple sera appelé systéeme de Cozxeter ou simplement groupe de Coxeter.

Exemple 1.2.2.3. (groupe diédral) Soit n € Ns,. Soit P, = {e¥*/?|k € [0,n — 1]} C R
Soient D,, le groupe des isométries de R? stabilisant P,, s la réflexion par rapport a la
droite passant par 0 et 1, et t la réflexion par rapport a la droite passant par 0 et /™.
Alors (D, {s,t}) est un systéme de Coxeter, appelé n-iéme groupe diédral. Pour n € Nx,,
(D, {s,t}) peut étre vu comme le groupe de réflexions de R? engendré par les réflexions par
rapports aux murs Re?*™/™ pour k parcourant [0,n — 1].

Pour n = oo, on note D, le groupe engendré par s et t vérifiant s> = 2 = 1. Alors
(Do, {s,t}) est aussi un systéme de Coxeter, et il est infini.

Ces groupes sont fondamentaux, notamment du fait que si (W,S) est un systéme de
Coxeter, et si s #t € S, alors (s,t) est un groupe diédral.

Définition 1.2.2.4. Soient n € N* et M € M, (ZU{oo}). On dit que M est une matrice de
Cozxeter lorsque m;; = 1 et m; ; = m;; > 2 pour tous 4, j € [1,n] tels que i # j.

Si M est une matrice de Coxeter, alors le théoréme suivant montre qu’elle est la matrice
de Coxeter d'un groupe de Coxeter :
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Théoréme 1.2.2.5. Soit M une matrice de Cozeter de taille n. Alors le systéme (W, S), ou
W est défini par la présentation W = ((si)icpn]; (8i5;)™ = 1) et S = {s;,1 € [1,n]} est un
groupe de Coxeter de matrice de Coxeter M.

Une preuve de ce théoréme repose sur le fait qu’on peut associer & un systéme de Coxeter
(W, S) une représentation linéaire de W de dimension n = |S| de la maniére suivante.

Soit V' un espace vectoriel ayant pour base des symboles (e;)ic[in]-

Soit B la forme bilinéaire définie sur V' par B(e;, e;) = — cos(m/m;;), pour tous i,j €
V=V
r— x —2B(e;,x)e;
Chaque o; est alors une réflexion par rapport a I'hyperplan e;-. On peut alors définir une

[1,n], ot on pose /00 = 0. Pour i € [1,n], on pose o; :

. . W — GL(V) ) . . o
représentation p : = Cette représentation est de plus fidéle, c’est-a-dire que p est
Si 0;.
injective.
0

Remarque 1.2.2.6. On fera attention au fait que la forme bilinéaire B est non dégénérée si
et seulement si I est fini, ce qui est équivalent au fait que tous les m, ; sont finis. Dans ce cas,
on peut voir W comme un groupe de réflexions fini (de la sous-partie 1.2.1.1) en munissant
I’espace vectoriel vectoriel V' d’un produit scalaire W invariant. C’est possible en posant, si
(| ) est un produit scalaire sur V, < z,y >= > (wz|ry) pour tous z,y € V.

Une autre subtilité est le fait que W est vu comme un sous-groupe de GL(V'), c’est-a-dire
que tout élément de W fixe 0. Par exemple si (W, V') est un groupe de réflexions euclidien,
donc sans point fixe, avec V' de dimension n (voir le théoréme 1.2.1.5), la représentation qu’on
obtient est une représentation de dimension n + 1.

Théoréme 1.2.2.7. Soient (W, S) un groupe de réflexions et C' une chambre de W. Notons
S" ensemble des réflexions orthogonales par rapports aur murs de C (qui sont en nombre
fini par le théoreme 1.2.1.5). Alors (W, S") est un systéeme de Cozeter.

La classification des groupes de réflexion et des systémes de Coxeter est achevée, on ne
fera pas de listes de ces différents groupes. On pourra par exemple consulter | | pour
plus de détails.

1.2.2.5 Complexe simplicial combinatoire

On donne ici une définition combinatoire du complexe de chambres (W, S) associé a un
systéme de Coxeter (W, S), puis on étudie ce complexe. On verra notamment que lorsque
(W, V) est un groupe de réflexions fini ou euclidien, celle-ci est équivalente a celle donnée en
sous-partie 1.2.1.3.

Définition de ¥ On dit qu'un sous-groupe de W est spécial s’il est de la forme (A), ou
A C S, et qu'un sous-ensemble de W est spécial s’il est de la forme w(A), ouw € Wet A C S.
Soit X (W, S) 'ensemble des sous-ensembles spéciaux de W. Posons ¥ = (W, S). On munit
Y} d’une structure d’ensemble partiellement ordonné en déclarant que si A, B € 3, A < B si
et seulement si A D B (on remarquera que cet ordre est un peu contraire a l'intuition). Cet
ordre est compatible avec 'action de W, c¢’est-a-dire que pour A, Be€ Y et we W, A< B
équivaut & wA < wB. Cet ensemble partiellement ordonné est alors un complexe simplicial,
appelé compleze de chambres associé a (W, 5).
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Lorsque (W, S) est un groupe de réflexions fini ou euclidien, le complexe simplicial que
I'on vient de définir est isomorphe au complexe (W, S) que 'on a défini dans la sous-partie
1.2.1.3.

Expliquons un peu comment obtenir cet isomorphisme. Notons ¥/ = ¥(W, S) le complexe
de la sous-partie 1.2.1.3. Soit C” une chambre de ¥'. Si A" < C’, on pose Wa = {w €

/
WiwA = A}. Alors ESC, — 5e
A — War
groupes spéciaux de W est un isomorphisme d’ensemble partiellement ordonné. Comme les
actions de W sur I’ensemble des chambres de X et sur I’ensemble des chambres de Y sont
simplement transitive, il s’étend facilement en un isomorphisme de ¥’ sur ¥ compatible avec
I’action de W.

On dit qu’'un complexe simplicial A est un complexe de Coxeter si A est isomorphe a
Y(W,S) pour un certain systéme de Coxeter (W,S). Dans toute la suite de cette partie,
(W, S) sera un systéme de Coxeter, et 3 sera le complexe associé.

,ou Sg C X est 'ensemble partiellement ordonné des sous-

Facettes de ¥ Les facettes de ¥ sont les w(S\A), ot A C S et w € W. On peut vérifier que
pour que w(S\A) D w'(S\A'), il faut que A D A’, et si w(S\A) = w'(S\A'), alors A = A’
Ainsi, les chambres de ¥ sont de dimension n = |S|. Ce sont les {w}, ot w € W, les cloisons,
de dimension n — 1, sont les w(s) = {w,ws} tels que w € W et s € S et les sommets sont
les w(S\{s}) tels que w € W et s € S. Plus généralement, les facettes de dimension 7 sont
les w(S\I), ou I C S, avec |I| =n —i.

Deux chambres {w}, {w'} sont adjacentes si et seulement si elles ont une cloison en com-
mun, donc si et seulement si w’ = w ou s’il existe s € S tels que w' = ws. Dans ce cas
la, {w,ws} est la cloison commune & {w} et & {ws}. On en déduit en particulier que ¥ est
étroit.

On a un étiquetage A de ¥ par I'ensemble S, en posant pour tout sommet P = w(S\{s}),
A(P) = s. Cet étiquetage sera appelé étiquetage canonique de (W, S). Autrement dit, on a
la proposition suivante :

Proposition 1.2.2.8. Le complexe Y est un complexe étroit et étiquetable, et cet étiquetage
est W-invariant (on dit aussi que W préserve le type).

1.3 Systéme de racines

1.3.1 Premiéres définitions

Les systémes de racines ont été introduits afin d’étudier les algébres de Lie semi-simples.
A chaque systéme de racines est associé un groupe de Coxeter. Les systémes de Coxeter que
nous utiliserons dans la partie 2.2 proviendront de systéme de racines. Il existe cependant
des groupes de Coxeter qui ne proviennent pas de systémes de racines.

Cette partie s’inspire de | |.

Lemme 1.3.1.1. Soient V un espace euclidien sur R et R CV une partie génératrice de V.
Alors pout tout a € R\{0}, il existe au plus une réflexion (non forcément orthogonale) s,
telle que so(a) = —a et s(R) = R.

V-V

Pour a € V* et b € V, on définit s, :
T ox—x—a(x)b

. C’est un endomorphisme de V' et

lorsque a(b) = 2, c’est une réflexion de V.
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Définition 1.3.1.2. (systéme de racines)

Soient V' un espace vectoriel sur R de dimension finie, et R un sous-ensemble de V. On
dit que R est un systéme de racines s’il vérifie les conditions suivantes :

(i) R est fini, ne contient pas 0 et engendre V.

(ii) Pour tout o € R, il existe un élément ¥ de V* tel que a¥(«a) = 2 et que la réflexion
Sqv o stabilise R.

(iii) Pour tout a € R, a¥(R) C Z.

Par le lemme 1.3.1.1, pour tout a € R, a” est unique et la condition (iii) a bien du sens.
Pour a € R, on note s, la réflexion (non forcément orthogonale) sq qv.
Le sous-groupe WY(R) de GL(V') engendré par les s, est appelé groupe de Weyl de R.

Proposition 1.3.1.3. Soit (R, V') un systéeme de racines. Alors (RY,V*) est un systéme de
racines appelé systéme de racines inverse. De plus, pour tout « € R, oV’ = «.

Proposition 1.3.1.4. Soit R un systeme de racines. Alors on a un isomorphisme de groupes
W(R) — W"(RY)

canonique 1 .

u—tu”
En munissant V' d’un produit scalaire W'-invariant avec le méme procédé que dans la
remarque 1.2.2.6, ’ensemble (WY(R), V') est un groupe de réflexions essentiel fini. On peut en
particulier associer le complexe simplicial > qu’on a défini partie 1.2.1 et parler de chambres,
murs, etc... Les murs de ce groupe de réflexions sont les ker a, pour o € R.
Dans toute la suite de cette partie, sauf mention explicite du contraire, (R, V) est un
systéme de racines muni d’un produit scalaire W invariant.

Remarque 1.3.1.5. On peut identifier V et V* & I’aide du produit scalaire. On obtient alors
vV _ 2«

4T @l
Définition 1.3.1.6. (Somme directe de racines, irréductibilité)

Soient (Ry,V4),..., (R, Vi) des systémes de racines. Alors (Uf:1 R;, @le V;) est un sys-
téme de racines, appelé somme directe des R;.

Un systéme de racines est dit irréductible s’il est non vide et s’il n’est pas somme directe
de systéemes de racines non vides.

Remarque 1.3.1.7. Si R est un systéme de racines irréductible, le groupe de réflexions fini
associé 1’est aussi.

Proposition 1.3.1.8. Soit R un systéme de racines. Alors si deuz racines sont proportion-

nelles, elles ne peuvent l’étre que par un des facteurs de [’ensemble {j:%, +1,4+2}.

Définition 1.3.1.9. (racine indivisible, systéme réduit)
On dit qu'une racine est indivisible si %a ¢ R.
Un systéme de racines constitué de racines indivisibles est dit réduit.

1.3.2 Bases d’un systéme de racine

Théoréme 1.3.2.1. Soient R un systéme de racines et C* une chambre de Y. Sotent
Ly,...,L; les murs de C*. Alors :

(1) pour tout i € [1,1], il existe une unique racine indivisible o; telle que L; = ker o; et
que CV et «; soient du méme coté de L;

(11) Uensemble B(C") = {ay|i € [1,1]} est une base de V'

(111) CV est l'ensemble {x € V|a (x) > OVi € [1,1]}.
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Définition 1.3.2.2. Un ensemble de la forme B(C") pour une chambre C¥ de R est appelé
base de R.

Par le théoréme 1.2.1.8, W"(R) agit simplement-transitivement sur les bases de R ou, ce
qui est équivalent, sur les chambres de R.

Proposition 1.3.2.3. Soient B une base de R et a une racine indivisible de R. Alors il existe
w e WY(R) et B € B tel que o = wp3. En particulier, si R est réduit, R = J,cyyo(p w(B).

Théoréme 1.3.2.4. Soit B une base de R, B = {ay,...,}. On pose R* = RN@'_, Noy
et R-=—R". Alors R=Rt"UR".

Théoréme 1.3.2.5. Supposons R irréductible. On suppose que B = {ay, ..., } est une base
de R. Alors il existe une racine (unique) & = Zi=1 n;q; telle que pour toute racine 22:1 Picy;,
on ait n; > p;. De plus, & € C'. On appelle & la plus grande racine de R (relativement a B).

1.3.3 Groupe de Weyl affine

On suppose maintenant que R est réduit. Cette sous-partie et la suivante se généralisent
dans le cas non-réduit, mais il faut alors introduire des disjonctions de cas en fonction du
systéme de racines considéré, ce qui est fait dans | | par exemple.

Poids et poids radiciels On note Q(R) le sous-groupe de V engendré par R. C’est un
réseau de V', et toute base de R est une Z-base de Q(R). Alors Q(RY) est un réseau de V*.
On pose P(R) = {z € V|Vy* € Q(RY),< z,y* >€ Z}. On a alors 'inclusion Q(R) C P(R).
Les éléments de P(R) s’appellent les poids de R et ceux de Q(R) les poids radiciels de R.
On définit une base (\;)icpi,ny de V par < A;,a; >= 0, ; pour tous 7, j € [1,n]. Cette base
est une Z-base de P(R). On pose PT(R) = @ N\,;. Les éléments de P*(R) sont appelés les
poids dominants de R.

On munit V* d’un produit scalaire invariant par W"(R).

Pour a € Ret k € Z, on pose L, = {x € V*| < a,z >= k} et on note s, la réflexion
orthogonale par rapport a L .

Onapour o € Ret k € Z, So ) = Thav © Sa, OU Tev est la translation de vecteur ka”.

Définition 1.3.3.1. On appelle groupe de Weyl affine du systéme R et on note W(R) le
groupe de réflexions engendré par les s, x, pour o € Ret k € Z.

D’apreés la proposition 1.2.1.3, W(R) = W¥(R) x Q(R).

Le groupe W (R), muni des réflexions orthogonales s, x, pour o € R, k € Z, est un groupe
de réflexions, on peut donc lui appliquer les résultats de la sous-partie 1.2.1. On peut en
particulier lui associer un complexe simplicial £(W (R)) et c’est un complexe de Coxeter.

Lorsque R est irréductible, W (R) est un groupe de réflexions euclidien. On supposera
dans la suite de cette partie qu'on est dans ce cas la. Les chambres de ¥ = X(W(R)) sont
des simplexes par le théoréme 1.2.1.5. Pour les distinguer des chambres de ¥V = ¥(W") on
appellera ces chambres des alcoves, le terme chambre étant réservé au chambres de 7.

Proposition 1.3.3.2. Soit C¥ une chambre de RY. Alors :
(i) Il existe une alcove et une seule C' contenue dans C* et telle que 0 € C°
(it) Upenw w(C) est un voisinage de 0.
(111) Tout mur de C* est un mur de C.

Proposition 1.3.3.3. Soit C¥ une chambre de R et C l’alcove contenue dans C¥ a laquelle
0 est adhérent. On écrit B(C") = {ay,i € [1,{]}. Soit & la plus grande racine de R (voir le
théoreme 1.3.2.5 pour la définition). Alors C = {x € V*|a;(x) > 0 Vi € [1,1] et &(z) < 1}.
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FIGURE 1.3.1 — Systéme de racines Cy

FIGURE 1.3.2 — Systéme de racines BC,

1.3.4 Exemples

Exemple 1.3.4.1. Prenons V' = R? muni du produit scalaire usuel et notons (ey,es) sa
base canonique. Posons oy = €1 — €3, ag = 2e9, RT = {ay, a9, a1 + ag,2a1 + o} et R =
RTU—R*. Alors R est un systéme de racines dont {ay, as} est une base (c’est le systéme de
racines de type Cy, pour ceux qui connaissent cette classification). Sur la figure 1.3.1, I'alcove
fondamentale est le triangle bleu et la chambre fondamentale est le cone vert.

Exemple 1.3.4.2. On pose V' = R? muni du produit scalaire usuel, de base canonique (e, €3).
On pose ag = e1—ey et ag = ep. On pose alors RT = {aq, ag, g + g, a1 +2an, 20, 201 + 200 }
et R=R" LI —R". Alors R est un systéme de racines de base {ay, as} (c’est le systéme de
racines de type BC2). Sur la figure 1.3.2, 'alcove fondamentale est le triangle bleu et la
chambre fondamentale est le cone vert.

1.3.5 Groupe de Weyl affine étendu

Dans cette sous-partie, on définit le groupe de Weyl affine étendu W(R) associé a un
systéme de racines réduit R. Ce groupe contiendra W (R) et ne sera pas forcément un systéme
de Coxeter. Il sera cependant muni d’une longueur [ prolongeant celle de W (R). Ce groupe
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nous servira a définir 'algeébre de Hecke affine. Cette sous-partie, ainsi que la partie 2.1.3 sont
plus d’ordre culturel et ont pour objectif de mettre en avant le lien entre algebre d’Iwahori-
Hecke et algébre de Hecke sphérique que nous définirons aux parties 2.1.1 et 2.2.3, sans
pour autant rentrer dans les détails. On suit ici la description de | |, sans donner de
démonstrations.

On pose W(R) = W¥(R) x P(R), cest le groupe de Weyl affine étendu associé a R.
On a alors W/ W ~ P/Q, qui est un groupe abélien fini comme quotient de deux réseaux
de méme rang. Le groupe W permute toujours les chambres de Y(R) mais il n’agit plus
forcément simplement transitivement sur ces chambres (I’action est fortement transitive si et
seulement si P = @). Cette action permet de définir une longueur de la maniére suivante : si
w € W, on note [ (w) le nombre de murs de X séparant C' et wC' (ot on dit qu'un hyperplan
sépare deux chambres si ces deux chambres sont d'un coté et de autre de I'hyperplan). La
fonction I prolonge bien la longueur de W et si w,w’ € W, l(w) +(w') < l(ww'). L’ensemble
G = {w € W|l(w) = 0} est alors un sous-groupe de W. C’est le stabilisateur de C' dans
W.OnaW =W xGet G~ P/Q. Ainsi, siw € W, w = w'g, avec w' € W et g € G et
l(w) =1(w").

1.4 Immeubles

1.4.1 Définition en termes d’appartements

Définition 1.4.1.1. Cette partie provient de | |.

Un émmeuble est un couple (A, A) ot A est un complexe simplicial A et A est un ensemble
de sous-complexes de A tel que A = ;. 4 X, vérifiant les trois axiomes suivant :

(BO) Chaque appartement est un complexe de Coxeter.

(B1) Pour tous simplexes A, B, il existe un appartement les contenant tous les deux.

(B2) Si ¥ et ¥’ sont des appartements contenant des simplexes A et B, il existe un
isomorphisme de ¥ sur ¥/ fixant les faces de A et de B.

Remarque 1.4.1.2. Certains auteurs ajoutent ’hypothése que A est un complexe simplicial
épais.

On parlera souvent d’un immeuble comme d’un complexe simplicial A et non comme d’un
couple (A, A).

L’axiome (B2) peut étre remplacé par I'un des deux axiomes suivants :

(B2’) Si ¥ et ¥/ sont deux appartements contenant un simplexe A et une chambre C, il
existe un isomorphisme de ¥ dans ¥’ fixant les faces de A et de C.

(B2”) Si deux appartements > et ¥’ ont une chambre en commun, alors il existe un
isomorphisme d’appartements fixant tous les simplexes de ¥ N X',

Proposition 1.4.1.3. Un immeuble A est étiquetable. De plus, dans l’axiome (B2), on peut
choisir lisomorphisme ¥ — X' de telle sorte qu’il préserve I'étiquetage.

Démonstration : Soient C' une chambre et ¥ un appartement la contenant. Par la pro-
position 1.2.2.8 et le paragraphe qui la précéde, on munit > de son étiquetage canonique Ay
de Y. Soit ¥’ un appartement contenant C. Il existe alors un unique étiquetage sy de X’
coincidant avec Ay sur C' (I'unicité vient du lemme 1.1.0.12 (ii)). On a donc Ay = Ag o @,
ou & : ¥ — ¥ est I'isomorphisme fixant les simplexes de ¥ N Y de I'axiome (B2”). Ainsi,
Asy jznsy = Az jznsy. On peut donc prolonger Ay a l'union des appartements contenant C,
qui est A par définition d’un immeuble. []
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Remarque 1.4.1.4. Chaque choix d’appartement muni de sa structure de complexe de
Coxeter ¥ = X(W,S) détermine un étiquetage canonique de (A, X). En effet un tel choix
détermine 1’étiquetage canonique A\ de . Comme on sait par la proposition précédente que
A est étiquetable, par le lemme 1.1.0.12 (iii) il existe un unique étiquetage de A prolongeant
A

Remarque 1.4.1.5. En prenant dans 'axiome (B2) les deux simplexes vides, on constate
que tous les appartements d’'un immeuble sont isomorphes et ont donc la méme matrice de
Coxeter. On peut donc associer a tout immeuble une matrice de Coxeter. De plus, pour tous
appartements X, > il existe un isomorphisme ¥ — ¥ préservant le type.

1.4.2 Arbres

Définition 1.4.2.1. Soit I' = (S, A) un graphe de sommets S et d’arétes A. Une suite
s = (5;)iclon] € Sloml est appelée chemin lorsque pour tout i € [1,n], {s;_1,s;} est une aréte
(c’est-a-dire que {s;_1,s;} € A). On appelle alors l'entier n la longueur de s.

Si s est un sommet de S, la valence de s est le nombre d’arétes contenant s.

Un circuit est un chemin s = (s;);cpo.n] tel que so = s, et tel que pour tous 4, j € [0, n]
tels que @ # j et {i,j} # {0,n}, s; # s;.

On appelle arbre tout graphe connexe qui ne contient pas de circuit.

On appellera chemin infini a droite toute suite (s;) € SN telle que pour tout k € N |
(8i)icfo,e] est un chemin de I'. On appelle chemin infini & gauche (respectivement chemin
infini a gauche et a droite) toute suite (s;) € S™N (respectivement (s;) € S%) telle que (s_;)
soit un chemin infini a droite (respectivement (s;);en €t (8;)ic—n sont des chemins infinis a
droite). Si s = ($;)iex est un chemin, on dit que a est une aréte de s si a est de la forme
{4, si11} pour un certain i € X.

On appellera arbre euclidien tout arbre I' tel que pour toute aréte a de I', a est I'aréte
d’un chemin infini & gauche et a droite.

SiT est un arbre euclidien et (s;)ien, (S})ien sont des chemins, on dit que s ~ s §'il existe
ke Z, 1 €N tels que (sitk)ien., = (5})ien,- On appelle bout de I' toute classe d’équivalence
pour cette relation.

On peut représenter tout arbre comme sur la figure 1.4.1.

N

AN

FIGURE 1.4.1 — Arbre non-homogéne

On a alors un arbre euclidien en imaginant que ’on a tronqué I’arbre aux sommets bleus
mais qu’il continue a l'infini aprés chaque sommet.

17



.

v

FIGURE 1.4.2 — Rétraction par sur A par rapport a C'

Proposition 1.4.2.2. Un arbre euclidien est un immeuble dont chaque appartement est
isomorphe au complexe de Coxeter de D.,. On peut choisir comme appartements les sous-
graphes isomorphes a Z.

Les arbres euclidiens nous serviront souvent comme illustrations. La raison principale de
ce choix est qu’ils sont beaucoup plus faciles a représenter graphiquement que les immeubles
quelconques.

1.4.3 Rétraction sur un appartement de centre une chambre

Cette partie s’inspire de | |.
Des outils fondamentaux dans I’étude des immeubles sont les rétractions. Il y en a plusieurs
types. Nous en voyons un premier dans cette sous-partie.

Définition /Proposition 1.4.3.1. (rétraction par rapport a une chambre d’un appartement)

Soient A un immeuble. Soient ¥ un appartement de A et C' une chambre de Y. Alors
il existe un unique morphisme py, ¢ : A — X qui fixe tous les simplexes de X. Si ¥’ est un
appartement de A contenant C, ps ¢ v est I'unique isomorphisme ' — ¥ qui fixe toutes
les faces de C. Cette application est une rétraction, c’est-a-dire que py o |z = id et que
ps.c(A) =X, appelée rétraction sur ¥ de centre C.

Proposition 1.4.3.2. Soient A un immeuble, ¥ un appartement et C' une chambre de X.
Alors p = ps.c a les propriétés suivantes :

(i) Pour toute face A < C, p~1(A) = {A}.

(ii) p préserve les distances a partir de C, c’est-a-dire que da(C, p(D)) = da(C, D) pour
toute chambre D € A, ou da est la distance combinatoire de la définition 1.1.0.9.

(111) p est l'unique morphisme de chambres A — X qui fize toutes les facettes de C' et qui
préserve les distances a partir de C.

Remarque 1.4.3.3. On en déduit que les appartements sont convexes, c¢’est-a-dire que si X
est un appartement et si C, D sont deux chambres de X, toute galerie minimale dans A de
C' a D est en fait incluse dans 2. En particulier, da(C, D) = dx(C, D), ot da et dys sont les
distances combinatoires de la définition 1.1.0.9.
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Exemple 1.4.3.4. On reprend 'arbre de la figure 1.4.1. ’appartement A est celui colorié en
vert et la chambre C est celle qui se situe entre les deux sommets rouges. La seule chambre
qui se rétracte sur la chambre située entre le sommet bleu et le sommet rouge et qui n’est
pas dans A est celle coloriée en bleu. Les chambres qui se rétractent sur la chambre située
entre les sommets jaunes sont celles coloriées en jaune.

1.4.4 Définition en terme de W-distance

Dans cette sous-partie, on voit une définition équivalente d’immeuble en terme de W-
distance, et on montre un sens de I’équivalence. Pour plus de détails, on pourra regarder

dans | |.
Soit A un immeuble, de systéme de Coxeter (W, .S).

Définition 1.4.4.1. (mot, mot réduit)
On appelle mot de W toute suite finie (s1,...,s,) € S™. A tout mot de f = (s1,...,S,)
on associe un élément 7y de W en posant 7y = s;1...s,. On dit que f est un mot réduit si

l(ry) =n.

Définition 1.4.4.2. (WW-distance)
Soit 6 : C(A) x C(A) — W. On dit que ¢ est une W-distance sur A si pour toutes
chambres C, D de C(A), §(C, D) = r¢ si et seulement sl existe une galerie minimale de C

a D de type f, ot f est un mot réduit de W (le type d’une galerie a été défini a la définition
1.1.0.14).

On choisit un appartement > de A et on munit (A, ) de son étiquetage canonique A
(voir remarque 1.4.1.4). Le type f = (s1,...,5,) d'une galerie I' = (Cy, ..., C,,) est un mot
de W, et on pose alors rp = ry € W. Avec les mémes notations, on a le lemme suivant :

Lemme 1.4.4.3. Soient C' et C" des chambres de ¥.. On écrit C = {w} et C" = {w'}, avec
w,w € W. Si T est une galerie minimale de C a C', alors rr = w™w'.

Démonstration : montrons le par récurrence sur la longueur de I'. Supposons que I' est de
longueur 1. Alors {w} et {w'} sont adjacentes et comme on I’a vu au paragraphe « Facettes
de ¥ » de la sous-partie 1.2.2.5, w' = ws, o s = rr.

Supposons maintenant que le résultat est vrai pour toutes chambres D, D’ a distance
combinatoire inférieure a k, pour k € N*. Soient D = {v} et D' = {v'}, o v,v' € W,
des chambres distantes de k + 1 et I' = (D, ... Dj) une galerie minimale de D a D’. Soit
I = (Do, ., Dx—1). On a alors vy_q = vrp et v = vp_17(p, ,,p,) donc v = vrprp, | p,) =
Urr/,p, = VTr. O

Proposition 1.4.4.4. Soient C, C'" des chambres de A et I' une galerie minimale de C a
C’. On pose §(C,C") = rp. Alors 6(C,C") est bien définie et 0 : C(A) x C(A) — W est une
W -distance.

Démonstration : Soit ¥’ un appartement contenant C' et C’. Il contient alors I' par la
remarque 1.4.3.3. Par la remarque 1.4.1.5, il existe un isomorphisme d’appartements de >’
dans Y préservant le type, donc on peut supposer que C' et C’ sont dans ¥. On en déduit
que §(C, C") ne dépend pas du choix de I' par le lemme 1.4.4.3.

Montrons que ¢ est une W-distance. S’il existe une galerie minimale I'' de C' & C” de type
f’, alors 6(C,C") = ry par définition de 9.

Montrons la réciproque. Supposons que 6(C,C") = ry, ot f est un mot réduit. Toujours
par la remarque 1.4.1.5, on peut supposer que C' et C’ sont dans . On écrit alors C' = {w} et
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C" = {w'}, avec w' = wrp. On écrit f = (s1,...,5,) et alors {w}, {ws1}, {wsi1s2}, ..., {wrs}
est une galerie minimale de w a w’ de type f et § est bien une W-distance. [

Remarque 1.4.4.5. Si g est un automorphisme de A préservant le type, d est g-invariante.
En effet, si ¢ et d sont des chambres de A et I' est une galerie les reliant, gI" est une galerie
reliant gc & gd de méme type que I'.

Réciproquement, soient A un complexe de chambres dans lequel toute cloison est contenue
dans au moins deux chambres et (¥, S) un groupe de Coxeter. On suppose que A est étiqueté
par S et que l'on a une W-distance §, (voir la définition 1.4.4.2). Pour x,y € W, on pose
dw(z,y) = x71y. Si X C W on dit qu'une application o : X — A est une isométrie si
elle préserve la W-distance, c’est-a-dire si 6(a(z), a(y)) = dw(z,y). On appelle appartement
toute image isométrique a(W) de W. Alors A muni de ce systéme d’appartements est un
immeuble, suivant la définition du début de la partie 1.4.1. C’est comme cela que ces derniers
sont définis dans | | par exemple.

1.4.5 Immeubles euclidiens

Définition 1.4.5.1. (immeuble euclidien, sphérique)
On dit qu’un immeuble est euclidien lorsque son systéme de Coxeter est isomorphe a celui
d’un groupe de réflexions euclidien. Ces immeubles sont aussi appelés immeubles affines.
Un complexe de Coxeter est dit sphérique s’il est isomorphe au complexe associé & un
groupe de réflexions fini. Un immeuble dont les appartements sont sphériques est dit sphé-
rique.

Dans cette partie, nous allons munir la réalisation géométrique de tout immeuble euclidien
d’une distance pour laquelle les appartements seront des espaces euclidiens.

Remarque 1.4.5.2. Soit (W, S, V') un groupe de réflexions euclidien. Soit ¥ = X(W, S, V) le
complexe simplicial associé, vu comme une partition de V' et dont les sommets sont des points
de V. On a alors une bijection naturelle ¢ : V' — |X|, ou |X| est la réalisation géométrique
définie partie 1.1 obtenue comme suit. Si z € V, on écrit x comme barycentre des sommets
de la face le contenant z = > \ju;, o les v; sont les sommets de la face contenant x (et
Ay >0, > A, =1). On pose alors ¢(x) = > A\;e,, et on a la bijection souhaitée.

Pour munir un immeuble euclidien d’une distance de maniére intrinséque, nous aurons
besoin du lemme suivant :

Lemme 1.4.5.3. Soient (W,S,V) et (W', S, V") deux groupes de réflexions euclidiens de
complexes simpliciauz ¥ et 3. Alors si ¢ : X — X' est un isomorphisme, |¢p| : V — V'
est une similitude (o on a identifié V et |X| et V' et |¥'| par la remarque précédente),

0] oW o g| =W et |¢|7' 0 S o] = S.

Ce lemme permet d’associer de maniére intrinséque un groupe de réflexions (et donc
un espace euclidien V') & un immeuble euclidien A. On normalise le produit scalaire sur V'
en imposant que le diamétre de n’importe quelle chambre soit 1. On appelle rang de A la
dimension de V.

Proposition 1.4.5.4. Un immeuble euclidien de rang 1 est un arbre euclidien.
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Soient A un immeuble euclidien, (W, S, V') le groupe de réflexions euclidien associé et X
son complexe simplicial (vu comme une partition de V). Alors pour tout appartement >’ de
A, on a une bijection canonique |¢| : [¥'| — V.

Soit Z = |A|. Munissons Z d’une distance. Soient =,y € X. Alors par l'axiome (B1), il
existe un appartement Y’ les contenant. Soit alors d(x,y) = djsy(«,y). Alors d ne dépend pas
du choix de ¥ et est une distance. On dira qu’un sous-ensemble A de Z est un appartement
si ¢’est la réalisation géométrique d’'un appartement de A. Les appartements de Z sont donc
des espaces euclidiens et les réalisations géométriques des isomorphismes d’appartement de
A sont des isométries.

Soient A un appartement de Z, A = |X|, ot ¥ est un appartement de A et C une de ses
chambres. Soit pa ¢ la réalisation géométrique de py; ¢ de la définition 1.4.3.1. Alors p4 ¢ est
une rétraction de Z sur A. On a de plus les propriétés suivantes pour d et psc :

Proposition 1.4.5.5. (i) L’espace métrique (Z,d) est complet.

(i1) La rétraction p est faiblement contractante, c’est-a-dire que pour tous x,y € Z,
d(p(x), p(y)) < d(x,y). De plus, si x ouy est dans C, il y a égalité.

(iii) Soient x,y € T et F' un appartement les contenant. Soit [x,y] le segment les reliant
dans F'. Alors [z,y] est indépendant du choix de F' et peut étre caractérisé par [x,y] = {s €
Z\d(z,y) = d(x, z) + d(z,y)}.

Définition 1.4.5.6. (convexité)
Cette proposition permet de définir la notion de convexité dans un immeuble euclidien.
Un ensemble Y C 7 est dit conveze si pour tous z,y € Y, [z,y] C Y.

Exemple 1.4.5.7. Un arbre euclidien est un immeuble euclidien. On peut représenter un
arbre euclidien comme on la fait figure 1.4.1. Chaque appartement est alors isométrique a
(R,| |) en considérant que la distance entre deux sommets adjacents est toujours 1 et que la
distance entre deux points A et B d’une aréte est la proportion qu’occupe les segment [a, b]
dans cette aréte. Le fait que les distances diminuent lorsqu’on « se rapproche de l'infini » sur
la figure a pour but de faciliter la représentation de ’arbre et de faire apparaitre 'immeuble a
I'infini que nous définirons dans la sous-partie 1.4.7. Ainsi, pour déterminer la distance entre
deux points A et B de ’arbre, on choisit un appartement les contenant, on compte le nombre
de sommets séparant A de B et on ajoute la distance de A & son sommet le plus proche le
séparant de B et de méme pour B. Par exemple, sur la figure 1.4.3, la distance entre A et B
est %—1—3: %, celle entre A et C' est %—i—l—i—i: % et celle entre B et C est 4+%1: 1?7.

1.4.6 Systéme complet d’appartements

Dans cette partie on définit le systéme complet d’appartements associé & un immeuble
quelconque, puis on donne différentes caractérisations dans le cas euclidien. Ces résultats
seront importants pour définir I'immeuble & I'infini d’un immeuble euclidien.

Définition 1.4.6.1. (systéme d’appartements)
Soit A un immeuble. Un systéeme d’appartements A de A est un ensemble de sous-
complexes de A tel que (A, .A) est un immeuble.

Définition /Proposition 1.4.6.2. Soit A un immeuble. Soit A la réunion de tous les sys-
témes d’appartements de A. Alors A est un systéme d’appartements de A appelé systéme
d’appartements complet.

Soient A un immeuble euclidien muni de son systéme d’appartements complet, de dimen-
sion n et Z sa réalisation géométrique. On a les deux théorémes suivants :
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FIGURE 1.4.3 — Distance dans un arbre euclidien

Théoréme 1.4.6.3. Un sous-ensemble A C I est un appartement si et seulement si A est
isométrique a R™

Théoréme 1.4.6.4. SoitY C Z. Supposons que Y est convexe (cf définition 1.4.5.6) ou d’in-
térieur non vide. Alors Y est inclus dans un appartement si et seulement si'Y est isométrique
a un sous-ensemble de R™.

1.4.7 Immeuble a l'infini
1.4.7.1 Immeuble a l’infini lorsque le systéme d’appartements est complet

Dans cette partie, on va associer a tout immeuble euclidien un immeuble sphérique a
I'infini. Dans toute la partie, Z sera la réalisation géométrique d’'un immeuble euclidien A,
muni de son systéme d’appartements complet jusqu’a ce qu’on mentionne le contraire. Soit
(W, V) le groupe de réflexions associé & A. On supposera comme on le fait depuis la partie
1.2.1.2 que W" est le stabilisateur de 0 dans W. On note X" la réalisation géométrique de
S(W?v, V). Par ailleurs, pour tout appartement A de 3, on a une identification de A et de
V. Cette partie provient en majorité de | |, mais certaines généralisations proviennent
de | |.

Définition 1.4.7.1. (facette conique, direction, quartier, sous-quartier, sous-cone paralléle)

On appelle facette conique de T tout sous-ensemble € d’un appartement A de la forme
C=z+Couxz € Aet C est une facette de XV (que I'on inclut dans A via l'identification de
A et de V). On dit que C est la direction de €.

Si € est une facette conique de direction C', on appelle toute facette conique €’ de direction
C et incluse dans € un sous-cone parallele de €. On appelle quartier de Z toute facette conique
dont la direction est une chambre de X*. Si € et €' sont des quartiers, avec €' C €, on dit
que € est un sous-quartier de €. Ils ont alors la méme direction. Un sous-quartier de € est
en fait un sous-cone paralléle de €

Théoréme 1.4.7.2. Soient € un quartier et C' une chambre de I. Alors il existe un sous-
quartier € de € tel que € et C' soient contenus dans un appartement.

Exemple 1.4.7.3. On considére le quartier € colorié en rouge.
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FIGURE 1.4.4 — Appartements contenant un point et un sous-quartier de €

Pour le point P1, on peut choisir I'appartement A, B, C, D1, P1, pour le point P2, on
peut choisir A, B,C, D, E, F2, P2, H2, ou A, B,C, D, E, F2, P2, H2, et pour le point P3, on
peut choisir A, B,C, D, E3, F'3, P3. Comme le montre ’exemple du point P2, il y a en général
une infinité d’appartements contenant un point et un sous-quartier d’'un certain quartier. Ce
phénomeéne ne se voit pas tellement sur cet exemple car on a arrété notre arbre aux points
P1, H2{, H25 et P3, mais il devrait continuer a l'infini & partir de chacun de ces points.

Ce théoréme permet de définir un type de rétraction de la maniére suivante. Soient A un
appartement et € un quartier. Nous allons définir une rétraction p = pa ¢ sur A. Soit z € 7.
Par le théoréme précédent, il existe un appartement A’ contenant x et un sous-quartier €' de
¢. Soit ¢4 : A" — A l'isomorphisme fixant les points de AN A’. On pose alors p(x) = ¢ ().
On peut vérifier que p est bien définie.

De plus, si C' est une chambre de Z, il existe un sous-quartier €’ de € tel que pa¢(z) =
pac(z) pour tout x € C et toute chambre C’ de A rencontrant A. En effet, si on choisit ¢’
comme étant un sous-quartier tel que €’ et C' sont contenus dans un appartement A’; alors
les deux membres de ’égalité sont égaux a ¢4/ (x). La rétraction ainsi définie est faiblement
contractante, c’est-a-dire que si (z,y) € 7%, d(pace(x), pac(y)) < d(z,y).

Cette rétraction permet entre autres de démontrer le théoréme suivant :

Théoréme 1.4.7.4. Soient €, et € deux quartiers de Z. Alors il existe des sous-quartiers
¢l et € de € et €y qui sont contenus dans un méme appartement.

En fait, d’aprés la proposition 4.5.8 de | |, on a le théoréme suivant, qui généralise
les théorémes 1.4.7.2 et 1.4.7.4 :

Théoréme 1.4.7.5. Soient € et €y des facettes coniques de I et C' une chambre de I.
Alors :

(1) il existe un appartement contenant C' et un sous-quartier de €,

(11) il existe un appartement T contenant des sous-cones paralléles de € et €.

Définition 1.4.7.6. (rayon, base, point idéal)

On appelle rayon tout sous-ensemble t isomorphe & la demi-droite [0, oo[. La pré-image
de 0 par I'unique isométrie entre t et [0, co[ est appelée base de t.

Deux rayons t, t' sont dit paralléles si {d(y,t)|ly € t'} et {d(y,t)|y € t} sont bornés.
Le parallélisme est une relation d’équivalence et on appelle point idéal toute classe de cette
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FIGURE 1.4.5 — Rétraction sur A de centre €
On considére la rétraction sur 'appartement A colorié en vert par rapport au quartier €
colorié en rouge (on poursuit ici I'exemple 1.4.7.3). L’'image de P1 est alors A, celle de P2
est G et celle de P3 est H.

relation. Cette relation d’équivalence prolonge le parallélisme au sens usuel, c’est-a-dire que
si t et ' sont deux rayons d’un méme appartement A, alors ils sont paralléles si et seulement
s'il existe un vecteur v de A tel que t = 7,(¥), o 7, est la translation de vecteur v.

Si e est un point idéal de Z, x € Z et t est un rayon de e de base z, on note parfois [z, e|
au lieu de t.

Soit Z, 'ensemble des points idéaux. Nous allons munir Z,, d’une structure de complexe
simplicial. Soit 2 une facette conique de Z. La face de 2 a l'infini, notée 2., est I’ensemble
des rayons ouverts |z, e[= [z, e[\{z}, ou z est la base de .

On dit qu'un sous-ensemble F' de Z est un simplexe idéal de Z si F est de la forme F' = 2,
pour une certaine facette conique 2

Soit A, I'ensemble des simplexes idéaux de Z. Si F' € A, et x € Z, on pose x x F =

{z} si F=1
U]a:, el sinon*

ecF

Nous allons maintenant énoncer quelques lemmes puis construire I'immeuble a l'infini.
Lemme 1.4.7.7. Si F est un simplexe idéal et x € I, alors il existe une unique facette
conique A basée en x telle que F = A,. Cette facette conique A sera notée x+ F'. Il y a donc
pour tout x € I, une correspondance bijective entre [’ensemble des simplexes idéaux de I et
les facettes basées en x.

Lemme 1.4.7.8. Les simplexes idéauz partitionnent L.

Lemme 1.4.7.9. Deux quartiers de Z ont la méme face a l'infini si et seulement s’ils ont
un quartier en commaun.

Si 2l et A" sont des facettes coniques basées en un point z, on dit que 2" est une face de 2
s’il existe un appartement les contenant toutes les deux et si la direction de 21’ est une face de
celle de . Si I et F’ sont deux simplexes de A, on dit que F” est une face de I s’il existe
x € T tel que = x F’ est une face de = x F', ce qui équivaut & dire que pour tout x € Z, = x F’
est une face de x * F'. Soit ¥ un appartement de A. On pose ¥, 'ensemble des simplexes
idéaux F' tels que F' = 20, pour une facette conique de A = |X|. Alors o ~ S(W", V) et
on dit que X, est un appartement de A,,. On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 1.4.7.10. A, est un immeuble sphérique dont les appartements sont en bijection
avec ceux de L.

On dit que Ay est 'immeuble a l'infini de A.

1.4.7.2 Immeuble a l’infini lorsque le systéme d’appartement n’est pas complet

On peut définir un immeuble a 'infini pour des immeubles munis de systémes d’appar-
tements incomplets. Néanmoins le systéme d’appartement doit vérifier certaines conditions
pour que I'immeuble & I'infini soit un immeuble. Soit Z un immeuble euclidien dont le systéme
d’appartements A n’est pas complet. Soit A, I'immeuble a I'infini de Z muni de son systéme
complet d’appartements. Soient A, I'ensemble des A, ot A € Aet A(A) = Uy ca. Aco-
On a la caractérisation suivante :

Proposition 1.4.7.11. A (A) est un immeuble si et seulement si pour tous quartiers €, et
&, de Z, il existe un appartement dans A contenant des sous-quartiers de €, et &,.

Un systéme d’appartements vérifiant I'une des conditions équivalentes de cette proposition
est dit double ou cohérent.

D’apreés le théoréme 4.6.8 de | |, on a le théoréme suivant, qui généralise le théoréme
1.4.7.5:

Théoréme 1.4.7.12. Soit T un immeuble munt d’un systéme d’appartements cohérent.
Soient €1 et & des facettes coniques de I et C' une chambre de Z. Alors :

(i) il existe un appartement contenant C' et un sous-cone paralléle de €

(11) il existe un appartement T contenant des sous-cones paralléles de € et €.

Définition 1.4.7.13. (action fortement transitive)

Soit Z un immeuble euclidien. On dit qu’un groupe G d’automorphismes de Z agit for-
tement transitivement sur Z si tous les isomorphismes d’appartements de I’axiome (B2) sont
induits par un élément g de GG. Les appartements de Z sont alors les g.A, pour g € G et A un
appartement de 7

Proposition 1.4.7.14. Soit T un immeuble euclidien sur lequel un groupe G agit fortement
transitivement. Soit A un appartement de I et € un quartier de A, B le sous-groupe des
éléments de G stabilisant un sous-quartier de € et N le stabilisateur de A. Alors le systéme
d’appartements de I est cohérent si et seulement si G = BN*B.

1.4.8 Relation de parallélisme sur les murs d’un immeuble euclidien

Dans cette sous-partie on définit une notion de parallélisme sur les murs d’un immeuble
euclidien. Cette partie servira a associer des arbres a tout mur d’un immeuble (sous-partie
2.2.5.2). Dans cette sous-partie, Z sera un immeuble euclidien.

Définition 1.4.8.1. (murs parall¢les)

Soient M et M’ deux murs de Z. On dit que M et M’ sont paralléles lorsque pour tout
rayon r de M, il existe un rayon 7’ de M’ paralléle a r et pour tout rayon r’ de M’, il existe
un rayon 7 de M paralléle a v’ (voir la partie 1.4.7 pour la définition de rayon).

Le parallélisme est une relation d’équivalence sur les murs, principalement car c¢’est une
relation d’équivalence sur les rayons. Elle prolonge de plus la relation de parallélisme au sens
usuel :
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Lemme 1.4.8.2. Soient A un appartement de L et M et M’ des murs de A. Alors M et M’
sont paralléles au sens de la définition 1.4.8.1 si et seulement s’ils sont paralléles en tant que
sous-espaces affines de ’espace euclidien A.

Démonstration : Elle repose sur le fait que deux rayons d’un méme appartement sont
paralléles si et seulement s’il existe une translation envoyant I'un sur 'autre. Si M et M’ sont
paralleles en tant que sous-espaces affines de ’espace euclidien A, il existe une translation
entre M et M’ et cette translation induit une bijection entre les rayons de M et ceux de
M’ envoyant tout rayon de M sur un rayon paralléle de M’. Les murs M et M’ sont donc
paralléles au sens de la définition 1.4.8.1.

Réciproquement supposons que M et M’ sont paralléles au sens de 1.4.8.1. Soient x € M
et r un rayon de M de base x. Alors il existe un rayon r’ de M’ parallele & r. Soit 2’ la base
de 7’ et 7 la translation envoyant x sur 2’. On a alors " = 7(r). Soit s un rayon de M de
base = et s” un rayon de M’ paralléle a s. Soit s' le rayon parallele & s” de base z’. Alors &’
est un rayon de M’ parallele a s, il est donc de la forme ¢(s) ou ¢ est une translation de A.
Comme s’ et 7’ ont la méme base 2/, t = 7. Comme M (respectivement M’) est la réunion
de ses rayons de base = (respectivement de base z’), on en déduit le résultat annoncé. [J

Lemme 1.4.8.3. Soient M et M’ deux murs paralléles de T. Alors M et M' sont soit
disjoints soit égau.

Démonstration : Supposons que M et M’ ne soient pas disjoints. Soit z un de leur in-
tersection. Soit r un rayon de M de base x. Alors il existe un rayon 7’ de M’ paralléle a r.
Quitte & le translater, on peut supposer que 1’ a pour base x. Par le lemme 1.4.7.7, r = r’.
Comme M et M’ sont la réunion de leurs rayons de base x, M = M'. [
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Chapitre 2

Algébres d’Iwahori-Hecke, algébre de
Hecke sphérique et isomorphisme de
Satake

2.1 Algébres d’Iwahori-Hecke 7

2.1.1 Définition d’algébre d’Iwahori-Hecke

Cette partie s’inspire de | .

Dans cette partie, (W, S) sera un systéme de Coxeter.

Soit A un anneau commutatif et unitaire. Soit {as,bs, s € S} un sous-ensemble de A tel
que a; = a; et by = b, dés que s et t sont conjugués dans W.

Alors 'algebre d’Iwahori-Hecke de (W, S) d’anneau A et de paramétres (as), (bs) est al-
gébre H sur A admettant la présentation suivante :

générateurs T,,, w € W

relations : T? = a,Ty +b,T, pour tout s € S et T, = Ty, ... T, pour toute écriture réduite
w=8...8, de W.

On a alors les relations suivantes : si s € S et w € W,
Tsuw si l(sw) > l(w)

lors T, T, = .
Ao { asTsy + 05Ty st l(sw) < l(w)

Théoréme 2.1.1.1. L’algébre d’lwahori-Hecke H est un module libre sur A et les T, tels
que w € W forment une base de H.

Remarque 2.1.1.2. Lorsque a, est inversible, T, est inversible et T, = a;'T, — a,-1b,T}.
Ainsi, lorsque pour tout s € S, a, est inversible, T, est inversible pour tout w € W.

2.1.2 Lien entre immeubles et algébres d’Iwahori-Hecke

Dans cette partie, on associe & tout immeuble régulier (notion que l'on définira) une
algebre d’'ITwahori-Hecke. Cette partie provient de | |

Soit Z un immeuble de type W, ot (W, S) est un groupe de Coxeter, avec S = {s1,..., S, }.
Soit (m; ;) la matrice de Coxeter de (W, S). On munit Z de sa W-distance d. Soit C = C(T)
I'ensemble des chambres de Z. Soient a € C et w € W. On pose Cy,(a) = {b € C|é(a,b) = w}.
Pour tout a € C, (Cy(a))ywew forme une partition de C. On dit que Z est régulier lorsque
pour tout a € C et tout w € W, |Cy(a)| est fini et ne dépend pas de a. Dans ce cas, on pose
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qw = |Cu(a)| et g; = |Cs,(a)| pour tout ¢ € [1,n], pour tout w € W et pour n’importe quel
a € C. Dans toute cette partie, Z sera un immeuble régulier et on gardera les notations de
cette introduction.

Proposition 2.1.2.1. (i) Soient a € C et w € W. Alors |Cy(a)| = i, -..q, pour toute
écriture réduite s;, ...s;, de w.
(11) ¢; = q; lorsque m; j < oo est impair.

Démonstration : montrons d’abord (i). Cette assertion découle de la définition de régula-
rité lorsque l(w) = 1. Soit s = s; € S. Si {(ws) = l(w) + 1, alors Cus(a) = | ee, (a) Cs(0)- En
effet, soit ¢ € Cys(a). Alors il existe une galerie minimale a = ¢, ..., ¢ = ¢ de type (f,1),
ou f est un mot de W tel que ry = w. En particulier, ¢ € Cs(cx—1) et cx—1 € Cyp(a).

Réciproquement, supposons que ¢ € Cg(b) pour un certain b € C,(a). Soit alors I' une
galerie minimale de a & b de type un mot réduit f tel que r; = w. Alors (I', ¢) est une galerie
de a & ¢ qui est minimale car [(ws) = I(w) + 1. On en déduit que Cus = Upec,, () Cs(D)-

Montrons que 'union est disjointe. Soient b € C,,(a) et &' € C tels que Cy(b) N Cs(V') # 0.
Soit ¢ € Cs(b) N Cs(b'). Alors b et ¢ ont une cloison d de type i en commun, si s = s; et de
méme pour b’ et c. Ainsi, b et b’ ont d en commun. Ainsi, si b # , (b,0') est un galerie de
type s. Comme [(ws) = [(w) + 1, si [ est une galerie minimale de a & b de type f, (I',0) est
une galerie de type (f,4) qui est réduit donc (I",¥’) est minimale et ¥’ € Cys(a). On en déduit
que Cys(a) = [yec, () Cs(b), d’ott Pon déduit (i) par récurrence.

Démontrons (ii). Si m; ; est impair, s;5;...s; = s;8;...5; (ot il y a m, j facteurs de chaque
cOté) et cette écriture est réduite, donc ¢;q; ... ¢ = ¢j¢; - - . q;, d’oir 'égalité.

On admet qu’on peut en déduire le résultat suivant :

Proposition 2.1.2.2. Si s; = ws;w™! pour un certain w € W, alors ¢; = q;.

Théoréme 2.1.2.3. Soit X un immeuble épais de groupe de Cozeter fini. Alors X est régu-
lier.

On dit qu’un immeuble Z est régulier par rapport auzx chambres si pour tous wy,wy € W,
|Cuy (@) N Coy (D) = |Cuy (¢) N Coy (d)| pour tous a, b, ¢, d tels que d(a,b) = d(c, d). On verra que
la régularité d’un immeuble entraine sa régularité par rapport aux chambres.

Soit G I’ensemble des fonctions de C dans C. On définit, pour tout w € W un endomor-
phisme de G en posant : pour tout f € G, pour tout a € C, B,(f)(a) = 1 =D becu(a) /()-

Lemme 2.1.2.4. Soient wy, ws € W. Alors (B, Bu, f)(a) = —— > ¢ |Cun (@)NC=1(c) | f (c).-

Qw1 Quy

Démonstration : (By, B, f)(a)
== S Buh)

Gun bECwl (a)

PO INIC

q“” Qs bECuw, (a) cECuwy (b)

DD Lew@®)le,w(0)f ()

qwl Qs beC ceC

DO 1, wB)le, o ®)f(e).

qwlqw2 ceC beC
car b € Cy(a) si et seulement si a € Cy,-1(b).
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POLH' la méme I'alSOII

> O len@wb)ie, w1 @)

ceC beC

Y lCu(a)NC, 1@l f(e). O

Gun G =

le Qwsy

Lemme 2.1.2.5. Soient w € W, s € S et a € C. Alors si C,(a) NCs(b) est non vide, on a
. {bECws(a) si l(ws) =1(w) +1
les deux possibilités suivantes : .
b e Cyla)UCys(a) sil(ws)=I(w)—

Démonstration : Supposons que s = s; ot i € [1,n]. Supposons que l(ws) = l[(w) + 1 et
que ¢ € Cy(a) NCy(b). On choisit une galerie de a a ¢ de type f telle que w = ry. Alors cette
galerie prolongée de b est de type (f,7) qui est réduit par hypothése donc b € Cys(a).

Supposons que [(ws) = l[(w) — 1 et que ¢ € Cy(a) NCs(b). On peut choisir une écriture
réduite f de w finissant par s, on a donc une galerie minimale a = aq, ..., a,, = c telle que
am—1 € Cs(c)(c’est la condition de réécriture (E) de la sous-partie 1.2.2.2). Mais b € C,(c),
donc soit b = a,,_1, soit b € Cs(a,,—1) (grace au méme argument que celui de la preuve de la
proposition 2.1.2.1 (i)). Dans le premier cas b € Cys(a) et dans le second b € Cy,(a).

Lemme 2.1.2.6. Soientw e W, se€ S eta,beC. Alors :
1 si l(ws) =l(w) + 1 et b € Cyusla)
ICuw(a) NCs(b)| = < ¢s si l(ws) =1l(w) —1 et b € Cys(a)
s — 1 sil(ws) =1l(w)—1etbeCyula).

Démonstration : Supposons que [(ws) = l(w) + 1 et b € Cys(a). Alors il existe une
galerie minimale a = ay,...,a, = b telle que a,,_1 € Cs(b). Il y a g; chambres dans C,(b) :
I'une d’elles est a,,—1 et les ¢s — 1 autres sont dans Cys(a) donc Cy(a) N Cs(b) = {am-1} et
|Cuw(a) NCs(b)| = 1.

Supposons que l(ws) = [(w) — 1 et que b € Cy(a). Ecrivons s = s; et w = r; ol f est
un mot réduit. Comme [(ws) = [(w) — 1, il existe un mot réduit f’ tel que (f’,7) est un mot
réduit pour w et donc une galerie minimale de type f’ de a a b. Ainsi si ¢ € Cs(b), on peut
relier a et ¢ par une galerie de type (f’,4) donc ¢ € Cy(a). On en déduit que Cs(b) C Cy(a) et
donc |Cy(a) NCs(b)| = gs-

Supposons que [(ws) = l(w) — 1 et b € Cy,(a). Alors comme dans la preuve du lemme
2.1.2.5, il existe une galerie minimale a = ay, ..., a,, = b telle que b € Cs(a,,_1). Ainsi, pour
¢ € Cs(am_1), soit ¢ = ap_q1 € Cys(a), soit ¢ # a,,_1 et alors ¢ € Cy(a,,—1) et donc ¢ € Cy(a).
On a donc Cs(b) N Cy(a) = Cs(b)\{am—1} et le cardinal de cet ensemble est g; — 1. O
Théoréme 2.1.2.7. Soient w € W et s € S. Alors

B si l(ws) = l(w) +1
BuB, = les + (1 - l)Bw si l(ws) = l(w) —

s s

Ce théoreme est une conséquence directe des lemmes 2.1.2.4 et 2.1.2.6.

Corollaire 2.1.2.8. Soient wy,wy € W. Alors il existe (buy, wyuws) € (QT)W) tel que By, By, =

ngeW by wsiws Buws €t ngeW buwywews = 1. De plus, lorsque l(wiwe) = l(wy) + l(ws),
Buyyw, = Buw, B, -

Notons B = B(Z) le sous-espace vectoriel de End(G) engendré par les B, pour w € W.
C’est une algébre engendrée par les B, pour s € S par le corollaire 2.1.2.8.

Proposition 2.1.2.9. La famille (B, )wew est une base de B.
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Démonstration : Supposons que Y, _; ftix By, = 0 et fixons a,b € C tels que §(a,b) = w;
pour j € [1,n] (un tel couple existe, on peut par exemple prendre les chambres {1} et {w;}
aprés avoir choisi un appartement et identifié ¥(W, S) et cet appartement).

SiweWetcel, Bylp(c) = qiw|{b} NCy(c).

Alors 0 =37, p(Buw, 1) (a) = qMTjj’ d’ot le résultat. O

Corollaire 2.1.2.10. Soit H [’algebre d’[wahori-Hecke sur C de parameétres a, = qis et by =
1-— qis. Alors B et H sont isomorphes en tant qu’algébres.

Proposition 2.1.2.11. Soient wy, ws, ws € W et a,b € C tels que 6(a,b) = ws. Alors

w w: bw W W,
Cuy (@) N1 € (b)] = Teneenzivs
Gws

On en déduit que tout immeuble régulier est régulier par rapport aux chambres.

2

Par définition de by, sy, , comme pour w € Wet By lpy(a) = qiw|{b}ﬂ(3w(a)|, By, B, 1y (a) =
q;;bwhwfwg. On a donc le résultat souhaité .[J

Démonstration : Par le lemme 2.1.2.4, on a que By, By, 115 (a) = ¢;,1¢,,) |Cuy (@) NC,;1 ().

2.1.3 Algeéebre de Hecke affine

Dans cette partie, on définit 1’algébre de Hecke affine dont la définition sera trés similaire
a celle d’algebre d’Iwahori-Hecke. Cette derniére nous servira a faire le lien entre les algébres
d’Twahori-Hecke et les algebres de Hecke sphériques que nous introduirons a la partie 2.2.3.
Dans cette partie, R sera un systéme de racines réduit, W sera son groupe de Weyl affine, C'
une chambre de £(R) et S le systéme de générateurs associé, et W sera le groupe de Weyl
affine étendu (cf parties 1.3.3 et 1.3.5).

Soit g = (¢s)ses une suite de réels strictement positifs telle que ¢s = ¢; lorsque s et t
sont conjugués dans W. On peut par exemple choisir pour q les parameétres d’un immeuble
régulier. L algebre de Hecke affine H de W de paramétre g sur C est l'algebre sur C engendrée
par des éléments T}, pour tout w € W satisfaisant les relations :

Tww = T Ty si l(ww') = 1(w) + I(w")

1 1 our w,w' € Wetse S 1
T,T, = —Tp + (1 — )T, sil(ws)=l(w)—1 °

S S
est alors facile de voir que pour s € S et g € G, T et T, sont inversibles, et grace a la

décomposition W =W x G, on en déduit que les T, sont inversibles pour tout w € W.

Algebre de Hecke affine d’un immeuble Soit 7 un immeuble de groupe de Coxeter
(W, .S) tel que (W, S) soit le groupe de Weyl affine d’un systéme de racines réduit R. Soit W
son groupe de Weyl étendu. On suppose que Z est régulier de paramétres ¢ = (gs)ses. Alors

I’algebre de Hecke de TV sur C de paramétre q est appelée Algebre de Hecke affine de .

Pour A € P* (cf 1.3.3 pour la définition), on pose z* = Vi Tr,, ot Ty € W est la
translation de vecteur \. Pour A\ = y — v € P, avec u,v € P, on pose alors 2* = x#(2¥)7!,
ce qui ne dépend pas des choix de i et v. On a alors 2 z# = 2*# = x#2* pour tous \, 4 € P.
On note C[P] l'algebre (commutative) engendrée par les z). On définit une action linéaire de

W sur C[P] en posant wz* = 2. On a alors le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3.1. Le centre Z(H) de H est C[P]"".
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Une fagon de démontrer ce théoréme est d’utiliser les relations de Bernstein-Luztig qui
donnent une expression de 2T, — T,z

Soit Z un immeuble régulier. Dans | |, Parkinson définit des opérateurs sur I’ensemble
des fonctions allant de certains sommets de Z appelés « bons sommets » dans C de maniére un
peu analogue aux opérateurs B,, de la partie 2.1.2, et ’algébre engendrée par ces opérateurs
est isomorphe au centre de Z (72), ot H est lalgebre de Hecke affine de Z, ce qui montre un
lien entre immeuble régulier et algébre de Hecke affine.

2.2 Algebre de Hecke Sphérique et isomorphisme de Sa-
take

2.2.1 Hypothéses et notations

Cette partie est une réécriture de la partie 5 de | | dans le cas particulier des im-
meubles affines (I’article traite le cas des masures).

On considére un systéme de racines irréductible réduit (R, V'), o V est un espace euclidien
dont une base est donnée par {«a;,i € [1,n]}. Alors {)|i € [1,n]} est une base de RY. Pour

V=V
v» ce qui définit une réflexion orthogonale par rapport
v = v — o, (V)

a ker ;. On note W le groupe de Weyl de R, qui est engendré par S = {r;|i € [1,n]}, et
(Wv,S) est un groupe de Coxeter fini.

On note C" la chambre fondamentale, ¢’est-a-dire que C¥ = {z € V|a;(z) > 0Vi € [1,n]}
et C Valcove fondamentale, c’est-a-dire que Cy = {z € V]a;(z) > OVi € [1,n] et a(x) <
1}, ot @ est la plus grande co-racine de R. On rappelle que CV et éf sont des domaines
fondamentaux pour les actions de WV et W respectivement. Soient s la réflexion par rapport
au mur {z € V|a(z) =1} et S* = S U {s°}. On note W le groupe de Weyl affine de R. On
a alors W = (S%) et (W, S%) est un groupe de réflexions euclidien.

On pose QF = + Dicp vy Nai et Q7 = Dy oy 2’

On considére un immeuble Z de systéme de Coxeter (W, S%). On suppose que Z est épais
d’épaisseur finie, c’est-a-dire que le nombre de chambres contenant une cloison donnée est
fini, supérieur ou égal a 3.

On suppose qu’il existe un groupe G agissant fortement transitivement sur Z, c’est-a-
dire que G est un groupe d’isomorphismes simpliciaux qui induit tous les isomorphismes
d’appartements de Z de 'axiome (B2). On suppose de plus que le systéme d’appartements
de T est cohérent (voir partie 1.4.7.2).

On choisit un appartement A de Z que 'on appellera appartement standard. On identifie
alors V et A. Comme G est fortement transitif, ’ensemble des appartements de Z est 1’en-
semble des g.A, pour g € G. On pose alors Zy = G.0. Les points de Z; sont les sommets de
type 0 de Z.

On note N le stabilisateur de A dans G. Pour n € N, on pose alors v(n) : A — A
I'application affine induite par I'action de N sur A. On obtient alors un groupe v(N) d’auto-
morphismes de A qui permute les murs, les quartiers, ... et contient le groupe de Weyl W. On
suppose que pour tout w € v(N), Iapplication linéaire w" associée soit dans W*. On a alors
v(N)=W" XY ouY est un groupe de translations tel que Q¥ CY C P¥Y = {v € V]a(v) €
Z Yo € R}.

Pour z € A, on pose zt* I'unique élément de CV dans l'orbite de x sous l'action de

i € [[1,n], on pose r; :
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W?. Si (x,y) € Z%, on choisit un appartement g.A contenant x et . On pose alors d*(z,y) =
(g7 .y—g~'.z)™", ce qui ne dépend pas du choix de g. Alors d* s’appelle la distance vectorielle
sur Z. On a de plus, pour tout z,y € I, d(z,y) = d(d"(x,y),0).

On pose aussi Y =Y N CY.

2.2.2 Epaisseur finie, régularité et paramétres de Z

Dans cette partie on étudie le lien entre régularité et épaisseur finie et on montre en
particulier que Z est régulier. On définit ensuite les paramétres de Z qui seront importants
pour définir I'isomorphisme de Satake.

Lemme 2.2.2.1. Soit Z' un immeuble de groupe de Coxeter (W', S"). On note C' ’'ensemble
de ses chambres et on le munit de sa W'-distance &'. Pour w € W' et a une chambre de T',
on pose Cy(a) = {b € C|d'(a,b) = w} et g,(a) = |Cy(a)|. Alors q,(a) est fini pour tout a € C
et pour tout w € W’ si et seulement si I' est d’épaisseur finie.

Démonstration : Montrons d’abord que Z’ est d’épaisseur finie si et seulement si pour tout
s € S’ et pour tout a € C, gs(a) est fini.

Soient ¢ une cloison de Z’, A I’ensemble des chambres la contenant et a € A. On choisit
un appartement A" de Z' et on munit (Z’',A’) de son étiquetage canonique (voir remarque
1.4.1.4 . Soit s le type du sommet de a qui n’est pas un sommet de c. Alors A = Cs(a) U {a},
d’ou le résultat.

Pour conclure, on procéde par récurrence sur la longueur dans W’ en utilisant le fait si
weW', se S etacCavecl(ws) =1U(w)+1, Cus(a) = [yec, @) Cs(b) (ceci a été montré dans
la preuve du (i) de la proposition 2.1.2.1, sans utiliser le fait que I'immeuble était régulier).
O

On en déduit en particulier qu'un immeuble régulier est d’épaisseur finie. La réciproque
est fausse en général. En effet, soit T un arbre de groupe de Coxeter (Do, {s,t}) ( s et t
sont deux involutions de D, telles que (s,t) = D). Les cloisons de T sont également ses
sommets. Si u est un sommet de type o € {s,t}, 'ensemble des chambres ayant a pour
sommet est C,(a) U {a}, ot a est n'importe quelle chambre contenant u (voir la preuve du
lemme précédent). La valence de u est alors |C,(a) U{a}| = q.(a) + 1. Ainsi, pour que T soit
régulier, il faut que ses sommets aient au plus deux valences distinctes. Un arbre admettant
des valences finies prenant au moins trois valeurs distinctes est donc d’épaisseur finie mais
non régulier. Cependant nous allons voir que la nature de ’action de GG sur Z impose que ce
dernier soit régulier.

Lemme 2.2.2.2. Soit H le sous-groupe de G des automorphismes préservant le type. L’action
de H sur les chambres de I est transitive. En particulier, I est réqulier.

Démonstration : soient a et b deux chambres de Z et A un appartement les contenant.
On écrit A = g.A, avec ¢ € H (par définition de « fortement transitif », il existe un tel
g € G et par la proposition 1.4.1.3, on peut supposer que g € H) et alors g '.a et g~ 1.b
sont des chambres de A. L’action de W sur A étant transitive, on choisit w € W tel que
w.(g7'.a) = g71.b, et comme w est induit par un élément n de H (on a supposé que l'action
du stabilisateur N de A préservait le type), on en déduit que b = gng~'.a, donc laction de
H sur les chambres de Z est bien transitive.

D’aprés la remarque 1.4.4.5, § est H-invariante. On en déduit que si a est une chambre
de Z et h € H, Cs(h.a) = h.Cs(a). Par conséquent, Z est régulier. [J
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Lemme 2.2.2.3. Soient M un mur de I et a,b deux cloisons de M. Alors il y autant de
chambres contenant a que de chambres contenant b.

Démonstration : Nous allons démontrer qu’il existe un automorphisme ¢ de Z envoyant
a sur b. Quitte & composer ¢ par un certain g € GG, on peut supposer que a et b sont incluses
dans A. Soient A et B des chambres contenant a et b. L’action de W sur les chambres de A
étant simplement-transitive, il existe w € W tel que w.B = A. Comme 'action de W sur A
préserve le type le sommet de A qui n’est pas dans w.B a le méme type s que le sommet de
B qui n’est pas dans b. Comme a et b sont dans le méme mur, a et b ont le méme type et
donc a = w.b. O

Pour tout mur M de Z on note 1 + qy; le nombre d’alcoves contenant n’importe quelle
cloison de M. Les ¢); s’appellent les paramétres de Z. En fait, 'ensemble des paramétres de Z
est fini. En effet, quitte a considérer 'image de M par un élément de G, on peut supposer que
M est un mur de A. On a alors g,y = gu pour tout w € v(N) et w.M(o, k) = M(w.a, k)
pour tout w € W?Y. On peut donc supposer que M = M(a;, k) avec i € [1,n] et k € Z.
Comme o) € Q¥ C Y et que a;(e)) = 2, il y a au plus deux orbites de murs de A paralléles
a M sous l'action de Y : celle de M = M(«a;, k) et celle de M(cy, k + 1). On pose alors
¢ = QM(a:,0) € @ = Qrr(a;1). Alors I'ensemble des gy tel que M est un mur de Z est un
sous-ensemble {¢;, ¢i|i € [1,n]} et est en particulier fini.

Les gy ot M est un mur de Z et les ¢gs pour s € S de la partie précédente ne sont pas
sans rapports. En effet, si M, est le mur des invariants de s € S, qa, = ¢s. De plus, si M est
un mur de Z, il existe h € H tel que h.M soit un mur de A. Soit ¢ une chambre ayant h.M
pour mur. Alors il existe w € W tel que w.c ait M, pour mur, avec s € S. Alors ¢ = ¢s. En
particulier, {¢;, ¢j|i € [1,n]} = {gs|s € S} et il y a au plus n + 1 paramétres.

Remarque 2.2.2.4. En outre, si pour ¢ € [1,n], il existe p dans Y tel que «; (1) est impair,
tous les murs de A paralléles & M («a;,0) sont dans la méme orbite sous 'action de Y. On en
déduit que ¢; = ¢}.

2.2.3 Algebre de Hecke sphérique

Soit R un anneau. On pose HI = {¢* : I? — R|¢*(g.x,9.y) = ¢*(z,y) Vg € G},
'ensemble des fonctions de 72 dans R qui sont G-invariantes.
On pose aussi H = {¢“ : Y+ — R}. On a alors le lemme suivant :

Lemme 2.2.3.1. Les espaces HT et H sont isomorphes. Plus précisément, cette correspon-
dance peut étre donnée par ¢%(g) = ¢I(O,g.0) pour tout g € G si ¢F € HT et ¢F(x,y) =
¢ (d*(z,y)) pour tout (z,y) € I?%, si ¢ € H.

On s’intéressera a Pensemble H des fonctions de H a support fini et & HZ, image réciproque
par Iisomorphisme du lemme précédent de H. Alors si ¢¢ € HI, ¢ € HT si et seulement
si {g € G|¢*(0,9.0) # 0} est fini. Une base de H est (cy)rey++, ol ¢y = lgyy pour tout

Lsid(z,y) =X\

A € Y. La base correspondante de HZ est (c%), ou c&(z,y) = 0 si , pour
sinon

tous z,y € I, A€ Y+,

On munit #* d"un produit de convolution en posant ¢* " (z,y) = 3., ¢*(x, 2)U" (2, y),
si ¢F, ¢ € H® et x,y € Iy. Nous allons voir que ce produit de convolution est bien défini, &
valeurs dans HZ et qu’il munit HZ d’une structure d’algébre associative.
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Afin d’étudier HZ, on définit les constantes de structure de l'algébre de HZ. Soient
A, i, v € YT On note my,(v) le nombre de triangles [z, z,y] de Z tels que d"(z, z) = A
et d(z,y) = u, pour tout couple (x,y) € Z tel que d*(x,y) = v. Ce nombre ne dépend pas
d’un tel couple. En effet, si (z,y) € Z? vérifie d’(x,y) = v, posons M, (v, (z,y)) = {z €
ZN(d¥(z, 2),d"(z,y)) = (A, u)}. Soit (2/,y') € Z? tel que d*(x,y) = v. Alors il existe g € G tel
que ' = g.x et y = g.y. On a alors M, ,(v, (2/,y')) = g.Mx (v, (z,y)) d’ot I'indépendance
du cardinal. Les my ,(v) s’appellent les constantes de structure de H~.

Lemme 2.2.3.2. Soient ¢ une chambre de I et r € N. Soit E, l'ensemble des chambres de
T a distance inférieure a r de c. Alors E,. est fini.

Démonstration : Montrons le par récurrence sur r. Si » = 0, c’est clair. Soit r € N tel
que F, soit fini. Soit F' I’ensemble des cloisons des chambres de E,. Alors F est fini et toute
chambre de E,; admet un élément de F' pour cloison. Comme Z est d’épaisseur finie, F,
est fini. [J

Lemme 2.2.3.3. Soient x € Iy et r € RY.. Posons S = {y € Zy|d(y,z) = r}. Alors S est
fini.

Démonstration : Montrons qu’il existe un ensemble fini £ de chambres tel que tout point
de S est un point de 'adhérence d’'une chambre de F.

Soit ¢ une chambre contenant x dans son adhérence. Choisissons un appartement A conte-
nant c. Soit B4 la boule de centre x et de rayon r dans A. Alors I'ensemble C4 des chambres
de A qui sont d’intersection non vide avec By est fini. Ainsi il existe £ € N tel que toute
galerie minimale reliant une chambre de C4 a c est de longueur inférieure a k. Soient B la
boule de centre x et de rayon r dans Z et C I’ensemble des chambres de Z d’intersection non
vide avec B. Soit ¢ € C et I" une galerie minimale de ¢ a /. Soit A’ un appartement contenant
cet d et ¢ A” — Alisomorphisme fixant AN A’. Alors ¢(I") est une galerie minimale de ¢ a
o(c) € Ca, de méme longueur que I, done T est de longueur inférieure a k. Soit E 1’ensemble
des chambres de Z & distance inférieure a £ de c. Comme 7 est d’épaisseur finie, F est fini
(d’apres le lemme 2.2.3.2), et E vérifie bien la propriété voulue au début de la preuve.

Comme ANZy =Y, c’est un réseau de V, qui est donc discret. Ainsi, toute chambre de
A ne contient qu’un nombre fini de points de Zy, donc toute chambre de Z ne contient qu’un
nombre fini de points de Iy (en effet si d est une chambre de Z, d est en bijection avec ¢ par
un élément de G). On en déduit que S est fini. OJ

Lemme 2.2.3.4. Soit (z,\) € Z?. Alors {y € Z|d"(x,y) = A} est fini.

Démonstration : Soient F' = {y € Z|d"(z,y) = A} et d = d()\,0). Si y € F, alors
d(x,y) = d. On a vu dans la preuve du lemme 2.2.3.3 qu’il existe un ensemble fini E de
chambres de 7 tel que pour tout y € F, y soit dans ’adhérence d’une chambre de E. Soit
C une chambre de E. Soit Fo = F N C. Soit A = g.A un appartement contenant z et C. Si

2 € Fo, g7tz — g o = w, pour w € WY. On en déduit que Fg est fini et donc que F est
fini. [J

On en déduit que pour tous A, p, v € Y+t m, ,(v) est fini.
Lemme 2.2.3.5. Soient A\, p € Y+, Alors {v € Y**|m, ,(v) # 0} est fini.

Démonstration : Soit « € Z. Posons F' = {z € Z|d"(z,2) = A\} et T = {y € Z|3z €
F|d*(z,y) = p}. Alors F est fini par le lemme 2.2.3.4, donc T aussi par le méme lemme et
donc {d"(z,y)|ly € T'} est fini. Comme {v € Y *|m, ,(v) # 0} = {d"(z,y)ly € T}, on a le
résultat voulu. [
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On peut donc définir une structure d’algébre sur A en posant pour A\, p € Y+, ¢y *¢, =

EueY++ m)\,#(u)c,,.

Théoréme 2.2.3.6. Soient X\, p € Y. Alors ¢ x ¢, = 37 cyve mau(v)c,. En particulier,
le produit de convolution de deuz éléments de HE est bien défini, a valeurs dans HX et munit
HT d’une structure d’algebre associative.

Démonstration : Soit (z,y) € Z5. On a c * c,(z,y) = Y.z, &5 (7, 2)ch(2,y). De plus,

1sid’(z,z) =Xet d°(z,y) =

si z € Z, cx(x,2)ch(2,y) = M Soit v = d’(z,y). On a donc

0 sinon

oy * e (x,y) = my (V)L (x,y), ce qui donne le résultat annoncé. O

L’algébre ainsi définie s’appelle ’algébre de Hecke sphérique associée a L.

2.2.4 Module des fonctions sur les sommets de type 0

On pose G_o le germe de quartier de —C7, c’est-a~dire I'ensemble des sous-quartiers de
—C7}. Soit U™ le fixateur de G_o, c’est-a-dire I'ensemble des g € G fixant un sous-quartier €
de &_.. On pose alors p_, = PA~C? (cette rétraction a été définie dans la sous-partie 1.4.7,
on utilise le fait que le systéme d’appartements est cohérent). Par définition, pour z € Z,
P—oo(z) est 'unique point de l'orbite de U~.z dans A.

On note F lensemble des fonctions U~ -invariantes a gauche sur Zy. Pour p© € Y, on
deéfinit x, € F la fonction caractéristique de U~ .pu. Pour y = Z#GY auX, € F, o a, € R
pour tout p € Y, on définit le support de x par supp(x) = {u € Y|a, # 0}. On pose alors F
P’ensemble des fonctions de F & support fini.

Soit R[Y] l'algébre de groupe de Y (R[Y] = {3 a,e*|(a) € RY)} ot (€¥),cy est une
base d'une algébre sur R vérifiant e*e# = et pour tous p, i’ € Y).

On munit 7 d’une structure de R[Y]-module en posant (f.x)(n) = >, ey aux(p — pt')
pour f =Y aye’ € R[Y], x € F.

On a alors, pour tous p, i’ € Y, €” .x, = Xurw- On en déduit que F est un R[Y]-module
libre de rang 1 admettant x, comme base pour tout p € Y.

Nous allons maintenant introduire des parameétres ny(u) pour p € Y et A € Y. Ceux-ci
nous permettront de définir une action a droite de ‘H sur F que nous utiliserons pour définir
I'isomorphisme de Satake.

Lemme 2.2.4.1. Soient A € Y1 et p,pu’ € Y. On pose Nx(i/', 1) = {y € Zolp-(y) =
poet d'(y, ') = A}, Alors [Nx(u, p')| ne dépend que de i/ — pu.

Démonstration : Soient n € Y et n € N tel que v(n) = n. Montrons que nop_, = p_o,0n.

Soient € Z et B un appartement contenant x et un sous-quartier € de &_... Alors n=!.B
est un appartement (l'image par un élément de G d’un appartement est un appartement)
contenant un sous-quartier de € (car n~! agit par translation sur A) donc p_ogjn-1.p est un
isomorphisme de n~!. B sur A fixant AN B (par définition de p_,). On en déduit que p_o,on™*
est un isomorphisme de B sur A. Alors (pso|B) ' ©n 0 p_oo 0o n~! est un isomorphisme de A
sur lui-méme fixant un sous-quartier de &_.,. Par 'argument standard d’unicité (voir la
remarque 1.1.0.10), ¢’est donc 'identité, donc p_ocon =no p_«.

On en déduit que n.Ny(¢/, 1)) € Na(n.p/,n.u), et comme Z = v=1(Y) est un groupe,
n.Nx(t/, 1)) = Nx(n.p/,n.p), c’est-a-dire que n.Ny(¢', 1)) = Na(n + p/,n + p) et donc
INA(¢/s )| = |Nx(p/ + 7, 1w+ n)|, d’ott le résultat. O
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Pour p, i/ € Y, on pose ny(p'—p) = | Nx(u, p')|, qui est bien défini par le lemme précédent.
On munit A d’un ordre comme suit : si 2,y € A, on dit que z <gv ysiy —z € QY.

Proposition 2.2.4.2. Soient A\ € Y, p,p/ €Y, alors siny(p' —p) #0, ' —p <gv A. De
plus, ny(\) = 1.

On ne démontrera pas cette proposition qui utilise principalement la théorie des chemins
de Hecke. Le point de départ est de montrer que l'image par p_,, d'un segment est un
chemin de Hecke, c¢’est-a-dire une ligne brisée qui vérifie certaines conditions. Cette théorie
est développée dans | | par exemple.

Proposition 2.2.4.3. Soient A € YT et p €Y. Alors ny(u) est fini.

Démonstration : Par définition, ny(u) = {y € Zo|p-oo(y) = 0 et d¥(y, ) = A}|. Or pour
tout y € Y, d(d"(y, 1),0) = d(y, p), donc si d*(y, u) = A, d(y, 1) = d(A,0). On conclut alors
par le lemme 2.2.3.3. J
Proposition 2.2.4.4. Soit A\ € Y. Alors {u € Y{n\(u) # 0} est fini. En d’autres termes,
(naA(y))yey est presque nulle.

Démonstration : Supposons qu’il existe y € Zy tel que p_oo(y) = 0 et d*(y, u) = A. Alors

d(p—oo(Y), p—oo(pt)) < d(y, ) comme on 'a admis lorsqu’on a défini p_., (sous-partie 1.4.7),
donc d(0, ) < d(),0) et le lemme 2.2.3.3 permet de conclure. [J

Pour x € F, ¢ € H et x € I, on pose x x ¢p(x) = x(y) ot (y, x).
Le lemme suivant combiné a la proposition 2.2.4.4 montre quesi y € F et ¢ € H, xx¢p € F
et donc que * munit F d’une structure de H-module a droite.

Lemme 2.2.4.5. Soient A € Y et p/ €Y, alors (x, * ca) (i) = na(p' — p).
)

Démonstration : On a (x, * &)(') = X2 ez, Xu(W)X(y, 1) = {y € U™.puld"(y, 1) = A}l.
Or y € U™ . si et seulement si p_o(y) = p, donc (x, *ex) (i) = na(p — o). O

Lemme 2.2.4.6. L’action a droite de H sur F commute avec l'action de Z = {n € N|v(n) €
Y} et plus généralement avec l'action de R[Y].

Démonstration : Soient x € F, p € H, t € Z et x € Zy. Alors

X o(tr) =D x(W)e* (v, tr) = Y x(ty)¢" (ty' tw) = ((x o 1) % §)(x),

y€Zo yelp
c’est-a-dire que (xot)*¢p = (xx¢)ot. Siv(t) =p € Yetpy €Y,z € Ly, xwot(z) = xw(z+p)
donc x,s ot = e *.x. On en déduit que x, ot = e #.x.
On aalors e #(x*x¢) = (x*x@p)ot = (xyot)*x¢p= (e *.x)* ¢ donc action & droite de H
sur F commute avec l'action a gauche de R[Y].0]

2.2.5 Isomorphisme de Satake
2.2.5.1 Deéfinition de I'isomorphisme

Le morphisme S, Comme F est un R[Y]-module libre de rang 1, Endgp(F) = R[Y].
L’action a droite de H sur F induit donc un morphisme d’algébres S, : H — R[Y] tel que
X * ¢ = S.(¢).x, pour tout (¢, x) € H x F. Comme e“/.xu = Xu+u'» on obtient la formule :

Si(cn) = Z ny(v)e’ = e + Z na(v)e

I/SQVA V<QV>\
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L’isomorphisme de Satake sera obtenu en modifiant S, a 'aide d’un caractére de QY.
On va utiliser les paramétres de Z de la sous-partie 2.2.2 pour définir un caractére ¢ a
I’aide duquel nous définirons I'isomorphisme de Satake.

Q" — RY
Le caractére ¢ Soit ¢ : Z a0 — H (qig)®
i€[1,n] i€[1,n]

Comme Q¥ est un sous-réseau de P et que Z est principal, on peut choisir une Z-base
(€:)icpn) de PY et des nombres dy, ..., d, € Z\{0} tels que dyey, ..., dye, soit une Z-base de
Q. Pour x = > (\se;) € PV, on pose alors 6(x) = []6(d;\ie;)/% et on obtient un morphisme
d : PY — R%. On obtient ainsi des morphismes 0, S12Y — R et donc des morphismes
§=080v,0Y%:Z — R (on abuse ici des notations).

On suppose & partir de maintenant que ’anneau R contient 'image de §'/2. On définit

‘ o R[Y] — R[Y]
alors un automorphisme d’algebres en posant @ : Z aye s Z 51 ﬂ(y)ayey'

L’isomorphisme de Satake On pose alors S = ® o S, ou plus explicitement, pour A €

y++
S(en) = D 0P(pna(pe =02 (N)e + 3 82 (wna(w)e”

HSQV)\ ugé)\

Alors S est un morphisme d’algébre appelé isomorphisme de Satake et le reste de cette
partie sera consacré a la démonstration du fait que c¢’est bien un isomorphisme (en restreignant
I'image).

On peut déja vérifier que S est injectif. En effet, si ¢ = > aycy € H est non nul, alors
en choisissant Ao maximum parmi les éléments de supp(¢), on obtient que Ay est toujours
maximum dans supp(S(¢)) et donc S(¢) # 0.

Image de S On définit une action de W sur R[Y] en posant w.e¥ = e*¥ pour w € W" et
reY.

Théoréme 2.2.5.1. Le morphisme S est un isomorphisme de H dans ’ensemble R[Y]"V"
des éléments WV invariants de R[Y].

Démonstration : Comme pour A € Y, S(cy) = ZMSZ&)\ 52 (p)ny(p)et, il suffit, pour

montrer que S est bien a valeur dans R[Y]"" que pour w € W?, 6Y/2(u)ny () = 62 (w.p)ny(w.p).
Il suffit de vérifier que pour chaque réflexion fondamentale r;, cette formule est vraie en
prenant w = r;. Il faut donc démontrer la formule suivante :

na(ri-p) = na () (Vaig) ™. (2.1)

Admettons provisoirement cette formule. On sait alors que S(H) C R[Y]"V".

Pour p =" pway € YTF on pose |u| = pi € N.

Soit f € R[Y]"". On pose suppm l’ensemble des éléments de supp(f) maximaux pour
<gv. Soit p € supp(f) alors si p ¢ YT, il existe i € [1,n] tel que a;(p) < 0. Alors
ri(p) >ov et r;(p) € supp(f), donc p ¢ suppm(f). On en déduit que suppm(f) C Y+ .

On écrit f =3 aye’. Soit alors ¢ =37 (o a, ()~ %c,. Alors
F=S@)= > Y beeRY",

pesuppm(f) A< p
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ot (by) est une suite presque nulle.
On en déduit que max{|u|lp € suppm(f — S(P))} < max{|u||p € suppm(f)}, ce qui
permet de construire un antécédent a f en un nombre fini d’étapes. D’ou le résultat. [J.

A P'aide de la remarque 2.2.2.4, on peut déja voir que dans la formule (2.1), \/qiql’-ai(u) est
bien un entier.

2.2.5.2 Arbres associés 4 un mur

Arbre étendu associé a (A, «;) Pour démontrer la formule 2.1, on va montrer qu'il suffit
de démontrer la formule dans le cas d’un arbre. Pour ce faire, nous allons associer des arbres
a Z. On utilisera notamment le paragraphe 7 de | |. Cependant, les axiomes qu’utilise
Tits pour définir les immeubles étant énoncés différemment de ceux que 1'on a utilisés, les
énoncés sont un peu différents. On utilisera la notion de parallélisme sur les murs définie
sous-partie 1.4.8.

Soit M un mur vectoriel de A. On note A(M,) 'ensemble des appartements contenant un
mur paralléle a M et on pose Z(Muo) = U ac 4.,y A- Posons G(Mx) = {g € G|g(M) || M}.
Alors G(M,) agit transitivement sur A(My,). En effet, si A € A(M,), on choisit g € G tel
que g.A = A. Soit M’ un mur de A paralléle & M. On choisit w € W" tel que wg.M' soit
paralléle a M (c’est possible car W? agit transitivement sur les murs vectoriels de A). Soit
n € N tel que v(n) = w, on a alors ng.A = A et ng € G(M,,).

Soit A € A(My). On munit A du groupe de réflexions engendré par toutes les réflexions
orthogonales par rapport a un mur paralléle & M. Alors Z(M.,) muni de ces structures de
complexes de Coxeter est un immeuble. Plus précisément c’est un arbre étendu (c’est-a-dire
qu’il n’est pas forcément essentiel, mais la partie essentielle est de rang 1) dont les bouts sont
en bijection avec les demi-appartements de Z,, bordés par un mur paralléle & M. Les facettes
de A pour cet arbre sont les o; '(Jk, k + 1[) et o; ' ({k}) pour k € Z, si M = ker o;.

L’action de G(My,) sur Z(M,) est fortement transitive.

Décomposition de ’arbre étendu Soit Ay(M) I'ensemble des appartements de Z(M,)
contenant M. Soit r la réflexion orthogonale de A par rapport a M.

Lemme 2.2.5.2. Soit A un appartement de Z contenant 0. Alors tout mur de A est paralléle
a un mur de A passant par 0.

Démonstration : Cette assertion est vraie en prenant A = A. En effet, tout mur de A est
de la forme a; ' (k) pour k € Z et i € [1,n], et est donc paralléle & a; *({0}). Supposons que
A est un appartement de Z contenant 0. On choisit ¢ € G envoyant A sur A et fixant A NA.
Soit M un mur de A. Alors g.M est paralléle & un mur M’ de A contenant 0. Alors g=1. M’
est un mur de A paralléle & M car g est une isométrie et préserve donc le parallélisme (g
préserve le parallélisme sur les rayons et donc le parallélisme sur les murs). [

Lemme 2.2.5.3. Soit © € T(My,). Alors il existe A € Ag(M) contenant x.

Démonstration : Soit A un appartement de Z(My,) contenant x et 0. Par le lemme 2.2.5.2,
A contient un mur M’ paralleéle a M et passant par 0. Par le lemme 1.4.8.3, M = M’. Donc
A contient M, c’est-a-dire que A € Ay(M). O

Lemme 2.2.5.4. Soit v € Z(My,). On choisit A € Ao(M) contenant x et ¢ : A — A
un isomorphisme fizant M. Alors pour tout B € Ao(M) contenant x et tout isomorphisme
Y B — A fizant M, ¢¥(z) € {¢p(x),rop(x)}. De plus, six n’est pas dans M et sip(z) = ¢(x),
alors ¢|AmB = Cb\AmB-
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Démonstration : Gardons les notations de 1’énoncé. Alors ¢~to : B — A est un isomor-
phisme d’espaces euclidiens fixant M. On en déduit ¢~ 'o1)(x) € {z,y} ol y est le symétrique
de x par rapport a M dans A. On a donc ¥(x) € {¢(z), d(y)}. Mais ¢(y) est le symétrique
de ¢(x) par rapport & M dans A, c’est donc r o ¢(x).

Supposons maintenant que x ¢ M et que ¢(x) = ¢(x). Soit z € ANDB. Si z € M,
¢t o1)(z) = z. Supposons que x et z sont strictement du méme coté de M. Alors ¢! oa)(z)
et ¢~ o1)(x) = x sont du méme coté de M donc ¢~ o 9)(2) = 2. On démontre de méme que
ceci est vrai si z et x ne sont pas du méme coté de M. [

Lemme 2.2.5.5. Notons p: A — M et q: A — Ray les projections orthogonales sur M et
M+ =Ray. Soient alors x, A et ¢ comme dans le lemme 2.2.5.4. On pose P(x) = p(¢(x))
et Q(z) = ¢ (q(o(x))). Alors P(x) et Q(x) ne dépendent pas des choix faits pour x.

Démonstration : On a p(r o ¢(x)) = p(x) ce qui permet de conclure pour P(x) par le
lemme 2.2.5.4.

Soit x € Z(My,). Si € M, I'image de = par ¢ ne dépend pas des choix de A et de ¢,
d(x) € M =z, q(¢p(x)) = 0 € A et donc ¢~ (q(¢p(z))) = Q(x) = 0 ne dépend pas des choix
faits pour z.

Supposons « ¢ M. Choisissons A € Ay(M) contenant = et ¢ : A — A fixant M. Posons
@ = ro¢ : cest autre isomorphisme de A dans A fixant M. On a alors ¢’ 1 oqgo ¢ =
plorogorop=¢logogpcarroqg=qor=—q, donc Q(x) ne dépend pas du choix du
morphisme une fois que 1'on a choisi A € Ag(M) contenant z.

Soit B € Ay(M) contenant . Soit ¢ : B — A l'isomorphisme fixant M tel que ¢(z) =
o(z). Soit F la facette de Z(M) contenant z. Alors ¢(¢(x)) et ¢(z) sont dans la méme
facette F” et donc ¢ (q(¢p(x))) et ¢~ (4(x)) = x sont dans la méme facette F, qui contient
donc aussi ¢! (q(4(x))). Cette facette F est incluse dans A N B donc par le lemme 2.2.5.4,
S g((2))) = B (g((2))) = g(¥()) = g(@(x)), donc Q(x) ne dépend pas des choix
faits pour z.0]

Pour tout appartement A de Z(M,,), on pose alors A = Q(A). Soit alors Z(M,,) I'union
pour tous les appartements A de Z(M.,) des A. Alors Z(M,,) est un immeuble dont les
appartements sont en bijection avec ceux de Z(M,,) par A + A. Les morphismes P et
() permettent alors une décomposition Z(My,) = Z(My) x M. Autrement dit, (P,Q) :
I(My) = I(My) x M est une bijection.

Lemme 2.2.5.6. Soit F' = Fixg(M) = {g € G|gjm = idp}. Alors Uaction de F sur T(My)
est compatible avec la décomposition T(My,) = T(Myo) X M, ce qui signifie que si x = (u,v) €
(M) x M, alors g(z) = (g(u),v).

Démonstration : Soient x € T(My,), A € Ao(M) contenant x et ¢ : A — A un isomor-

phisme fixant M. Alors g.A contient M et g.z, et po g~ ' : g.A — A est un isomorphisme
fixant M. On a donc Q(g(x)) = go¢dtogogpog(g.z)=9.Q(x). O

2.2.5.3 Reéécriture de la formule souhaitée

Rétraction parabolique Soient i € [1,n] et M = ker oy;. Soit § la facette conique de
'immeuble & l'infini Z,, de direction & o N M (ot &_, est —C7).
Définissons une rétraction de Z sur Z(My,) de centre Foo.

Lemme 2.2.5.7. Soient x € T et § = = + Foo la facette conique de direction §o et de
base x (dont lexistence et ['unicité ont été admises au lemme 1.4.7.7). Alors il existe un
appartement A de T(M,) contenant un sous-cone paralléle de §.
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Démonstration : Par le théoréeme 1.4.7.12 il existe un appartement A de Z contenant un
sous-cone paralléle de §; de § et un sous-quartier € de C (car on a supposé que le systéme
d’appartements de Z était cohérent). Nous allons montrer que cet appartement convient.

Soit y la base de §1. Soit M’ un mur de A d’intersection non vide avec € et z € €N M.
Alors la facette conique z + § ., est incluse dans AN A. En effet, z + § est 'image de §; par
la translation de A de vecteur z — y, mais c’est aussi I'image de 0 + §, par la translation
de A de vecteur y. Comme «q,...,q, est une base de V*, on peut identifier R” et A via
x = (0())jepng- Soit k € Z tel que M' = {z € Ala;(x) = k}. Alors il existe C' > 0 tel que
M'NE D {z|aj(z) > CVj #i}NM et 2+F D {z|a;j(zr) < —CVj #i}NM'. On en déduit
que M’ est I'enveloppe convexe de M'N € et de z + Fo. D’apreés la proposition 1.4.5.5, ANA
contient ’enveloppe convexe de A N A donc A contient M’, ce qu’on voulait démontrer. [

Soit  un point de Z et A, un appartement contenant un sous-cone paralleéle de §. Alors
il existe un appartement B, de Z(M,,) contenant un sous-cone paralléle de §. Soit alors
¥, I'isomorphisme d’appartements fixant A, N B,. On pose alors p(z) = 1,.(z). On appelle
p = pz...m la rétraction de Z sur (M) de centre §o. Montrons que p(z) ne dépend pas
des choix faits.

Soit H, 'hyperplan de B, de direction M et contenant un sous-cone paralléle de z + §.
Alors ¢ '(H,) est un hyperplan de A, contenant un sous-cone paralléle de x + Fo, donc
r € Y, (H,), cest-a-dire ¥, (x) € H,, et H, ne dépend pas du choix de B,. De plus, pour
deux choix v, : A, — B, et ¢, : AL — B, ¥ o est 'identité sur un sous-quartier de
T + §oo et donc sur H,. On a donc 9, (z) = ¢, (z).

Factorisation de p_,, Soit &' le quartier {z € A|a;(x) < 0} dans Z(M,). Notons p’_ la
rétraction de Z(My,) sur A de centre &',

Lemme 2.2.5.8. On a la factorisation suivante : p_oo = p_.. © p.

Démonstration : Soit z € Z. Choisissons un appartement A, contenant x et un sous-
quartier de —C. Choisissons un appartement B, de Z (M,,) contenant un sous-quartier de
—C7} et un sous-cone parallele de z + § (c’est possible car x — C7} contient x + Soo)- Soit
alors ¢, : A, — B, fixant A, N B,. Alors ¢,(x) = p(z) car A, et B, satisfont aux conditions
données dans la définition de cette rétraction.

L’appartement B, contient un sous-quartier de &’. Soit 6 : B, — A I'isomorphisme fixant
B,NA. Comme p(x) € By,onap__op(z) =0(p(x)) = 0ot (x). Par ailleurs, A, contient un
sous-quartier de & et fo), : A, — A fixe un sous-quartier de —C7% donc AN A, par 'argument
standard d’unicité ( remarque 1.1.0.10), donc 0 o ¥, (z) = p_oo(z), donc p_o, = p' 0 p.O

Cette factorisation permet d’obtenir une nouvelle expression de ny(p) pour A € Y+ et
p € Y. On rappelle que ny(u) = {y € Zo|lp—oo(y) = —p et d’(y,0) = A}| (c’est le lemme
2.2.4.5). Pour z € Z(M), on pose px(z) = [{y € Lo|p(y) = z et d*(y,0) = A}|. Alors par le
lemme 2.2.5.8, n)(u) = ZzeZO(Mm)mpl__;({fu})p,\(z), ot Zo(Moo) = Z(My) N Zy.

Comme F' = Fixg(M) fixe Fo. On en déduit que p est F-équivariante. En effet si z € Z,
g € Fet A, B, sont comme dans la définition de p, on peut choisir Ay, = g.A, et B, , = B,.
Soit ¢, I'isomorphisme fixant A, ,NB,. Alors ¢, = goi, et on en déduit que p(g.x) = gop(x).

La fonction p, est donc constante sur les orbites de F' dans Z(M,,) NZy. Par conséquent,
(1) = Y peqPa(w)ng(—p), ot € est I'ensemble des orbites de Z(My) N Zy sous 'action de
F et n,(v) = {z € w|p_(2) = v}| pour tout w € Q.

11 suffit donc de prouver que n,(r;.v) = 1y, (v)(1/q:¢}) =) pour tout w € Q et tout v € Y
pour montrer la formule (2.1).
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Lemme 2.2.5.9. Soit x € Zy(My,). On écrit x = (u,v) € Z(My,) x M. Alors lorbite F.x de

x sous laction de F' est S, x {v}, our =d(0,u) et S, ={u' € Z(M)|d(v',0) =r}.

Démonstration : soit f € F. Alors f.x = (f.u,v) et d(f.u, f.0) = d(f.u,0) = d(u,0) donc
fues,.

Réciproquement, soit A un appartement contenant M. Alors il existe un isomorphisme
d’appartements ¢ fixant AN A et ¢ € F. Ainsi, F' agit transitivement sur les appartements
contenant M. On en déduit que F' agit transitivement sur les appartements de Z(M,,) conte-
nant 0. Soit alors y € S,. On choisit un appartement A de Z(M,,) contenant 0 et y un
appartement B de Z(M,,) contenant 0 et . On a donc A = f.B, avec f € F. Alors fye€ A
et d(f.y,0) = r. Ainsi f.y est soit x soit le symétrique de x par rapport a 0 dans A. Comme
la réflexion par rapport a 0 dans A est induite par un élément s de F', soit s.f.y = x, soit
fy =z, donc Fx =S, x {v}. O

On en déduit qu’il suffit de démontrer la formule dans le cas particulier du paragraphe
suivant.

2.2.5.4 Démonstration de la formule voulue dans le cas d’un arbre

Cas d’un arbre On suppose que Z est de rang 1. On identifie alors A et R, et on identifie
les sommets de A & Z. La valence d'un sommet s € Z est 1 + ¢ (respectivement 1 + ¢') si
s est pair (respectivement s impair). Soit —oo le bout de A correspondant & —N. Soit p’ la
rétraction de Z sur A de centre —oo0.

Proposition 2.2.5.10. En conservant les notations du paragraphe introductif, pour m €&
ZCAetreN, onan.(m)=n.(—m)v/q¢)™.

Démonstration : (cette démonstration est illustrée par les figures 2.2.1 et 2.2.2) pour z €
Sy, on note s, € Z le sommet de A tel que [0, s.] = [0, 2]NZ. On a alors p/(z) = s, + (r—|s.]).
Pour calculer n,.(m) on distingue deux cas.

1) s, > 0, ce qui est équivalent a p/(z) = r. On en déduit que le choix d’un sommet
z tel que p'(—z) = r est équivalent au choix d’une portion d’un appartement se branchant
en 0, s’« éloignant » de —oo et de longueur 7. Il y a q¢'qq... (r-facteurs) possibilités donc
n. = qq'qq ... (r-facteurs)

2) —r < s, < 0, ce qui équivaut a p'(z) < r. On a alors p'(z) = r + 2s,, c’est-a-dire
s, = (p'(z) — r)/2. Pour choisir un antécédent & m par p’ il faut donc choisir une portion de
longueur r + s, d’'un appartement se branchant en s, € A, quittant A et de longueur r + s,.
On a donc n,(m)=1sim=s, =—r, n.(m) = (¢ — 1)¢'qq... (r+ s, = (r+m)/2 facteurs)
si s, est impair et n,(r) = (¢ — 1)qq'...(r + s, = (r + m)/2 facteurs) si s, est impair. On
obtient alors la formule voulue en utilisant le fait que ¢ = ¢’ quand m est impair. [

On a donc complété la preuve du théoréme 2.2.5.1, et prouvé que S est un isomorphisme
entre H et R[Y]"". Cet isomorphisme est appelé isomorphisme de Satake. En utilisant le
théoréme 2.1.3.1, on obtient de plus que ’algébre de Hecke sphérique sur C d’un immeuble
régulier est isomorphe au centre de ’algébre de Hecke affine associée a cet immeuble.

2.3 Formule de Gindikin-Karpelevich

2.3.1 Introduction

Dans cette partie, j’expose le début de nos travaux de recherche sur la formule de Gindikin-
Karpelevich. L’objectif dans un premier temps serait de démontrer cette formule réécrite en
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r=m

FIGURE 2.2.1 — Rétraction dans un arbre semi-homogéne, cas 1)(¢ =2, ¢ =3, r
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termes d’immeubles et & terme, de la généraliser dans le cadre des masures. On garde les
hypothéses et notations de la partie 2.2.1. On suppose de plus que tous les paramétres de 7
sont égaux et ’on note ¢ ce parameétre. Cela signifie que toute chambre de Z est adjacente a
exactement g + 1 chambres (cf les parties 2.2.2 et 2.1.2). On note py, et p_o les rétractions
par rapport a CV et —C". On note @V le réseau des copoids radiciels de R, c’est-a-dire le
réseau engendré par RY. On note p = %Z(XER+ aet A= HaeRi % . La formule de

Gindikin-Karpelevich que I'on souhaiterait démontrer est la suivante : pour tout A € QV,

A= pme W) N e+ wle?e € Q(QY)

HEQY

Cette formule provient de | | mais a été réécrite en termes d’immeubles (et lége-
rement corrigée). On admet que I'expression de 'isomorphisme de Satake est donnée par

S(en) = 0 1B°(0,0) N ik (e

HEQY

pour tout A € QY. = QVNCY, ot BY(0,\) = {y € Z|d"(0,x) = A} et S désigne I'isomor-
phisme de Satake.
On a alors la formule de Macdonald suivante (toujours d’apreés | |) : pour tout

reQyy,
S(ex) = > w(A)e™
wEA
La formule de Macdonald implique celle de Gindikin-Karpelevich, comme nous le mon-
trerons partie 2.3.2. Il restera a montrer la formule de Macdonald, ce que nous envisageons
de faire en utilisant | |.

Lemme 2.3.1.1. Soit u € QY. Alors |{x € Z|p_oo(x) = X €t pio(x) = A+ u}| ne dépend
pas de A € QY.

Démonstration : Soit X = {x € Z|p_oo(x) = 0 et pyoo(x) = p}. Soient A € Q¥ et g € G
dont la restriction & A est la translation de vecteur \. Soient x € A et A un appartement de 7
contenant x et un sous-quartier € de —C". Soit ¢ I'isomorphisme fixant ANA. Alors gogog™!
fixe €N g~1.€, qui contient un sous-quartier de —C"” et donc p_o.(g.7) = go po g (g.7) =
g-P—oo(). De méme, py 09 = gopio. Ainsi, g. X = {x € Z|p_oo(x) = X et pioo(x) = A+ 1},
et donc |g.X| = |X|. O

Cas d’un arbre Dans le cas d'un arbre, la formule de Gindikin-Karpelevich est assez facile
a vérifier, tous les cardinaux pouvant s’écrire explicitement.

On suppose dans ce paragraphe que Z est un arbre. On identifie A & R et les sommets de
AaZ Onalors R={1,-1}, RV ={2,-2}, Q¥ =2Z et p= 3.

On a alors la formule de Gindikin-Karpelevich :

Proposition 2.3.1.2. Soit Z un arbre. Alors pour tout X de QQV,

_16_2

S 1oL (D) Nk (D0 + ) lgfer = 1oL

_ 2
ot 1—e
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Démonstration : pour x € Z, on pose s, € Z tel que [0, s,] = [0, 2] NA. Posons r = d(0, z).
Alors, pioo(x) = Sz + (|s2] = 7) et p_oo(x) = 55 + (1 — |Sz|). Ainsi si s, > 0, p_oo(x) =1 €t
Proo(T) =28, — 1. S1 8; <0, pyoo(x) = —1 et p_oo(x) =25, + 7.

D’aprés le lemme 2.3.1.1, on peut supposer que A = 0. En faisant des calculs similaires
a ceux de la proposition 2.2.5.10, on obtient les résultats suivants : si u > 0, |p=% ({0}) N
prl (D] = 0, si g = 0, o= ({0) N prl(eh)] = 1 et si < 0, |p=L ({0} M py({pe})] =
(q — D)g= /71 gl = g2 d’out le résultat. O

2.3.2 Déduction de la formule Gindikin-Karpelevich de celle de Mac-

donald
Dans cette partie, on déduit la formule de Gindiki-Karpelevich de celle de Macdonald en
détaillant les explications de | |. On ne suppose plus que Z est un arbre.

Nous utiliserons sans les démontrer le lemme suivant et son corollaire :

Lemme 2.3.2.1. Soit i € QY. Alors il existe X € QY tel que pour tout X' € QY tel que
N >qv A, BY(0,0) N pisa({A + 1}) = p=i({AD) N s ({A + 1)

Corollaire 2.3.2.2. Soit G C Q" un ensemble fini. Alors il existe X € QY tel que pour tout
N € QY tel que N >qgv A et tout p € G, BU(0, \)Npii({A+u}) = pZ o (M) Npil (A + ).

Supposons que la formule de Macdonald est vraie pour Z.
On pose A" = [[ ey W[ Taeps (1 —€7%) = scr arel, ot F est un ensemble fini.

Lemme 2.3.2.3. [l existe un ensemble H fini tel que pour tout A € QY , si A'S(C\) =
Yo buet, {p € Qlby # 0} C Upew wA + H.

Démonstration : on a A'S(cy) = ¢"™N Y 1 e“Mw(A)A'). Pour w € W, on écrit w(A)A' =
D heH(w) bp(w)e avec H(w) fini, et alors H = |J H(w) convient. [J

On choisit g € QY et on pose G = HU {g}. Soit A € Q" tel que wA + G C wC pour tout
w e W et B*(0,\) N pie({n}) = pZo({A}) N pisc({1e}) pour tout p e A+ G — F.

On a alors :
A'S(cy) = Z as|BY(0,A) N pi A ({puh)lg" et

LENfEF

- (T alBeN L)

veQY peQV,feF|utf=v

- Z ( Z CLf|BU(07/\)ﬂp;})o({u}ﬂqp(ﬂ))ew)\-i—h

weW,heG peQV,feF,u+f=wi+h
Z[Q"] = Z[Q"]

Soit P : Z d, e’ Z d,e’
veQv veQy |
Alors, grace a la formule de Macdonald et au fait que w\ + G C wC pour tout w € W,
P(A'S(cy)) = ¢?Ver AN

On a donc
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AAY =3 (Y aglBO.N Nk (uh)lg ) )

heG  peQV,feF|u+f=X+h

S X el kN Nkl )

heG  peQV,feF|utf=A+h

=S (X adet AN Nk (AR gt e
heG  peQV,feF|u+f=h
Ainsi les coefficients devant e? de A'A et de A" v 2 (D) N (AN + ) |gPWer
sont les mémes. Le A que I'on a choisi dépend de g mais A"} oy Ip= ({A}) NpLs (A +
11})g" et ne dépend pas de . On a done A’A =AY o [pZ 8 ({A}) Npi s (A4} [g7) e
donc A =3" v = (DD Npr o ({A+1})]g?™er. On a done déduit la formule de Gindikin-
karpelevich de celle de Macdonald.
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ponible pendant ce stage. Je remercie Ramla Abdellatif d’avoir pris beaucoup de temps et
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type, 6
type d'une galerie, 6

valence, 17

47



Bibliographie

[BGKP14] A Braverman, H Garland, D Kazhdan, and M Patnaik. An affine gindikin-

[Bou6s]
[Brosg)
[BT72]
[BT84]
[Chal0)
[GPOO]
[GROS]
[GR14]
[Mac03]
[Par06]
[Rons9)]
[Roul1]

[Sch06]

[Tit86]

karpelevich formula. Perspectives in Representation Theory (Yale University,
May 12-17, 2012)(P. Etingof, M. Khovanov, and A. Savage, eds.), Contemp.
Math, 610 :43-64, 2014.

Nicolas Bourbaki. Eléments de mathématique : Fasc. XXXIV. Groupes et algébres
de Lie; Chap. 4, Groupes de Cozeter et systemes de Tits; Chap. 5; Chap. 6,
Systemes de racines. Hermann, 1968.

Kenneth S Brown. Buildings. Springer, 1989.

Francois Bruhat and Jacques Tits. Groupes réductifs sur un corps local. Publi-
cations Mathématiques de 'IHES, 41(1) :5-251, 1972.

Frangois Bruhat and Jacques Tits. Groupes réductifs sur un corps local. Publi-
cations Mathématiques de I'THES, 60(1) :5-184, 1984.

Cyril Charignon. Immeubles affines et groupes de Kac-Moody. PhD thesis, uni-
versité Henri Poincarré nancy 1, 2010.

Meinolf Geck and Gotz Pfeiffer. Characters of finite Cozeter groups and Iwahori-
Hecke algebras. Number 21. Oxford University Press, 2000.

Stéphane Gaussent and Guy Rousseau. Kac-moody groups, hovels and littelmann
paths. In Annales de linstitut Fourier, volume 58, pages 26052657, 2008.

Stéphane Gaussent and Guy Rousseau. Spherical hecke algebras for kac-moody
groups over local fields. Annals of Mathematics, 180(3) :1051-1087, 2014.

lan Grant Macdonald. Affine Hecke algebras and orthogonal polynomials, volume
157. Cambridge University Press, 2003.

James Parkinson. Buildings and hecke algebras. Journal of Algebra, 297(1) :1-49,
2006.

Mark Ronan. Lectures on buildings, volume 7 of perspectives in mathematics.
Academic Press Inc., Boston, MA, 11 :12, 1989.

Guy Rousseau. Masures affines. Pure and Applied Mathematics Quarterly,
7(3) :859-921, 2011.

Christoph Schwer. Galleries, hall-littlewood polynomials, and structure constants
of the spherical hecke algebra. International Mathematics Research Notices,

2006 :75395, 2006.

Jacques Tits. Immeubles de type affine. In Buildings and the Geometry of Dia-
grams, pages 159-190. Springer, 1986.

48



	Introduction
	Immeubles
	Complexe simplicial
	Système de Coxeter
	Groupes de réflexions
	Système de Coxeter

	Système de racines
	Premières définitions
	Bases d'un système de racine
	Groupe de Weyl affine
	Exemples
	Groupe de Weyl affine étendu

	Immeubles
	Définition en termes d'appartements
	Arbres
	Rétraction sur un appartement de centre une chambre
	Définition en terme de W-distance
	Immeubles euclidiens
	Système complet d'appartements
	Immeuble à l'infini
	Relation de parallélisme sur les murs d'un immeuble euclidien


	Algèbres d'Iwahori-Hecke, algèbre de Hecke sphérique et isomorphisme de Satake
	Algèbres d'Iwahori-Hecke IH
	Définition d'algèbre d'Iwahori-Hecke
	Lien entre immeubles et algèbres d'Iwahori-Hecke
	Algèbre de Hecke affine

	Algèbre de Hecke Sphérique et isomorphisme de Satake
	Hypothèses et notations
	Épaisseur finie, régularité et paramètres de I
	Algèbre de Hecke sphérique
	Module des fonctions sur les sommets de type 0
	Isomorphisme de Satake

	Formule de Gindikin-Karpelevich
	Introduction
	Déduction de la formule Gindikin-Karpelevich de celle de Macdonald



