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à;uhw6t�ámâ¢zhã�w6|4ámu
ämå ÉÖÒ°Ñ�æQÔQÉÖÏ;ÐÖËmÙ�Ë�Ñ�ÐÖÒ�ç�É@Ô å ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�ê�Ô å Ñ�Ô¡ÉÖÒ�ê�ë�æ�Ë	ËhìXÕ�æQí å ÉÖÒ�ìXÒ°Õ�×,Ô å ËkìXÕ�×JÕ�ÉÖÙ

A∗ î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ùªé�ï
Ñ!ÓJ×�É@Ô�Ë�ÒHË;Ô

A
ç�É@Ô å Ô å Ë�Ï	Õ�×JÏ�Ñ�Ô�Ë;×NÑ�ÔQÉÖÕ�×}Ú)ÌðÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
×NÑ�ÔQè�æHÑ�Ð@Ð@ïªÙ�Ë�ÓJ×JË	Ò¢Ñ¥ÒQï)ì'é(Õ�Ð@ÉÖÏ�ÙÂï)×NÑ�ì[ÉÖÏ�Ñ�Ð

ÒQïÂÒQÔ�Ë;ì
(Xσ, S)

ê�ç å ÉÖÏ å ì´Ñ	ï,é�ËmÒQí�Ð@É@ÔQÔ�Ë	ÙªÉ@×[Ô�Õ�í(Õ�ÐÖÕ î ÉÖÏ�Ñ�Ð�ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Ò�Ú�ñP×ªÔ å Ë¢ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î ê�ç¢Ë�Õ�×�Ð@ï�Ï	Õ�×JÒQÉÖÙ�Ë;æ
í�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë'Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�ò�É@×VÔ å ÉÖÒ�Ï�Ñ�Ò�Ë�ê

(Xσ, S)
Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò!Ñ,è�×�ÉÖó�èJË¥Ô�Õ�í(Õ�ÐÖÕ î ÉÖÏ�Ñ�Ð2ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Ú

ô¶å Ë;×
σ

ÉÖÒ²Ñ
d õ ÐÖË;ÔQÔ�Ë;æ¥ö°ÉÖÒ�Õ�Ô!ÔPï)í�Ë,ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×}ê#É@Ô!ÉÖÒ®í(Õ�Ò�ÒQÉ@é�ÐÖË�Ô�ÕaÏ	Õ�×JÒ�ÔQæQèJÏ;Ô²Ñ î Ë	Õ�ìXË;ÔQæQÉÖÏ�Ñ�Ð�æ�Ë;í õæ�Ë	Ò�Ë;×ÔHÑ�ÔQÉÖÕ�×�Õ�ë

(Xσ, S) ÷ ×JÕ�ç�×ØÑ�Ò¢Ô å Ë²ø�Ñ�è�ù	ïXë�æHÑ�Ï;ÔHÑ�Ð2Õ�ëLÔ å Ë²ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×}Ú ämå Ë²ø�Ñ�è�ù	ï´ë8æHÑ�Ï;ÔHÑ�Ð
T

ÉÖÒ
ÑXÏ	Õ�ì[íNÑ�Ï;Ô¥ÒQè�éJÒHË;Ô�Õ�ë

R
d−1 ç å ÉÖÏ å ÉÖÒ�Ë	óèNÑ�ÐLÔ�ÕaÔ å Ë�Ñ�Ù å Ë;æ�Ë;×JÏ	ËªÕ�ë6É@Ô�Ò�É@×�×JË;æ�í(Õ�É@×�Ô�Ò�ê�Ñ�×JÙØç å ÉÖÏ åúå Ñ�Ò

í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉ@Ê�Ënû}Ë;é(Ë	Ò î èJË¥ìXË�Ñ�ÒQè�æ�Ë_ü�ý�þ�ÿ�����Ú���è�æQÔ å Ë;æQìXÕ�æ�Ë�ê
(Xσ, S)

Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò�Ñªì[É@×�É@ì´Ñ�Ð�ÔQæHÑ�×JÒQÐ�Ñ�ÔQÉÖÕ�× Õ�×�Ô å Ë
Ô�Õ�æQèJÒ

R
d / T

Ñ�Ò®Ñ,Ô�Õ�í(Õ�ÐÖÕ î ÉÖÏ�Ñ�Ð}ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�ümý���þ�����Ú
ô¶å Ë;× Ô å Ë_ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
ÉÖÒ,è�×�É@ìXÕÙÂè�Ð�Ñ�æ�ê�Ò�Ë;Ê�Ë;æHÑ�ÐmÏ	Õ�ì'é�É@×NÑ�Ô�Õ�æQÉ�Ñ�Ð�Ï	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×JÒ ÷ ×JÕ�ç�× Ñ�Ò,Ï	Õ�É@× õÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	ËúÏ	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×JÒ_í�æ�Õ�Ê)ÉÖÙ�ËúÑ�Ù�ÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×NÑ�Ð ÷ ×JÕ�ç�ÐÖË	Ù î Ë%Õ�×

(Xσ, S)
Ú	�®×JÙ�Ë;æ_Ô å Ë Ò�ÔQæ�Õ�× î Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë

í�æ�Õ�í(Ë;æQÔPï�ê
(Xσ, S)

ÉÖÒ'ìXË�Ñ�Ò�è�æ�Ë õ Ô å Ë	Õ�æ�Ë;ÔQÉÖÏ�Ñ�Ð@Ð@ï ÉÖÒ�Õ�ìXÕ�æQí å ÉÖÏ_Ô�Õ Ô å ËpË�
ÂÏ å Ñ�× î Ë_Õ�ë
d

Ù�Õ�ì´Ñ�É@×JÒ[Ù�Ë�ÓJ×JË	Ù
Ñ�Ð@ìXÕ�ÒQÔ¥Ë;Ê�Ë;æQï)ç å Ë;æ�Ë,Õ�×úÔ å ËªÑ�Ò�Ò�Õ)Ï;É�Ñ�Ô�Ë	Ùúø�Ñ�è�ù	ïVë�æHÑ�Ï;ÔHÑ�Ð�ü®ý�ÿ�����Ú ô¶å Ë;× Ô å ËªÒQè�í(Ë;æ õ Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ëªí�æ�Õ�í õË;æQÔPï å Õ�ÐÖÙ�Ò,ü�Ò�Ë	Ëaý��������êNÔ å Ë�ø�Ñ�è�ù	ïpë�æHÑ�Ï;ÔHÑ�Ð î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ò¥Ñ[í(Ë;æQÉÖÕ)ÙÂÉÖÏnÔQÉ@Ð@É@× î Õ�ë6Ô å Ë'ÒQíNÑ�Ï	Ë�ê#Ô å Ñ�Ô®ÉÖÒ�êNÔ å Ë;æ�Ë
Ë�
ÂÉÖÒQÔ�ÒkÑnÐ�Ñ�ÔQÔQÉÖÏ	Ë

Λ
ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

(Xσ, S)
Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò¢ÑnÔ�Õ�æHÑ�Ð#æ�Ë;í�æ�Ë	Ò�Ë;×ÔHÑ�ÔQÉÖÕ�×�Ñ�Ò¢Ñ¥ë8è�×JÙJÑ�ìXË;×ÔHÑ�Ð(Ù�Õ�ì´Ñ�É@×aë4Õ�æ

R
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ê�Ò�Ë	Ëný�ÿ��PÚ�Ì®ìXÕ�× î è�×�É@ìXÕ)ÙÂè�Ð�Ñ�ækö6ÉÖÒ�Õ�Ô6ÔPï)í(Ë�ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�ê�Ô å Ë�ÒQè�í(Ë;æ õ Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë�í�æ�Õ�í(Ë;æQÔPï
ÉÖÒXÑ�ÐÖÒ�ÕúË	óè�É@Ê�Ñ�ÐÖË;×Ô[Ô�Õ

(Xσ, S)
å Ñ	Ê)É@× î Ñ ÙÂÉÖÒHÏ;æ�Ë;Ô�ËVÒQí�Ë	Ï;ÔQæQè�ì�ê°Õ�æªé(Ë;É@× î ìXË;ÔQæQÉÖÏ�Ñ�Ð@Ð@ï ÉÖÒ�Õ�ìXÕ�æQí å ÉÖÏ�Ô�Õ

ÑpÔQæHÑ�×JÒQÐ�Ñ�ÔQÉÖÕ�× Õ�× ÑVÏ	Õ�ì[íNÑ�Ï;ÔªÑ�é�Ë;Ð@É�Ñ�× î æ�Õ�è�í¶ü�Ò�Ë	ËØý����ê����Âê�þ�������Ú��!Õ�Ô�Ë[Ô å Ñ�Ô'Ô å Ë´ÒQè�í�Ë;æ�Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë
Ï	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×_É@ì[í�Ð@ÉÖË	ÒkÔ å Ë�ÒQÔQæ�Õ�× î Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë²Ï	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×}Ú)ÌmÔhÔ å Ë®ìXÕ�ìXË;×�Ô�ê)çkË�Ù�Õn×JÕ�Ô ÷ ×JÕ�ç¶Ñ�×�ïXö6ÉÖÒ�Õ�Ô
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ÔPï)í(Ëmè�×�É@ìXÕÙÂè�Ð�Ñ�æhÒ�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×[ç å ÉÖÏ å Ù�Õ)Ë	Ò°×JÕ�Ô6ÒHÑ�ÔQÉÖÒQë8ï'Ë;É@Ô å Ë;æhÔ å Ë�ÒQè�í�Ë;æ õ Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë®Õ�æ°Ô å Ë�ÒQÔQæ�Õ�× îÏ	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ëní�æ�Õ�í(Ë;æQÔPï�Ú
ô Ë'Ñ�æ�Ë¥É@×Ô�Ë;æ�Ë	ÒQÔ�Ë	Ù É@×�Ô å ËnÏ	Õ�×�×JË	Ï;ÔQÉÖÕ�×cé�Ë;Ô�çkË	Ë;×ØÔ å Ë�ÒQÔQèJÙÂïpÕ�ë°Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë,Ï	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×JÒ²Ñ�×JÙ�Ï	Õ�ì õé�É@×NÑ�Ô�Õ�æQÉ�Ñ�Ð�í�æ�Õ�í�Ë;æQÔQÉÖË	Ò²Õ�ë

Lσ

êJÔ å Ë�Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	ÙØéï
σ
Ú �JÕ�æ¥Ñ´Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë L

Ñ�×JÙ
u, v ∈ L

êNçkË
ÒHÑ�ïaÔ å Ñ�Ô�Ô å ËníNÑ�É@æ

(u, v)
ÉÖÒ����
������������É¦ë��

ë4Õ�æ®Ñ�×�ï
l ∈ Aσ, |u|l = |v|l.

 Ñ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙcíNÑ�É@æ�Ò
(l, l)

ê�ç å Ë;æ�Ë
l ∈ Aσ

ê(Ñ�æ�Ë�Ï�Ñ�Ð@ÐÖË	Ù"!$#&%(')%$�
�+*��
%,#.-�Ú ämå Ë'×JÕ�ÔQÉÖÕ�×%Õ�ëhéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙcíNÑ�É@æ�Ò å Ñ�Ò
é(Ë	Ë;×´É@×�ÔQæ�Õ)ÙÂèJÏ	Ë	Ù_é�ï0/�èJË&132;ÐÖË	Ï®É@×cý�þ����Pê�ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î Ñ�×_ÉÖÙ�Ë�ÑnÕ�ë54!Õ�ÒQÔ�Ú �!Õ�Ô�Ë�Ô å Ñ�Ô�êé�ïXÙ�Ë�ÓJ×�É@ÔQÉÖÕ�×}ê

(u, v)Ï�Ñ�×�×JÕ�Ô²é�Ë,ÑXéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙcíNÑ�É@æ!É¦ë
|u| 6= |v|

Ú�4!Ë;×JÏ	Ë�çkË,Ù�Ë�ÓJ×JË�Ô å Ë0�6�&�87�!,9XÕ�ë6Ô å Ë�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ
(u, v)Ñ�Ò�Ô å ËnóèNÑ�×�ÔQÉ@Ô�ï

|u| = |v|
Ú
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ô¶å Ë;×
(u, v)

ÉÖÒ�ÑpéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@ænç�É@Ô å
|u| > 2

ê}ç¢Ë´ÒHÑ�ïcÔ å Ñ�Ô
(u, v)

ÉÖÒ,Ñ�×k%,#.#����
FB�T%U�&�6�C���
�l�
�������
*��
%,#!É¦ëkÔ å ËªíNÑ�É@æ�ÒnÕ�ë�ÒQÔQæQÉÖÏ;Ô¥í�æ�Ë�Ó 
�Ë	ÒnÕ�ë

u
Ñ�×JÙ

v
Ñ�æ�Ëª×JÕ�Ô¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù2Ú �JÕ�æ�Ñ�×ï éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ

(u, v)
ê

çkËúÏ�Ñ�Ð@ÐR#����
FB�M!$%$D�� Õ�ë
(u, v)

Ô å ËúÒ�Ë;ÔpÕ�ë�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËúéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙðíNÑ�É@æ�Ò
(u(i), v(i))i∈[[1,m]]

Ò�èJÏ å Ô å Ñ�Ô
u = u(1) . . . u(m) Ñ�×JÙ

v = v(1) . . . v(m) Ú+m�éÊÉÖÕ�èJÒQÐ@ï�ê
(u, v)

ÉÖÒ�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË'É¦ë°Ñ�×JÙØÕ�×�Ð@ïaÉ¦ë
m = 1

Ú
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#��\%,#.#����
FB�T%U�&�6�Q���
�����������r*��
%,#�-r�<-�eu�T�(�6Owv^D
eu�&'<�T#�[
eu�\�&9�D�D
-M�\!,9�����D
�b'
�&�+!$%sD
�`!,9���!

(ε, ε)
%p-���D�!x�
�A%(#&#����
F��M%s�&�6�a�������
�j������*���%(#�O

`zy}¾b:|{�½�ºV=2Å6}2Å�~5�T!
A = {a, b}

Oh@59���*��
%,#
(aab, baa)

%p-\%(#&#����
FB�T%s�T�l��O^@59��z*���%(#
(abaaba, babaaa)%(-h#����
FB�T%U�&�6��Oz@59B��#����
FB�M!$%sD
�WDES

(abaaba, babaaa)
%(-
{(ab, ba), (aab, baa), (a, a)}
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Ì�×�ï¬ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
Ù�Ë�ÓJ×JË	ÒpÑ�× Ñ�Ï;ÔQÉÖÕ�×¶Õ�× É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ�Ò�Ú ämå ÉÖÒ_Ñ�Ï;ÔQÉÖÕ�× ì´Ñ	ï é(Ë

æ�Ë;í�æ�Ë	Ò�Ë;×Ô�Ë	Ù é�ïcÔ å Ë[éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù%íNÑ�É@æ�Ò,Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì�ê}Ù�Ë;ÔHÑ�É@ÐÖË	Ù É@× Î)Ë	Ï;ÔQÉÖÕ�× þÂÚw/�èJË&1�2;ÐÖË	ÏX×JÕ�ÔQÉÖÏ	Ë	Ù%É@× ý�þ����
Ô å Ñ�Ô�ê�É¦ë°Ô å Ë¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò�Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì Ñ�ÒHÒ�ÕÏ;É�Ñ�Ô�Ë	Ù�ç�É@Ô å ÑªÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉ@Ê�Ë'Ð�Ñ�× î èNÑ î ËnÔ�Ë;æQì[É@×NÑ�Ô�Ë	Ò�ê�Ñ�×JÙ
É¦ë�Ô å Ë¥Ù�Õ�ì[É@×NÑ�×Ô®Ë;É î Ë;×�Ê�Ñ�Ð@èJËnÕ�ë¡Ô å Ë²É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë¥ì´Ñ�ÔQæQÉ 
pÕ�ë¡Ô å ËnÑ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì ÉÖÒmÐÖË	Ò�ÒmÔ å Ñ�×VÔ å Ë¥Ù�Õ�ì[É@×NÑ�×Ô
Ë;É î Ë;×�Ê�Ñ�Ð@èJËªÕ�ë°Ô å Ë'É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë�ì´Ñ�ÔQæQÉ 
 Õ�ë

σ
êJÔ å Ë;×

(Xσ, S)
å Ñ�Ò!Ñ ü8í�è�æ�Ë;Ð@ï �®ÙÂÉÖÒ�Ï;æ�Ë;Ô�Ë,ÒQí�Ë	Ï;ÔQæQè�ì�Ú�ÍcÕ�æ�Ë

æ�Ë	Ï	Ë;×�ÔQÐ@ï�ê�É@Ô!ÉÖÒ®í�æ�Õ�Ê�Ë;×%É@×ØÔ å Ë'ë�Õ�æQÔ å Ï	Õ�ì[É@× î ÒQÔQèJÙÂï ý�� ���¡Ô å Ñ�Ô�êNë�Õ�æ¥Ñ�×�ï ö°ÉÖÒ�Õ�Ô!ÔPï)í�Ë,ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×}ê#Ô å Ë
ÒQè�í(Ë;æ õ Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë å Õ�ÐÖÙ�Ò´É¦ë¥Ñ�×JÙ Õ�×�Ð@ï É¦ë²Ô å Ë�ÒQÔQæ�Õ�× î Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë å Õ�ÐÖÙ�ÒaÑ�×JÙ¬Ô å ËVéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ�Ò
Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì Ô�Ë;æQì[É@×NÑ�Ô�Ë	Ò�Úb4!Ë;×JÏ	Ë!Ô å Ë²ÒQÔQèJÙÂïaÕ�ë¡É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ�Ò�Ñ�Ò�Ò�Õ)Ï;É�Ñ�Ô�Ë	Ù_ç�É@Ô å Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè õÔQÉ@Ê�ËªÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�ê}Ñ�×JÙúÔ å ËXÑ�Ï;ÔQÉÖÕ�× Õ�ë
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n ∈ N
Ò�èJÏ å Ô å Ñ�Ô,ë�Õ�æªË;Ê�Ë;æQï

(i, j) ∈ [[1, d]]2
ê

Mn
σ [i, j] > 1

Ú ô Ë�Ù�Ë;×JÕ�Ô�Ë'é�ï
Lσ

Ô å Ë�Ò�Ë;Ô®Õ�ë°ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Ò�Õ�ë°Ô å Ë'çkÕ�æ�Ù�Ò
{σk(l), l ∈ A, k ∈ N}

Ú ô å Ë;×
σÉÖÒ�í�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë�ê

Lσ

ÉÖÒ�Ô å Ë¥Ò�Ë;Ô�Õ�ë�ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Ò�Õ�ë
{σk(l), k ∈ N}

ë4Õ�æ®Ñ�×�ïpÐÖË;ÔQÔ�Ë;æ
l ∈ A

Ú ämå ËnÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×
σÉÖÒ²ÒHÑ�ÉÖÙ Ô�Õaé(ËaF��b%,ZaD��
F����
#�É¦ë

|
Ù�Ë;Ô

Mσ| = 1
Ú2Î)Ë	Ëpý�þ����¡ë�Õ�æ¥Ñ_ÒQÔQèJÙÂïØÕ�ë6Ô å Ë,í�æ�Õ�í(Ë;æQÔQÉÖË	Ò¥Õ�ëkÙÂï×NÑ�ì[ÉÖÏ�Ñ�Ð

ÒQïÂÒQÔ�Ë;ìXÒ î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ù�éïpí�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë'ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�Ú
ämå ËpÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
ÉÖÒ[ÒHÑ�ÉÖÙ Ô�Õúé(ËcD�S��x%(-TD�! !$i.*B�,É¦ë�Ô å ËpË;É î Ë;×Ê�Ñ�Ð@èJË	ÒaÕ�ë�Ô å ËpÉ@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ëpì´Ñ�ÔQæQÉ 
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ÒHÑ�ÔQÉÖÒQë8ï_Ô å Ë²ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î �#Ô å Ë;æ�Ë'Ë�
ÂÉÖÒQÔ�Ò®Ñ[Ù�Õ�ì[É@×NÑ�×Ô!Ë;É î Ë;×Ê�Ñ�Ð@èJË β > 1
ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô�êJë�Õ�æ�Ë;Ê�Ë;æQïpÕ�Ô å Ë;æ

Ë;É î Ë;×�Ê�Ñ�Ð@èJË α
ê�Õ�×JË å Ñ�Ò

0 < |α| < 1
Ú �!Õ�Ô�ËmÔ å Ñ�Ô6Ô å Ë�Ï å Ñ�æHÑ�Ï;Ô�Ë;æQÉÖÒQÔQÉÖÏ�í�Õ�Ð@ï)×JÕ�ì[É�Ñ�ÐNÕ�ë

Mσ

ÉÖÒ6É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË
ç å Ë;×

σ
ÉÖÒ®Õ�ë6ö°ÉÖÒ�Õ�Ô�ÔPï)í�Ë�Ú#û}Ë;Ô®èJÒ�æ�Ë;ì[É@×JÙ�Ô å Ñ�Ô²Ñ��x%(-TD�!u�bF�Zd���&#�ÉÖÒ!Ñ�×cÑ�Ð î Ë;é�æHÑ�ÉÖÏ�É@×�Ô�Ë î Ë;æ²ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

Ñ�×�ï´Ç¥Ñ�ÐÖÕ�ÉÖÒkÏ	Õ�×��Fè î Ñ�Ô�Ë α 6= β
ÒHÑ�ÔQÉÖÒ�ÓNË	Ò

|α| < 1
Ú�ñ�×XíNÑ�æQÔQÉÖÏ;è�Ð�Ñ�æ�ê�Ô å Ë®Ù�Õ�ì[É@×NÑ�×�ÔmË;É î Ë;×�Ê�Ñ�Ð@èJË®Õ�ë

Mσ

ÉÖÒkÑ
ö°ÉÖÒ�Õ�Ô�×è�ì'é(Ë;æ�ç å Ë;×

σ
ÉÖÒ�Õ�ë¡ö°ÉÖÒHÕ�Ô¢Ô�ïí(Ë�Ú�ñ�Ô¢ÉÖÒmí�æ�Õ�Ê�Ë;×�É@× ý�þ��2Ô å Ñ�Ô�ê)ë�Õ�æ®Ñ�×ï_ö6ÉÖÒ�Õ�ÔmÔPï)í�Ë¥ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
êÂÔ å Ë;æ�Ë'Ë�
ÂÉÖÒQÔ�Ò

k ∈ N
ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

Lσ

ÉÖÒ
k õ éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù2Ú

�JÕ�æ�Ñ�×�ï_íNÑ�É@æ�Õ�ë�ç¢Õ�æ�Ù�Ò
(u, v)

êÂÐÖË;ÔmèJÒ�Ù�Ë;×JÕ�Ô�Ë
(σ(u), σ(v))

é�ï
σ(u, v)

ë4Õ�æmÏ	Õ�×Ê�Ë;×�ÉÖË;×JÏ	Ë�ÚJû}Ë;Ô
σ

é�Ë
Ñ[ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×úÑ�×JÙ

(u, v)
é(Ë'Ñ[éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ú ämå Ë;×

σk(u, v)
ÉÖÒ�ÑªéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ!Ñ�Ò®çkË;Ð@Ð}ë4Õ�æ�Ñ�×ï

k ∈ N
∗ ÚNñPë�Ô å Ë;æ�Ë,Ë�
ÂÉÖÒQÔ�Ò

k ∈ N
∗ Ò�èJÏ å Ô å Ñ�Ô®Ô å Ë�æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×úÕ�ë

σk(u, v)
Ï	Õ�×�ÔHÑ�É@×JÒnÑXÔQæQÉ@ÊÉ�Ñ�Ð¡íNÑ�É@æ�êNÕ�×JË

ÒHÑ�ï)Ò�Ô å Ñ�Ô
(u, v)
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Âí�Ð@ÉÖÏ;É@ÔQÐ@ï¬Ï	Õ�ì[í�è�Ô�ËVÔ å Ë�Ò�Ë;ÔXÕ�ë

É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù[íNÑ�É@æ�Ò°ë�Õ�æ°Ô å ÉÖÒ°Ë�
JÑ�ì[í�ÐÖË�Ú ämå Ë;×}ê�çkË®Ï	Õ�ì[í�è�Ô�Ë®Ñ!ÒQè�éJÒ�Ë;Ô6Õ�ë#É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù
íNÑ�É@æ�Òmë4Õ�æ�Ñ�ë=Ñ�ì[É@Ð@ï_Õ�ë°ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ®ç å ÉÖÏ å î Ë;×JË;æHÑ�Ð@É@ù�Ë'Ô å Ë �¡É@é�Õ�×NÑ�Ï	Ï;ÉLÒ�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×}Ú
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ô ËªÏ	Õ�×JÒQÉÖÙ�Ë;æ å Ë;æ�ËªÔ å Ë[Ï�Ñ�Ò�Ë[Õ�ë�ÎÔQè�æQì[É�Ñ�×%Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�Ú �¡É@æ�ÒQÔ�ê�ÐÖË;Ô¥èJÒ²æ�Ë;ì[É@×JÙ Ò�Ë;Ê�Ë;æHÑ�Ð°ç¢Ë;Ð@Ð õ=÷ ×JÕ�ç�×

æ�Ë	ÒQè�Ð@Ô�ÒaÏ	Õ�×JÏ	Ë;æQ×�É@× î ÎÔQè�æQì[É�Ñ�× ÒHË	ó�èJË;×JÏ	Ë	Ò´Ñ�×JÙ Ô å Ë;É@æaÏ	Õ�æQæ�Ë	ÒQí(Õ�×JÙÂÉ@× î Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë	Òcü�Ò�Ë	Ëpë4Õ�æ[É@×JÒQÔHÑ�×JÏ	Ë
� å Ñ�í�Ô�Ë;æ��,É@× ý�������&�

ü � �XÑ�×ïØÎÔQè�æQì[É�Ñ�×�Ð�Ñ�× î èNÑ î ËnÉÖÒ�Ï;ÐÖÕ�ÒHË	ÙVè�×JÙ�Ë;æ�Ô å Ë²ì[É@æQæ�Õ�æ®É@ì´Ñ î Ënì´Ñ�í}ê
ü � �XÑ Ô�çkÕ õ ÒQÉÖÙ�Ë	ÙyÒ�Ë	ó�èJË;×JÏ	ËcÉÖÒØÎÔQè�æQì[É�Ñ�× É¦ë[Ñ�×JÙ Õ�×�Ð@ï É¦ë,É@ÔVÉÖÒpéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù Ñ�×JÙ¶×JÕ�Ô�Ë;Ê�Ë;×�ÔQèNÑ�Ð@Ð@ï

í(Ë;æQÉÖÕ)ÙÂÉÖÏ�Ú
e6º�:W: ¾ko(Å$?NÅ ~5�T!
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%(- !,9�� -M�T! DESx*��
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{(aub, bua);u
�&%(-U*B���T%$���

}
O

jnÞ�Ã2Ã�+ðû}Ë;Ô
(u, v)

é�Ë¥Ñ�×VÉ@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ�Õ�ë¡ÐÖË;× î Ô å > 2
Ú  ïaÙ�Ë�ÓJ×�É@ÔQÉÖÕ�×}ê

u
Ñ�×JÙ

v
Ñ�ÙÂì[É@Ô

ÙÂÉÖÒQÔQÉ@×JÏ;Ô�ÒªÒQÔQæQÉÖÏ;Ô,í�æ�Ë�Ó 
ÂË	ÒXÑ�×JÙ ÒQè, 
�Ë	Ò�ò�çkËaì´Ñ	ï Ñ�Ù�ÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×NÑ�Ð@Ð@ï Ñ�Ò�ÒQè�ìXËaç�É@Ô å Õ�è�ÔªÐÖÕ�Ò�ÒªÕ�ë î Ë;×JË;æHÑ�Ð@É@ÔPïÔ å Ñ�Ô
u = au′ Ñ�×JÙ

v = bv′
Ú2û}Ë;Ô

p
é�ËªÔ å ËªÐÖÕ�× î Ë	Ò�Ô'Ï	Õ�ì[ìXÕ�× í�æ�Ë�Ó 
%Õ�ë

u′ Ñ�×JÙ v′
Ú2ñ=ë

u′ Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò
pbÑ�Ò´ÑúÒQÔQæQÉÖÏ;Ô[í�æ�Ë�Ó 
 Ñ�×JÙ

v′
Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò

pa
Ñ�ÒXÑúÒQÔQæQÉÖÏ;Ô[í�æ�Ë�Ó 
2ê°Ô å Ë;×

(u, v)
ÉÖÒX×JÕ�Ô[É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËØÒQÉ@×JÏ	ËpÉ@Ô

Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò
(apb, bpa)

Ñ�Ò'Ñ_éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù%íNÑ�É@ænÉ@×%É@Ô�Ò¥æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×}Ú m�×%Ô å Ë[Õ�Ô å Ë;æ å Ñ�×JÙ2ê2É¦ë
u′ Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò

pa
Ñ�Ò

Ñªí�æ�Ë�Ó 
 Ñ�×JÙ
v′

Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò
pb

Ñ�Ò!Ñªí�æ�Ë�Ó 
(êJÔ å Ë;×
apa

Ñ�×JÙ
bpb

é(Õ�Ô å é(Ë;ÐÖÕ�× î Ô�Õ
Lσ

ê�ç å ÉÖÏ å Ï	Õ�×�ÔQæHÑ�ÙÂÉÖÏ;Ô�Ò
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Ô å Ë'ë4Ñ�Ï;Ô�Ô å Ñ�Ô

Lσ

ÉÖÒ � õ éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù2Új4�Ë;×JÏ	Ë
u′ = pb

Ñ�×JÙ
v′ = pa

êNÔ å Ñ�Ô®ÉÖÒ�ê
(u, v) = (apb, bpa)

ê�Ñ�×JÙ
pÉÖÒ�é�ÉÖÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�Ð=Ú

�¢Õ�×�Ê�Ë;æ�ÒHË;Ð@ï�ê�ÐÖË;Ô
u
é(Ë¢Ñ�é�ÉÖÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�ÐÂçkÕ�æ�Ù2Ú�ÎÉ@×JÏ	Ë

L
ÉÖÒ � õ éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù2ê aua

Ñ�×JÙ
bub

Ï�Ñ�×�×JÕ�Ô°é(Õ�Ô å é(Ë;ÐÖÕ�× îÔ�Õ
L
Ú�ÎÉ@×JÏ	Ë

L
ÉÖÒ6Ë�
ÂÔ�Ë;×JÙJÑ�é�ÐÖË�ê

aub
Ñ�×JÙ

bua ∈ L
Ú�4!Ë;×JÏ	Ë

(aub, bua)
ÉÖÒhÑ�×XÉ@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË®éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù[íNÑ�É@æ�ê

ç å ÉÖÏ å Ë;×JÙ�Ò�Ô å Ë¥í�æ�Õ)Õ�ë�Ú
�

�!Õ�Ô�Ë Ô å Ñ�Ô�ê®ÒQÉ@×JÏ	ËúÔ å Ë;æ�Ë%Ë�
)ÉÖÒ�Ô�Ò�Ñ è�×�ÉÖó�èJËúé�ÉÖÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�Ð¥çkÕ�æ�Ù Õ�ëªÑ î É@Ê�Ë;× ÐÖË;× î Ô å êmç¢Ë Õ�é�ÔHÑ�É@× Ô å Ë
ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î Ï	Õ�æ�Õ�Ð@Ð�Ñ�æQï�êJç å Ë;æ�Ë

i(n)
Ù�Ë;×JÕ�Ô�Ë	Ò�Ô å Ë¥×è�ì'é(Ë;æ�Õ�ë�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËnéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò�Õ�ë¡ÐÖË;× î Ô å n

Ú
b'ÃNÞ�Ã#½�½8¾�Þ Üno(Åpo(Åz~w�T!
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i(n) ∈ {0, 1}
SMD
#^�
�bi

n > 2
O

ÎÔQè�æQì[É�Ñ�×VÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�ì´Ñ�ïaé(Ë î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ùpé�ïpÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�Ú ämå ÉÖÒ�ÉÖÒkë4Õ�æ¢É@×JÒ�ÔHÑ�×JÏ	Ë²Ô å Ë¥Ï�Ñ�Ò�Ë²Õ�ëLÔ å Ë
� %s��D
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σ
ê�Ù�Ë�ÓJ×JË	ÙVÕ�×VÔ å Ë²Ô�çkÕ õ ÐÖË;ÔQÔ�Ë;æ!Ñ�Ð@í å Ñ�é(Ë;Ô

{a, b}
Ñ�Ò

σ(a) = ab
Ñ�×JÙ

σ(b) = a
Ú

ämå Ë �¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×ðÑ�ÙÂì[É@Ô�ÒpÑ%è�×�ÉÖóèJË�æQÉ î å Ô õ ÒQÉÖÙ�Ë	Ù Ó 
�Ë	Ù í(Õ�É@×�Ô�êhÔ å Ñ�Ô´ç¢Ë Ù�Ë;×JÕ�Ô�ËØé�ï
ω
ê

÷ ×JÕ�ç�× Ñ�ÒªÔ å Ë � %U��D
���X���T%�efD
#���Ú6ñ�× íNÑ�æQÔQÉÖÏ;è�Ð�Ñ�æ�ê
ω

ÉÖÒXÑúÏ å Ñ�æHÑ�Ï;Ô�Ë;æQÉÖÒQÔQÉÖÏ Ì®æQ×JÕ�è�
 õ ø�Ñ�è�ù	ï çkÕ�æ�Ù2Ú¢Î)Ë	Ë
Ñ�ÐÖÒ�Õ ý�����ê ��ÿÂê����Âê ��ÿÂê �����¡ë�Õ�æ�ë�è�æQÔ å Ë;æ²Ù�Ë;ÔHÑ�É@ÐÖÒ�Ï	Õ�×JÏ	Ë;æQ×�É@× î Ô å Ë��¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×úÑ�×JÙúÎÔQè�æQì[É�Ñ�×
Ò�Ë	óèJË;×JÏ	Ë	Ò�Ú
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(aω(n)b, bω(n)a)
[

e 9��&#��
(ω(n))n∈N

%(- !,9�� -M���TFb�&���.�aDESx*���� %,���
#�D
ZR%$�t*�#��.,0/X�&-\DES
ω
O

jnÞ�Ã2Ã�+¬ñ�×pÑ,ÎÔQè�æQì[É�Ñ�×VÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë�ê)é�ÉÖÒQí�Ë	Ï;É�Ñ�Ð�çkÕ�æ�Ù�Ò�Ñ�æ�Ë²Ë�
JÑ�Ï;ÔQÐ@ï[ÐÖË�ë8ÔmÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�ÐNë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Ò¢Ô å Ñ�ÔmÑ�æ�Ë�íNÑ�Ð@É@× õÙÂæ�Õ�ìXË	Ò�Ú�ÎÉ@×JÏ	ËXÔ å Ë �¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;ÉhçkÕ�æ�Ù
ω

ÉÖÒ'Ï å Ñ�æHÑ�Ï;Ô�Ë;æQÉÖÒQÔQÉÖÏ�êLé�ÉÖÒ�í�Ë	Ï;É�Ñ�ÐkçkÕ�æ�Ù�ÒªÑ�æ�ËXË�
�Ñ�Ï;ÔQÐ@ïúÔ å Ë´íNÑ�Ð@É@× õÙÂæ�Õ�ìXË	Ò²Ô å Ñ�Ô'Ñ�æ�Ë,í�æ�Ë�Ó 
ÂË	Ò¥Õ�ë
ω
Ú�4!Ë;×JÏ	Ë�ê2ÙÂèJË,Ô�Õ_ûLË;ì[ì´Ñ �ÂÚ���ê(Ñ�×ï É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËªéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙúíNÑ�É@æ¥ÉÖÒ²Õ�ë

Ô å Ë²ë4Õ�æQì
(aω(n)b, bω(n)a)
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Ì!Ò,Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø�Ñ�è�ù	ï ç¢Õ�æ�Ù�Ò î Ë;×JË;æHÑ�Ð@É@ù�ËpÉ@×¬Ò�Õ�ìXËpÒ�Ë;×JÒ�Ë�ÎÔQè�æQì[É�Ñ�× Ò�Ë	óèJË;×JÏ	Ë	Ò�ê¡çkË�Ñ�æ�Ë_É@×�Ô�Ë;æ�Ë	Ò�Ô�Ë	Ù

É@×ØÙ�Ë;Ô�Ë;æQì[É@×�É@× î ç å ÉÖÏ å í�æ�Õ�í�Ë;æQÔQÉÖË	Ò!ÒHÑ�ÔQÉÖÒ�ÓNË	Ù�é�ï ÎÔQè�æQì[É�Ñ�×ØÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò²ÒQÔQÉ@Ð@Ð å Õ�ÐÖÙVë4Õ�æ®Ì®æQ×JÕ�è�
 õ ø�Ñ�è�ù	ï
Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�Ú���Õ�Ô�Ë´Ô å Ñ�Ô�êLÙÂèJË[Ô�Õ ý��T� �Pê2Ô å Ë;æ�Ë´Ë�
ÂÉÖÒQÔ'Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø!Ñ�è�ù	ïúçkÕ�æ�Ù�Ò�Ô å Ñ�Ô,Ñ�æ�ËX×JÕ�Ô

k õ éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ùë4Õ�æ�Ñ�×ï
k ∈ N

∗ êÂç å ÉÖÏ å í(Õ�É@×�Ô�Ò�Õ�è�Ô�Ô å Ñ�Ô�Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø!Ñ�è�ù	ï´Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò®Ñ�×JÙØÎÔQè�æQì[É�Ñ�×ØÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�ì´Ñ	ï
Ñ�ÙÂì[É@Ô®ÒQÉ î ×�É¦ÓNÏ�Ñ�×Ô�ÙÂÉ�12Ë;æ�Ë;×JÏ	Ë	Ò�Ú
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#&#&iq�bF�Zd���&#.-�ê�É@×ÔQæ�ÕÙÂèJÏ	Ë	Ù É@×ðý���Âêþ�þ��Pê°Ñ�æ�Ë_×�è�ì�é�Ë;æ�Ò

β > 1
ë4Õ�æ,ç å ÉÖÏ å Ô å Ë

Tβ õ Õ�æQé�É@Ô[Õ�ë �aÉÖÒ
ÓJ×�É@Ô�Ë�ê�ç å Ë;æ�Ë

Tβ

ÉÖÒ�Ô å Ë²ì´Ñ�í �

Tβ : [0, 1] → [0, 1], x 7−→ βx mod 1.

ô¶å Ë;×VÔ å Ë
Tβ õ Õ�æQé�É@Ô®Õ�ë	�¥Ë;×JÙ�Ò�É@× �Âê

β
ÉÖÒ�ÒHÑ�ÉÖÙpÔ�Õªé(Ë²Ñ0-&%(Zz*��6� �t�
#&#.ia�+F8Zd���&#;êNÑQ��D�� 3 -&%(Zz*��6� � �
#.#&i�bF�Zd���&#�Õ�Ô å Ë;æQç�ÉÖÒ�Ë�Ú

Ì íNÑ�æQÔQÉÖÏ;è�Ð�Ñ�æ[Ï;Ð�Ñ�Ò�Ò'Õ�ë®ö�Ñ�æQæQï ×�è�ì�é�Ë;æ�Ò,ÉÖÒ'Ô å ËaÒ�Ë;Ô�Õ�ë���D
���xFB�T�+! �t�
#&#.iq�bF�Za���&#�-;Ú ämå Ë;ï Ñ�æ�Ë´Ô å Ë
í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉ@Ê�Ëmæ�ÕÕ�Ô�ÒhÕ�ë#í(Õ�Ð@ï×JÕ�ì[É�Ñ�ÐÖÒ

Xd−
d−1∑
i=1

kXi− l
ê�ç å Ë;æ�Ë

k, l ∈ N
∗ ç�É@Ô å

k > l
Ñ�×JÙ

d > 2
Ú��¢Õ�×��JèJË;×�Ô

ö�Ñ�æQæQï_×è�ì'é(Ë;æ�Ò!Ñ�æ�ËnÉ@×�ÔQæ�Õ)ÙÂèJÏ	Ë	Ù�É@× ý�����¡Ñ�×JÙVì´Ñ�É@×�Ð@ïpÒQÔQèJÙÂÉÖË	ÙVÉ@× ý�Âê �Âê ��� �PÚ
ñ�Ô¥ÉÖÒ¥í�Õ�ÒHÒQÉ@é�ÐÖËªÔ�ÕVÙ�Ë�ÓJ×JËªë4Õ�æ'Ñ�×�ï%ö¡Ñ�æQæQï%×è�ì'é(Ë;æ,Ñ�× Ñ�Ò�ÒHÕÏ;É�Ñ�Ô�Ë	Ù Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�× ü²ý�� �Âê�þ�������ê}ç å ÉÖÏ å

Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò¥ÑXè�×�ÉÖóèJË�æQÉ î å Ô õ ÒQÉÖÙ�Ë	ÙcÓ 
�Ë	ÙØí(Õ�É@×�Ô
ω
Ú ämå ÉÖÒ!í�æ�Õ�í(Ë;æQÔPï�É@ì[í�Ð@ÉÖË	Ò!Ô å Ñ�Ô²Ô å Ë,ÒQÔQæ�Õ�× î Ï	Õ�É@×JÏ;ÉÖÙ�Ë;×JÏ	Ë

Ï	Õ�×JÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×%ÉÖÒ¥ÒHÑ�ÔQÉÖÒ�ÓNË	Ù2Ú(ñ�×úÔ å ËªíNÑ�æQÔQÉÖÏ;è�Ð�Ñ�ænÏ�Ñ�Ò�ËªÕ�ë¢Ï	Õ�×��JèJË;×�Ô�ö¡Ñ�æQæQïc×�è�ì�é�Ë;æ�Ò�ê(ç¢Ë[Õ�é�ÔHÑ�É@×%Ô å ËªÏ;Ð�Ñ�Ò�Ò
Õ�ë���D
���uFb�&�+! � �
#.#&iq-.Fb�.-&!$%$!$F�!$%sD
�B-;êLç å ÉÖÏ å Ñ�æ�ËaÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ

σ
Ù�Ë�ÓJ×JË	Ù Õ�× Ô å Ë

d õ ÐÖË;ÔQÔ�Ë;æXÑ�Ð@í å Ñ�é(Ë;Ô



� ���������
	�����������

{ai}i∈[[1,d]]
é�ï��

σ(ai) = ak
1ai+1

É¦ë
i < d

Ñ�×JÙ
σ(ad) = al

1.
ü � �

Ì�ìXÕ�× î Ô å Ë¥Ï;Ð�Ñ�ÒHÒ�Õ�ë¡ö�Ñ�æQæQï_ÒQè�éJÒ�ÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�ê�Ï	Õ�×��JèJË;×�Ô®ö�Ñ�æQæQïVÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ®Ñ�æ�Ë²Ë�
JÑ�Ï;ÔQÐ@ïaÔ å Õ�ÒHË®ë4Õ�æ
ç å ÉÖÏ å Ñ�×�ïpÕ�ë¡Ô å Ë¥ë�Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î Ë	óè�É@Ê�Ñ�ÐÖË;×Ô�í�æ�Õ�í�Ë;æQÔQÉÖË	Ò å Õ�ÐÖÙ ümý�����&�

ω
Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò®É@×ÂÓJ×�É@Ô�Ë;Ð@ï_ì´Ñ�×ïpí�æ�Ë�Ó 
ÂË	Ò�Ô å Ñ�Ô!Ñ�æ�Ë¥íNÑ�Ð@É@×JÙÂæ�Õ�ìXË	Ò�ê ü � �

Lσ

ÉÖÒ�Ò�ÔHÑ�é�ÐÖË¥è�×JÙ�Ë;æ�ì[É@æQæ�Õ�æ®É@ì´Ñ î Ë�Ú ü4þ �
ÍcÕ�æ�Ë	Õ�Ê�Ë;æ�êNÙÂèJË²Ô�ÕØý���PêJÏ	Õ�×��JèJË;×�Ô!ö¡Ñ�æQæQïVè�×�É@Ô®Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ�ü�ë4Õ�æ�ç å ÉÖÏ å

l = 1
�¢Ù�Ë�ÓJ×JË�Ï å Ñ�æHÑ�Ï;Ô�Ë;æ õÉÖÒQÔQÉÖÏ¥Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø!Ñ�è�ù	ïVÒ�Ë	ó�èJË;×JÏ	Ë	Ò�Ú

`zy}¾b:|{�½�º`o(Å��LÅQ@59��\I 3 �l�T!s!Y�T#^-&FB�.-T!$%,!$F�!$%sD
� σ
�8�.,_�j��� �<-

σ(a) = ab
[
σ(b) = ac

[
σ(c) = a

[_g)��D
e]�
�<- !,9�� ä æQÉ@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×�[f%(- �Q��D
���uFb�&�+! �t�
#&#&iaF8�+%,!_-.Fb�.-&!$%$!$F�!$%sD
�B[_e]%$!,9

k = 1
�
���

d = 3
O

ämå Ë!ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î í�æ�Õ�í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉÖÕ�×�í�æ�Õ�ÊÉÖÙ�Ë	Ò!ÑªíNÑ�æQÔQÉ�Ñ�Ð î Ë;×JË;æHÑ�Ð@É@ù�Ñ�ÔQÉÖÕ�×úÕ�ë_�¢Õ�æ�Õ�Ð@Ð�Ñ�æQï �ÂÚ�þÂÚ
jnÞ�Ã+{6Ã#¿�À�¼�À8Ã#Ä o(Å��2Å ~w�T!

L
���\�
� 1z#.��D�F / 3<; �
F�=Tia�l�
�87�F���78��O @59��&#����
#��^%,�A,_�b%$!Y�&� iRZr���biR%(#&#����
F��M%s�&�6����
�l�
���.���R*B�
%(#.-RD�S\!,9�� STD
#&Z
(lul′, l′ul)

[xe 9��T#��
u
%(-\� !UD�!U�
�_�&%(-U*B���T%$����SM���M!UD�#R�
�j�

l, l′
��#��d�
%p-T!$%(�j�M!,-

�6�T!s!Y�&#.-MO
jnÞ�Ã2Ã�+ û}Ë;Ô

L
é�Ë_Ñ�× Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø!Ñ�è�ù	ï%Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë�Ú��!èJËaÔ�ÕØö°æ�Õ�í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉÖÕ�× ��Ú�Âê}Ô å Ë;æ�Ë_Ë�
)ÉÖÒ�Ô'É@×ÂÓJ×�É@Ô�Ë;Ð@ï

ì´Ñ�×�ïØé�ÉÖÒQí�Ë	Ï;É�Ñ�Ð�çkÕ�æ�Ù�Ò
(u(n))n∈N

òNìXÕ�æ�Ë	Õ�Ê�Ë;æ²Ô å Ë	Ò�Ë�é�ÉÖÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�ÐLçkÕ�æ�Ù�Ò¥Ñ�æ�Ë�íNÑ�Ð@É@×JÙÂæ�Õ�ìXË	Ò�Ú�û}Ë;Ô
n ∈ N

Ú
ÎÉ@×JÏ	ËmÔ å Ë;æ�Ë�Ë�
ÂÉÖÒQÔ�Ò6Ñ�è�×�ÉÖó�èJËmÐÖË�ë�Ô°ÒQí�Ë	Ï;É�Ñ�ÐÂë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ

w
Õ�ë#ÐÖË;× î Ô å k

ë4Õ�æ6Ñ�×�ï
k ∈ N

ê�Ô å ËmÐÖË�ë8Ô°ÒQí(Ë	Ï;É�Ñ�Ð)ë4Ñ�Ï;Ô�Õ�æ
w

Õ�ëhÐÖË;× î Ô å |u(n)| + 1
Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò

u(n) Ñ�Ò¥Ñaí�æ�Ë�Ó 
2Ú�4!Ë;×JÏ	Ë,Ô å Ë;æ�Ë,Ë�
ÂÉÖÒQÔ�Ò
l ∈ A

ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô
w = u(n)l

ò
Ñ�Ù�ÙÂÉ@ÔQÉÖÕ�×NÑ�Ð@Ð@ï�ê6Ô å Ë;æ�ËØË�
)ÉÖÒQÔ�Ò

l′ 6= l
ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

l′u(n)l ∈ L
ÚhÎÉ@×JÏ	ËVÔ å ËpÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ù¬éï Ñ�×

Ì�æQ×JÕ�è�
 õ ø!Ñ�è�ù	ï ç¢Õ�æ�Ù ÉÖÒaÒQÔHÑ�é�ÐÖËVè�×JÙ�Ë;æ´ì[É@æQæ�Õ�æaÉ@ì´Ñ î Ë�êhÕ�×JË å Ñ�Ò
lu(n)l′ ∈ L

Ú6Ì�ÒaÑ%Ï	Õ�×JÒ�Ë	óèJË;×JÏ	Ë�ê
(lu(n)l′, l′u(n)l

�kÉÖÒ®Ñ�×�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË'éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ�Ú
�

^_º8: ¾�Þ<; o(Å��2Å @59��R%,#&#�����F��T%U�&�6� ���
�l�
�������r*B�
%(#.-a��D
Zz*�F�!Y���q%(�	�]D
#ED��(�l�
#&i�
�O6IA�
����� #ED.*BD<-.%$!$%$D���
�O�
�
#���DES !,9B� STD�#.Z

(aub, bua)
[_�
���RDES�!,9��wSTD�#.Z

(u, ũ)
�<- eu�&�,�6O+v D�eu�&'<�&#.[ !,9��T#���Zr��iR�4/
%(-&! %,#.#����
FB�T%U�&�6�

���
�l�
���.��� *��
%,#�-t!,9���! �
#��t��D�!5DESt!,9��.-��3SMD
#&Z�- %,�d!,9��z���<-M��DES�1z#&��D
F:/ 3>; �
F:=Mi �l�
�87
FB��7X�.-�O � D�#x%,�B-T!U�
�����.[
(cababa, baabac)

%p-d�
�G%,#.#����
FB�T%U�&�l� ���
�l�
�������Q*��
%,# STD�#a!,9��0�����87
FB��7X�R7X�&���&#E��!Y���W�&iA!,9��c@B#&%s��D
�������M%
-.Fb�.-T!$%,!$F�!$%$D��jO
� D�!Y�R!,9���!t!,9��T#��d��D)�.-R��D�! �4/
%(-&! ���|%(#&#����
FB�T%s�T�l�Q���
�l�
�������r*B�
%(#rDESR�
�biN�l�T�87�!,9�O � D
#\%,�B-&!U�
�j���.[x!,9B�

@b#.%U��D
���X���T%_�l�
�87
FB��7X�a��D)�.- ��D�!u��D
��!U�
%(�`�
�bid%(#&#����
F��M%s�&�6�a�������
�j������*���%(#�D�S��l�&��7�!,9��8O

��� r'vk{Nvkukã°s}â��vk|4t��Vvk{���á¢th|�w�� �
�¡É@æ�ÒQÔ�êÂçkËnÉ@×�ÔQæ�Õ)ÙÂèJÏ	ËnÉ@×cÎ)Ë	Ï;ÔQÉÖÕ�× þÂÚ��nÔ å Ë¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù�íNÑ�É@æ�Ò®Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì�Ú ämå Ë;×}êJç¢ËnÒQÔQèJÙÂï_É@×cÎ)Ë	Ï;ÔQÉÖÕ�×

þÂÚ�ªÔ å ËnÑ�Ï;ÔQÉÖÕ�×cÕ�ë¡Ô å Ë²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò®Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì ë4Õ�æ�Ô å Ë �¡É@é�Õ�×NÑ�Ï	Ï;ÉLÐ�Ñ�× î èNÑ î Ë�Ú

�� "�! �� ( ��
 ��
���
	%�� % ������(��!#�$&#�����(�(�� #�
 ' ) #�$ '�%
'�
�����"
û}Ë;Ô¢èJÒ¢æ�Ë	Ï�Ñ�Ð@Ð�Ô å Ë�×JÕ�ÔQÉÖÕ�×VÕ�ë}æ�Ë;ÔQè�æQ×pçkÕ�æ�Ù2Ú��JÕ�æ�Ñ�×�ïXæ�Ë	Ï;è�æQæ�Ë;×Ô�É@×ÂÓJ×�É@Ô�Ë!çkÕ�æ�Ù

u
Ñ�×JÙpÑ�×ï[ë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ

w
ê

ÑN#��T!$F�#.�`efD
#��
v
ÉÖÒ®Ñ,ÓJ×�É@Ô�Ë¥ç¢Õ�æ�ÙØÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

vw
ÉÖÒ!Ñ,ë4Ñ�Ï;Ô�Õ�æ�Õ�ë

u
ê
w

ÉÖÒ®Ñ[í�æ�Ë�Ó 
VÕ�ë
v
Ñ�×JÙ

w
Õ)Ï	Ï;è�æ�Ò

Ë�
JÑ�Ï;ÔQÐ@ïVÔPç�ÉÖÏ	ËnÉ@×
vw

Ú�ñ�×�íNÑ�æQÔQÉÖÏ;è�Ð�Ñ�æ�êNÉ¦ë°Ô å Ë;æ�Ë�Ë�
)ÉÖÒQÔ�Ò
C > 0

ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô�êJë�Õ�æ²Ñ�×�ïpë=Ñ�Ï;Ô�Õ�æ
w

Õ�ë
u
êNÑ�×�ï



� I�� ������� >	�
� ��� ��� >	�� �  M � M���� � � � M >	� ����� � � �  � I > I��#I >�� � � M������#M
� ��� �

æ�Ë;ÔQè�æQ×Øç¢Õ�æ�Ù
v
ÒÑ�ÔQÉÖÒ�ÓNË	Ò

|v| < C|w|
ê�Ô å ËnÐ�Ñ�× î èNÑ î ËnÉÖÒ�ÒHÑ�ÉÖÙ|� %,�j���
#&� id#����TF�#.#��&�+!4Ú �!è�æHÑ�×JÙ å Ñ�Ò�í�æ�Õ�Ê�Ë;×

É@× ý��)� �LÔ å Ñ�Ô�í�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë�ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×JÒ î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë¥Ð@É@×JË�Ñ�æQÐ@ïpæ�Ë	Ï;è�æQæ�Ë;×�Ô!Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë	Ò�Ú

û}Ë;Ô
σ

é�ËcÑúí�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×}ÚkûLË;Ô
ω

é(ËØÑ%æQÉ î å Ô õ ÒQÉÖÙ�Ë	Ù σ õ í(Ë;æQÉÖÕ)ÙÂÉÖÏ�í(Õ�É@×�Ô�êmÑ�×JÙ
w

é�Ë Ñ
×JÕ�× õ Ë;ì[í�ÔPï_í�æ�Ë�Ó 
aÕ�ë

ω
ÚÂÎÉ@×JÏ	Ë

σ
ÉÖÒ¢í�æQÉ@ì[É@ÔQÉ@Ê�Ë�ê)Ô å Ë;æ�Ë!Ë�
ÂÉÖÒQÔ

N ∈ N
Ñ�×JÙVÑ¥ÓJ×�É@Ô�Ë²Ò�Ë;Ô¢Õ�ëLæ�Ë;ÔQè�æQ×pçkÕ�æ�Ù�Ò

(Xi)i6N

ë�Õ�æ
w

ü�Ò�Ë	ËØý��)� ����Ú *hÑ�Ï å íNÑ�É@æ
(wXi, Xiw)

ÒQí�Ð@É@Ô�Ò�É@× ÓJ×�É@Ô�Ë;Ð@ï ì´Ñ�×�ï É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËaéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù
íNÑ�É@æ�Ò�Ú�4�Ë;×JÏ	Ë

I1(w)
ê)Ô å Ë�Ò�Ë;Ô¢Õ�ë}É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù´íNÑ�É@æ�ÒmÕ�é�ÔHÑ�É@×JË	Ù_ç å Ë;×_æ�Ë	ÙÂèJÏ;É@× î (S|w|ω, ω)

ê�ÉÖÒ
ÓJ×�É@Ô�Ë�Ú ämå Ë;×}êÂÕ�×JË�Ù�Ë�ÓJ×JË	Ò¢é�ïaæ�Ë	Ï;è�æQæ�Ë;×JÏ	Ë!Ô å Ë!ÒHË;Ô

In+1(w)
Ñ�Ò¢Ô å Ë!Ò�Ë;Ô¢Õ�ë�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙpíNÑ�É@æ�Ò

Õ)Ï	Ï;è�æQÉ@× î É@×VÔ å Ë²æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×ØÕ�ë
(σ(u), σ(v))

ë4Õ�æ®Ñ�Ð@Ð(É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ�Ò
(u, v)

Õ�ë
In(w)

Ú�û}Ë;Ô
I(w) =

⋃
n∈N∗

In(w)
Ú ô å Ë;×

I(w)
ÉÖÒ¢ÓJ×�É@Ô�Ë�ê�É@Ô�ÉÖÒ�ÒHÑ�ÉÖÙpÔ å Ñ�Ô®Ô å Ë²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ®Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì Ñ�Ò�ÒHÕÏ;É�Ñ�Ô�Ë	Ù

ç�É@Ô å Ô å Ë¥í�æ�Ë�Ó 

w
êJÙ�Ë;×JÕ�Ô�Ë	ÙØé�ï

A(w)
êNÔ�Ë;æQì[É@×NÑ�Ô�Ë	Ò�Ú

`zy}¾b:|{�½�ºc}2Å$?#Å�~5�T!
σ
���\!,9�� � %s��D
�������M%f-&FB�.-T!$%,!$F�!$%sD
�|�
���

w = a
O ; �T!$F�#.�`efD�#E�<-uSTD
# a

�
#��
a
�
���

ab
O � �j� 9��<-

I1(a) = {(a, a), (ab, ba)}
[
I2(a) = {(a, a), (ab, ba), (b, b)}

�
���
I3(a) = I2(a)

O+v^�T�����
I(a) = I2(a)

�
�j�
A(a)

!Y�&#.ZR%,����!Y�.-�O

û}Ë;Ô�èJÒ�ÒQÔQèJÙÂï_ìXÕ�æ�Ë¥Ï;ÐÖÕ�Ò�Ë;Ð@ï_Ô å Ë!ë�Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î Ë�
JÑ�ì[í�ÐÖË�ê�É@×�ÔQæ�Õ)ÙÂèJÏ	Ë	ÙVé�ïpÍúÑ�æQÔ�Ë;×JÒ�Ë;×ØÑ�Ò * 
JÑ�ì[í�ÐÖËnþÂÚ�
É@× ý�����PÚ¡û}Ë;Ô

σ
é(Ë´Ù�Ë�ÓJ×JË	Ù Õ�× Ô å Ë´ÔPçkÕ õ ÐÖË;ÔQÔ�Ë;æ´Ñ�Ð@í å Ñ�é(Ë;Ô

{a, b}
éï

σ(a) = aab
ê
σ(b) = abb

Ú ämå Ë
çkÕ�æ�Ù�Ò

σ(a)
Ñ�×JÙ

σ(b)
é(Õ�Ô å Ñ�ÙÂì[É@Ô

a
Ñ�Ò!Ñ´í�æ�Ë�Ó 
cÑ�×JÙ

b
Ñ�Ò²Ñ´ÒQè, 
2Ú�û}Ë;Ô

(un)n∈N

Ñ�×JÙ
(vn)n∈N

é(Ë
Ô å ËpÒ�Ë	óèJË;×JÏ	Ë	Ò[Ù�Ë�ÓJ×JË	Ù¬é�ï

u0 = ab
ê
v0 = ba

ê�ÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô,ë4Õ�æXÑ�Ð@Ð
n ∈ N

ê
aun+1b = σ(un)

Ñ�×JÙ
avn+1b = σ(vn)

Ú ��Õ�Ô�ËaÔ å Ñ�Ô�ê¡é�ï Ù�Ë�ÓJ×�É@ÔQÉÖÕ�× Õ�ë
σ
ê�ë4Õ�æ,Ñ�×ï

w = w1 . . . wn

ê�Õ�×JË å Ñ�Ò
σ(w) = w′ êç å Ë;æ�Ë

|w′| = 3n
ç�É@Ô å

w′
i = a

É¦ë
i = 1 mod 3

ê
w′

i = b
É¦ë

i = b mod 3
Ñ�×JÙ

w′
i = w i+1

3

É¦ë
i = 2

mod 3
Ú

û}Ë;Ô
(u, v)

é(ËØÑ�× É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ�ÚkÌ�ÒHÒQè�ìXËVÔ å Ñ�Ô
|
í�æ�Ë�ë

k(u)|a > |
í�æ�Ë�ë

k(v)|a
ë4Õ�æ_Ñ�Ð@Ð

k ∈ [[1, |u| − 1]]
Ú ämå Ë;×}êhéï Ù�Ë�ÓJ×�É@ÔQÉÖÕ�×¶Õ�ë

σ
ê¢Õ�×JË å Ñ�Ò

|
í�æ�Ë�ë

k(σ(u))|a > |
í�æ�Ë�ë

k(σ(v))|a
ë�Õ�æpÑ�×�ï

k ∈ [[2, |σ(u)| − 2]]
ÚNÌ!Ò�Ñ´Ï	Õ�×JÒ�Ë	ó�èJË;×JÏ	Ë�êJë�Õ�æ²Ñ�×�ï

n ∈ N
ê
(un, vn)

ÉÖÒ�Ñ�×ØÉ@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ�ê
Ñ�×JÙ�Ô å Ë�æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×úÕ�ë

(σ(un), σ(vn))
ÉÖÒ!Ë�
�Ñ�Ï;ÔQÐ@ï

{(a, a), (un+1, vn+1), (b, b)}
Ú ô Ë,Ù�Ë	ÙÂèJÏ	Ë'Ô å Ñ�Ô�êNÉ¦ë

i, k ∈ N
∗ Ñ�æ�ËaÒQèJÏ å Ô å Ñ�Ô

(ui, vi)
ÕÏ	Ï;è�æ�Ò�É@×

Ik(w)
êLÔ å Ë;×}ê}ë4Õ�æ�Ñ�×�ï

n ∈ N
ê
(ui+n, vi+n)

ÕÏ	Ï;è�æ�Ò�É@×
Ik+n(w)

Ú+4!Ë;×JÏ	Ë�êÂë4Õ�æ®Ñ�×�ï_í�æ�Ë�Ó 

w 6= ε

Õ�ë
ω
ê
A(w)

Ù�Õ)Ë	Ò�×JÕ�Ô�Ô�Ë;æQì[É@×NÑ�Ô�Ë�Ú

^_º8: ¾�Þ<; }2Åpo2ÅAPr�Q��DC�jD�!tg)�jD
e e 9��M!,9��&#d!,9��T#�� �4/�%p-T!,-a�r*�#&%(ZR%$!$%('
�R-&FB�.-T!$%,!$F�!$%sD
�0SMD
#re 9X%s�&9
I(w)9��<-$,_�+%,!Y�&� iaZa�
�biN�&�l�TZa�T�+!,-_STD�#^�
�bih*�#��.,0/

w
[t�&F�!

I(w)
%(-h�jD�!_F��b% STD
#&ZR� iN��D
F����X���XO

ämå ËXéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ�ÒªÑ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì Ë;×NÑ�é�ÐÖË	ÒªÑ�× Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì[ÉÖÏpÏ;æQÉ@Ô�Ë;æQÉÖÕ�× ç å ÉÖÏ å Ù�Ë;Ô�Ë;æQì[É@×JË	Ò,ç å Ë;Ô å Ë;æ
Ô å Ëªø�Ñ�è�ù	ïVë�æHÑ�Ï;ÔHÑ�Ð6Õ�ë¢Ñ î É@Ê�Ë;×%ö°ÉÖÒ�Õ�Ô¥Ô�ïí(Ë�Ò�è�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�× î Ë;×JË;æHÑ�Ô�Ë	Ò'Ñ´í�Ë;æQÉÖÕ)ÙÂÉÖÏ,ÔQÉ@Ð@É@× î Õ�ëhÔ å ËªÒQíNÑ�Ï	Ë�Ú
ÍcÕ�æ�Ë²í�æ�Ë	Ï;ÉÖÒ�Ë;Ð@ï�êNÕ�×JË å Ñ�Ò®Ô å Ë!ë�Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î æ�Ë	ÒQè�Ð@Ô�É@×�É@ÔQÉ�Ñ�Ð@Ð@ïVÕ�é�ÔHÑ�É@×JË	ÙVéïVû2É@Ê)Ò å É@Ô�Ò��

S���º�Ã#Þ º�: }2Å6}2Å�H 
 K�[<I�K�Lh~5�M!
σ
���a��*j#.%,ZR%,!$%,'<��-&FB�.-T!$%,!$F�!$%sD
�`-.FB�&9c!,9���!w*�#��,S

1(σ(a)) = a
Ow~w�T!

ω =
σ∞(a)

O

ü � ���(S !,9B�&#���� /
%p-T!,-
i ∈ N

∗ -.FB�&9d!,9���! A(
*�#��,S

i(ω))
!Y�&#&ZR%(����!Y�.-�[w�
�j� -&F��T9r!,9���! ���bi\���
�l�
���.���z*��
%,#

%,�
I(
*�#��,S

i(ω))
�l���X�<-^!UDN�0��D�%(���M%$�X�T�����.[ !,9��&�`!,9�� -U*B���M!$#.F�Z DES

(Xσ, S)
%(- ��%p-M�T#��M!Y��O

ü � ���(S !,9B�&#��r� /
%p-T!,-
i ∈ N

∗ -&F��T9 !,9���!3*j#��,S
i+1(ω) �

*�#��$S
i(ω)a

[x�
���d% S�!,9�� -U*B����!$#.F�Z DES
(Xσ, S)%(-^�
%(-T�T#��T!Y�.[u!,9B�&�|�
�biQ�������
�j������*���%(#�%,�

I(
*�#��$S

i(ω))
�6�����
-�!UD0�Q��D
%,���T%s�X�&�j����O
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ô Ë�í�æ�Õ�Ê�Ë å Ë;æ�Ë�ç�É@Ô å ö°æ�Õ�í�Õ�Ò�É@ÔQÉÖÕ�×VþÂÚ ��Ô å Ñ�Ô�ê�ë4Õ�æhÔ å Ë �¡É@é�Õ�×NÑ�Ï	Ï;É(Ï�Ñ�Ò�Ë�ê�ë�Õ�æmÑ�×�ï
i ∈ N

∗ ê I(
í�æ�Ë�ë

i(ω))ì´Ñ	ï Ï	Õ�×�ÔHÑ�É@× Ñ�Ô�ìXÕ�Ò�Ô^�úË;ÐÖË;ìXË;×�Ô�Ò�ê¡ç å ÉÖÏ å Ñ�æ�Ë
(a, a), (b, b), (ab, ba)

Ñ�×JÙ
(aab, baa)

Ú�Ì!Ò,ÑØÏ	Õ�×JÒ�Ë õóèJË;×JÏ	Ë�ê Ô å ËkéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù,íNÑ�É@æ�Ò6Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì A(w)
Ô�Ë;æQì[É@×NÑ�Ô�Ë	Ò°É@×,Ô å Ë �¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�Ï�Ñ�Ò�Ë6ë4Õ�æ°Ñ�×�ïn×JÕ�× õ Ë;ì[í�Ô�ï

í�æ�Ë�Ó 

w

Õ�ë
ω
Ú

Ì!Òhç¢Ë å Ñ	Ê�Ë²Ò�Ë	Ë;×pÉ@× �¢Õ�æ�Õ�Ð@Ð�Ñ�æQï �ÂÚ�þÂê)Ô å Ë!É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙaíNÑ�É@æ�Ò¢ë4Õ�æ¢Ô å Ë �¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É(Ð�Ñ�× î èNÑ î ËÑ�æ�Ë6Õ�ë�Ô å Ë°ë4Õ�æQì
(aω(n)b, bω(n)a)

Ú ämå Ë�ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î ö°æ�Õ�í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉÖÕ�×�Ù�Ë	Ò�Ï;æQÉ@é(Ë	Ò}Ô å Ë¢Ñ�Ï;ÔQÉÖÕ�×�Õ�ë�Ô å Ë �¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É
ÒQè�éJÒQÔQÉ@ÔQè�ÔQÉÖÕ�×

σ
Õ�× Ô å Ë'Ò�Ë;Ô®Õ�ë6É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙcíNÑ�É@æ�Ò�êJç å Ë;æ�Ë

(Fn)n∈Z

Ù�Ë;×JÕ�Ô�Ë	Ò!Ô å Ë��¡É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É
Ò�Ë	óèJË;×JÏ	Ë�ê�Ô å Ñ�Ô6ÉÖÒ�ê�Ô å Ë�Ò�Ë	óèJË;×JÏ	Ë®Ù�Ë�ÓJ×JË	Ù´é�ï

Fn+2 = Fn+1 +Fn

ë4Õ�ækÑ�×ï
n ∈ Z

ê�ç�É@Ô å
F0 = F1 = 1

Ú
jnÞ�Ã+{6Ã#¿�À�¼�À8Ã#Ä }}Å �LÅz~5�T!

n ∈ N
O @59��^#����
F���!$%$D
�WD�S

σ(aω(n)b, bω(n)a)
-U*j� %$!,-�%(���

ü � �CD��j�^D)���TF�#��&�j���dD�S !,9���!$#.%,'�%s�
��*��
%,#
(a, a)

[
ü � �

Fn + 1
D����MF8#��&�����&-aD�S !,9���%,#&#�����F��T%U�&�6�a���
�l�
���.����*��
%,#.-

(ab, ba)
[

ü4þ �
Fn+1 − 1

D����MF8#��&�����&-aD�S !,9��^%(#&#����
F��M%s�&�6�a�������
�j������*���%(#.-
(aab, baa)

O
ämå Ë�ìXÕ�æ�Ë î Ë;×JË;æHÑ�Ð!Ï�Ñ�ÒHËØÕ�ënÔ å ËØÏ	Õ�ì[í�è�ÔHÑ�ÔQÉÖÕ�×ðÕ�ënÔ å Ë�æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×ðÕ�ë�Ñ%éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù íNÑ�É@æ

(u, v)
ÉÖÒ

Ù�Ë;í�ÉÖÏ;Ô�Ë	ÙpÉ@× ��É î è�æ�Ë ��Ú)û}Ë;ÔmèJÒ¢É@×�ÔQæ�Õ)ÙÂèJÏ	Ë²Ô å Ë�ë4Õ�Ð@ÐÖÕ�ç�É@× î Ù�Ë�ÓJ×�É@ÔQÉÖÕ�×}êÂç å ÉÖÏ å ÉÖÒhèJÒ�Ë�ë�è�Ð#ë�Õ�æmÔ å Ë�í�æ�ÕÕ�ë�Õ�ë
Ô å Ënö°æ�Õ�í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉÖÕ�×}Ú
UVº�Á°Ä¡À�¼�À8Ã�ÄV}}Å��2Å ~w�T!

u
�
���

v
���h!$efD ,_�b%$!Y�zefD
#��<-MOu@59��_*��
%,#

(vu, u)
%(-��!í�Õ�Ô�Ë;×ÔQÉ�Ñ�Ð#éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙaíNÑ�É@æ

% S !,9��&#��\� /
%p-T!,-�� ,f�b%,!Y� efD
#��
w
-&F��T9 !,9���!

(vuw, uwv)
%(-�� ���
�l�
���.����*��
%,#�O

jnÞ�Ã2Ã�+ ämå Ë!É@ì´Ñ î Ë¥Õ�ë
(u, v) = (aω(n)b, bω(n)a)

è�×JÙ�Ë;æ
σ

ÉÖÒ
(abσ(ω(n))a, aσ(ω(n))ab)

Ú �!Õ�Ô�Ë�Ô å Ñ�Ô�ê
ÒQÉ@×JÏ	Ë

ω(n) ÉÖÒ�é�Õ�Ô å é�ÉÖÒQí�Ë	Ï;É�Ñ�ÐLÑ�×JÙ Ñ,íNÑ�Ð@É@×JÙÂæ�Õ�ìXË�êNÉ@Ô®Ñ�ÙÂì[É@Ô�Ò
a
Ñ�Ò®Ñ,í�æ�Ë�Ó 
ØÑ�×JÙØÑ�Ò®ÑªÒ�è, 
(Ú

ÎÉ@×JÏ	Ë
u1 = a

Ñ�×JÙ
v1 = b

ê
σ(u1, v1)

Ò�í�Ð@É@Ô�Ò¥É@×
(a, a)

Ñ�×JÙ
(b, ε)

Ú �JÕ�æ�Ñ�×ï
i ∈ [[1, |ω(n)|]]

ê(ÐÖË;Ô
liÙ�Ë;×JÕ�Ô�Ë¥Ô å Ë

i õ Ô å ÐÖË;ÔQÔ�Ë;æ®Õ�ë
ω(n) Ú �¡É@æ�ÒQÔ�ê�ÒQè�í�í(Õ�Ò�Ë²Ô å Ñ�Ô

i 6= |ω(n)|
Ú

ñPë
li = a

ê}Ñ�×JÙúÉ¦ë¢Ô å Ëªæ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�× Õ�ë
σ(al1 . . . li−1, bl1 . . . li−1)

í�æ�Õ�Ê)ÉÖÙ�Ë	ÒnÔ å Ëªí(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð6éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù
íNÑ�É@æ

(b, ε)
ê�Ô å Ë;×¶Ô å Ëcæ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�× Õ�ë

σ(al1 . . . li, bl1 . . . li)
í�æ�Õ�Ê)ÉÖÙ�Ë	ÒVÔ å Ëcí�Õ�Ô�Ë;×ÔQÉ�Ñ�Ð¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙðíNÑ�É@æ

(bab, ab)
Ú ämå ÉÖÒ_Ð�Ñ�ÔQÔ�Ë;æ_í(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð¥éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙðíNÑ�É@æVÒQí�Ð@É@Ô�Ò_É@×

(ba, ab)
Ñ�×JÙ

(b, ε)
Ú�ñPë

li = b
ê¢Ñ�×JÙ¶É¦ë

Ô å Ë¥æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×ØÕ�ë
σ(al1 . . . li−1, bl1 . . . li−1)

í�æ�Õ�Ê)ÉÖÙ�Ë	Ò�Ô å Ë²í(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙVíNÑ�É@æ
(b, ε)

êJÔ å Ë;×VÔ å Ë
æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×�Õ�ë

σ(al1 . . . li, bl1 . . . li)
í�æ�Õ�ÊÉÖÙ�Ë	ÒmÔ å Ë�í(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð2éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù_íNÑ�É@æ

(ba, a)
ÚJÎÉ@×JÏ	Ë

bb
ÉÖÒh×JÕ�Ô�Ñ

çkÕ�æ�Ù'É@×'Ô å Ë ��É@é(Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�Ð�Ñ�× î èNÑ î Ë�ê�Õ�×JË å Ñ�Ò li+1 = a
ê�Ñ�×JÙ¥Ô å Ë6æ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�×ªÕ�ë

σ(al1 . . . li+1, bl1 . . . li+1)í�æ�Õ�Ê)ÉÖÙ�Ë	Ò¥Ô å Ëªí(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð°éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù%íNÑ�É@æ
(baab, aab)

ê2ç å ÉÖÏ å Ò�í�Ð@É@Ô�Ò²É@×
(baa, aab)

Ñ�×JÙúÔ å Ë,í�Õ�Ô�Ë;×ÔQÉ�Ñ�Ð
éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù�íNÑ�É@æ

(b, ε)
Ú

ñPë
i = |ω(n)|

ê¡Ô å Ë;×
li = a

Ñ�×JÙ Ô å Ë_í(Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð�éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù¬íNÑ�É@æ
(b, ε)

Õ�é�ÔHÑ�É@×JË	Ù ç å Ë;×¬æ�Ë	ÙÂèJÏ;É@× î
σ(al1 . . . li−1, bl1 . . . li−1)

ÉÖÒ�Ï	Õ�ì[í�ÐÖË;Ô�Ë	Ù Ñ�Ò
(ba, ab)

Út4!Ë;×JÏ	ËúÔ å Ëúæ�Ë	ÙÂèJÏ;ÔQÉÖÕ�× Õ�ë
σ(aω(n)b, bω(n)a)ÒQí�Ð@É@Ô�Ò¢É@×VÕ�×JË²ÕÏ	Ï;è�æ�Ë;×JÏ	Ë²Õ�ëLÔ å Ë!ÔQæQÉ@Ê)É�Ñ�Ð�íNÑ�É@æ

(a, a)
ê
1 + |ω(n)|a − |ω(n)|b

É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË²éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙpíNÑ�É@æ�Ò
Õ�ë�Ô å Ë²ë�Õ�æQì

(ab, ba)
Ñ�×JÙ

|ω(n)|b
É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖËnéNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò�Õ�ë�Ô å Ë²ë�Õ�æQì

(aab, baa)
Ú

�¡É@×NÑ�Ð@Ð@ï�ê�ÒQÉ@×JÏ	Ë�ë�Õ�æ®Ñ�×ï
n ∈ N

ê
ω(n+1) = σ(ω(n))a

êÂçkË å Ñ	Ê�Ë
|ω(n+1)|a = |ω(n)|a + |ω(n+1)|b + 1Ñ�×JÙ

|ω(n+1)|b = |ω(n)|a
Ú(ÎÉ@×JÏ	Ë

ω(0) = ε
Ñ�×JÙ

ω(1) = a
êJçkËªÕ�é�ÔHÑ�É@×úÔ å Ñ�Ô�êNë�Õ�æ¥Ñ�×�ï

n ∈ N
ê�Õ�×JË å Ñ�Ò

|ω(n)|a = Fn+2−1
Ñ�×JÙ

|ω(n)|b = Fn+1−1
Ú<4�Ë;×JÏ	Ë

|ω(n)|a−|ω(n)|b+1 = Fn+2−Fn+1+1 = Fn+1
ê

ç å ÉÖÏ å Ë;×JÙ�Ò�Ô å Ë¥í�æ�Õ)Õ�ë�Ú
�Ì!ÒXÑ%ÙÂÉ@æ�Ë	Ï;Ô´Ï	Õ�×JÒ�Ë	óèJË;×JÏ	ËØÕ�ë¥ö°æ�Õ�í(Õ�ÒQÉ@ÔQÉÖÕ�×¶þÂÚ �Jê°É@Ô[ÉÖÒ´í�Õ�ÒHÒQÉ@é�ÐÖËpÔ�Õ Ï	Õ�ì[í�è�Ô�ËØÑ�Ð@Ð�Ô å Ë�É@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË

éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	Ù�íNÑ�É@æ�Ò�í�æ�ÕÙÂèJÏ	Ë	ÙVéïpÔ å Ë'Ñ�Ð î Õ�æQÉ@Ô å ì A(w)
êJÉ@×JÙ�Ë;í(Ë;×JÙ�Ë;×�ÔQÐ@ïpë�æ�Õ�ì

w
Ú

b'ÃNÞ�Ã#½�½8¾�Þ Ü }}Å��}Å � D�#R�
�+i *�#��.,0/
w
DES

ω
[x!,9��a�
� 7XD
#.%$!,9XZ

A(w)
!Y�&#&Z\%,����!Y�&-�[ �����CD
�j�\9��<-

I(w) ⊂
{(a, a), (b, b), (ab, ba), (aab, baa)}

O
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(
ε
ε

) (
b
ε

) (
ba
a

)ui = a, vi = b ui = b, vi = b

ui = b, vi = a ui = a, vi = a

ui = a, vi = a ui = a, vi = a

���������
	��� ö¡Õ�Ô�Ë;×�ÔQÉ�Ñ�Ð¡éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò®í�æ�ÕÙÂèJÏ	Ë	Ù é�ïpÔ å Ë,Ñ�Ï;ÔQÉÖÕ�× Õ�ë
σ

Õ�×
(u, v)

ë4Õ�æ
Ô å Ë �¡É@é�Õ�×NÑ�Ï	Ï;É�Ï�Ñ�Ò�Ë

� � à;t6ths}âkzkã°|���{#s���vk{Jv¢uhã°s}â �vk|4t �Øvkuhâ â¢|<��ã°t6s2w6s ��s}á �[s2w6t��
��íVÔ�Õ[×JÕ�çnêNçkË å Ñ�Ê�Ë'Õ�×�Ð@ïVÏ å Ñ�æHÑ�Ï;Ô�Ë;æQÉ@ù�Ë	ÙcÉ@æQæ�Ë	ÙÂèJÏ;É@é�ÐÖË'éNÑ�Ð�Ñ�×JÏ	Ë	ÙØíNÑ�É@æ�Ò�Õ�ë¡Ô å Ë²ë4Õ�æQì

(lul′, l′ul)
Õ�æ

(u, ũ)
ê�Ñ�×JÙ çkË å Ñ	Ê�ËpÒ�Ë	Ë;× Ô å Ñ�Ô�ê�Ë�
ÂÏ	Ë;í�Ô,ë4Õ�æ�Ô å Ë�ÎÔQè�æQì[É�Ñ�×¬Ï�Ñ�Ò�Ë�ê¡Ô å Ë;æ�Ëaì´Ñ	ï Ë�
ÂÉÖÒQÔªÕ�Ô å Ë;æ ÷ É@×JÙ Õ�ë
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