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3-2 Théorie des perturbations au second ordre pour des valeurs propres plongées dans le
spectre essentiel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

3-2.1 Cadre abstrait . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
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6-2 Modèles mathématiques de l’interaction faible . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
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[xi] T. Chen, J. Faupin, J. Fröhlich and I.M. Sigal, Local Decay in Non-relativistic QED, Communica-
tions in Mathematical Physics, 309, (2012), 543–583.

[x] W.H. Aschbacher, J.-M. Barbaroux, J. Faupin, and J.-C. Guillot, Spectral theory for a mathemati-
cal model of the weak interaction : The decay of the intermediate vector bosons W+/-. II, Annales
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Chapitre 1

Introduction

La majeure partie des travaux décrits dans ce mémoire concerne l’analyse mathématique rigoureuse
de modèles issus de la théorie quantique des champs. La théorie quantique des champs fournit un cadre
théorique à l’étude de systèmes de mécanique quantique ayant un nombre infini de degrés de liberté.
Parmi les quatre interactions fondamentales de la nature, trois peuvent être décrites comme des théories
de champs quantiques : l’interaction électromagnétique, l’interaction faible et l’interaction forte. L’in-
terprétation habituelle est que ces interactions sont véhiculées par l’échange de quanta, ou particules
de champs : les photons pour l’interaction électromagnétique, les bosons vecteurs intermédiaires pour
l’interaction faible, et les gluons pour l’interaction forte.

Dans le formalisme que nous allons suivre, basé sur la seconde quantification, les particules des
champs quantifiés sont associées à des vecteurs dans un espace de Fock. L’énergie du système que l’on
considère est associée à un certain opérateur auto-adjoint, un hamiltonien, agissant dans un espace de
Hilbert qui est défini à partir d’un ou plusieurs espaces de Fock. Le hamiltonien engendre une dynamique
unitaire représentant l’évolution quantique des états du système.

Nous nous intéresserons le plus souvent à l’étude de modèles décrivant des particules quantiques
non relativistes interagissant avec un champ quantifié. On peut notamment citer le modèle standard de
l’électrodynamique quantique (QED) non relativiste, décrivant l’interaction de particules chargées non
relativistes avec le champ de photons, et obtenu en quantifiant les équations de Newton (pour les par-
ticules chargées) couplées de façon minimale aux équations de Maxwell (pour le champ électromagné-
tique). Citons également le modèle de Nelson, décrivant l’interaction de particules quantiques non rela-
tivistes avec un champ de bosons scalaires (par exemple un champ de phonons en physique du solide),
obtenu en quantifiant les équations de Newton couplées aux équation de Klein-Gordon, ou encore le
modèle spin-bosons décrivant l’interaction d’un spin avec un champ de bosons scalaires.

Le modèle standard de la QED non relativiste, le modèle de Nelson et le modèle spin-bosons peuvent
être vus comme appartenant à une classe de modèles que l’on appelle parfois modèles de Pauli-Fierz.
D’une manière générale, pour un tel modèle, le système physique est représenté par un espace de Hilbert
s’écrivant comme le produit tensoriel

H = Hp ⊗Hf ,

et par un hamiltonien ayant une expression de la forme

Hg = Hp ⊗ 1Hf + 1Hp ⊗Hf + gW,

où Hp est le hamiltonien associé aux particules non relativistes, agissant dans l’espace de Hilbert Hp,
et Hf est le hamiltonien du champ libre agissant dans l’espace de Hilbert Hf . Ce dernier est un espace
de Fock symétrique construit à partir de l’espace de Hilbert associé à une particule de champ. Le terme
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gW apparaissant dans l’expression du hamiltonien Hg représente l’interaction entre les particules non
relativistes et le champ quantifié. Le paramètre g ∈ R est une constante de couplage, traité comme
un petit paramètre dans les théories perturbatives, et l’opérateur W s’exprime généralement en fonctions
d’opérateurs de création et d’annihilation sur l’espace de Fock. L’opérateurHf , correspondant à l’énergie
du champ quantifié libre, est la seconde quantification de l’opérateur de multiplication par la relation
de dispersion ω(k). Dans les modèles que nous considérons, la relation de dispersion est de la forme
ω(k) =

√
k2 +m2. Nous dirons que le modèle est massif si m > 0 et sans masse si m = 0. Bien sûr, du

point de vue physique, le cas sans masse présente un intérêt fondamental puisque la masse des photons
est effectivement nulle. Les travaux présentés dans cette première partie portent presque exclusivement
sur le cas non massif.

L’image physique générale décrivant l’évolution asymptotique de systèmes représentés par un ha-
miltonien de Pauli-Fierz non massif est la suivante : étant donné un état initial quelconque, le système,
au bout d’un temps infini, retourne à l’équilibre (l’état fondamental) en émettant des bosons qui se pro-
pagent à l’infini à vitesse constante. Afin de justifier cette image de manière rigoureuse, on peut alors
s’intéresser à certaines propriétés du hamiltonien, notamment :
− Le spectre deHg. Correspondant à un état d’équilibre, on s’attend à ce qu’un état fondamental existe,

autrement dit que le bas du spectre de Hg soit une valeur propre. Pour certains modèles, on peut être
amené à devoir changer de représentation pour obtenir l’existence d’un état fondamental.
Au-dessus de l’énergie minimale, on s’attend à ce que le spectre de Hg soit purement absolument
continu. En particulier, on s’attend à ce que les états excités du hamiltonien libre deviennent des états
métastables, associés à des résonances, sous l’effet de l’interaction.

− Le comportement asymptotique de la dynamique engendrée par Hg, autrement dit, la théorie de la
diffusion pour Hg. On s’attend à ce que la vitesse asymptotique de propagation des bosons soit
constante, et à ce que les opérateurs d’ondes soient asymptotiquement complets dans un sens à
préciser.
De nombreuses difficultés bien connues apparaissent lorsque l’on essaye de démontrer ces propriétés.

Mentionnons ainsi que les valeurs propres du hamiltonien libre H0 sont toutes plongées dans le spectre
essentiel, plus précisément, elles sont à l’origine d’une demi-droite de spectre essentiel. En particulier, la
théorie usuelle des perturbations de Kato [127] n’est pas applicable. De plus, l’interaction n’est pas une
perturbation relativement compacte du hamiltonien libre ; même pour de petites valeurs de la constante
de couplage, l’étude de Hg est délicate. Rappelons aussi que la singularité à l’origine du hamiltonien
d’interaction est à l’origine de nombreux problèmes, dont la célèbre catastrophe infrarouge. Par ailleurs,
pour certaines questions relatives aux basses énergies, la non régularité en 0 de la relation de dispersion
k 7→ ω(k) = |k| présente des difficultés techniques.

Dans les années 60 et 70, de nombreux travaux ont été dédiés à l’étude de tels hamiltoniens de
théorie quantique des champs. Citons notamment les travaux importants de Nelson [149], Høegh-Krohn
[112, 113, 114] et Fröhlich [70, 71]. Plus récemment, depuis les articles fondateurs de Bach, Fröhlich et
Sigal [25, 26, 27] et Dereziński et Gérard [61, 62, 95], les théories spectrales et de la diffusion en théorie
quantique des champs sont devenues des sujets de recherche très étudiés.

Dans la suite de cette introduction, nous commençons par introduire certaines notations utilisées dans
la première partie de ce mémoire, puis nous rappelons les définitions et quelques propriétés des modèles
auxquels nous allons nous intéresser.

1-1 Espace de Fock : notations

Nous nous contentons dans ce paragraphe de rappeler les définitions des espaces de Fock et de
certains opérateurs agissant dans de tels espaces ; pour plus de détails concernant les propriétés bien
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connues de ces opérateurs, nous renvoyons, par exemple, à [41, 42], [155, 156], ou [20].

Etant donné un espace de Hilbert h, l’espace de Fock symétrique construit à partir de h est défini par

Γs(h) = C⊕
∞⊕
n=1

Snh
⊗n ,

où Sn est l’opérateur de symétrisation dans h⊗
n

. L’espace de Fock antisymétrique est défini de la même
façon par

Γa(h) = C⊕
∞⊕
n=1

Anh
⊗n ,

avec An l’opérateur d’antisymétrisation. Un élément Φ ∈ Γ#(h) (où Γ#(h) désigne Γs(h) ou Γa(h))
peut être écrit sous la forme Φ = (Φ(0),Φ(1), . . . ,Φ(n), . . . ). Le vecteur Ω = (1, 0, 0, . . . ) est appelé le
vide. On pourra parfois être amené à utiliser le sous-espace Γfin(h) ⊂ Γ#(h) donné par

Γfin(h) =
{

Φ ∈ Γ#(h),Φ(n) = 0 pour tout n sauf au plus un nombre fini
}
.

Pour h ∈ h, l’opérateur de création a∗(h) : Γs(h)→ Γs(h) (respectivement a∗(h) : Γa(h)→ Γa(h))
est défini pour ϕ ∈ Snh⊗

n
(respectivement ϕ ∈ Anh⊗

n
) par

a∗(h)ϕ =
√
n+ 1Sn+1h⊗ ϕ,

(respectivement a∗(h)ϕ =
√
n+ 1An+1h⊗ ϕ). L’opérateur d’annihilation a(h) est défini comme l’ad-

joint de a∗(h), puis, ces opérateurs étant fermables, on note leurs fermetures de la même façon. On peut
noter que a∗(h) et a(h) sont bornés dans le cas antisymétrique. Dans le cas où l’espace de Hilbert à une
particule h est égal à L2(R3), on peut voir, par exemple dans le cas symétrique, que a(f) et a∗(f) opèrent
de la façon suivante :

(a(f)Φ)(n)(k1, . . . , kn) =
√
n+ 1

∫
R3

f(k)Φ(n+1)(k, k1, . . . , kn)dk,

(a∗(f)Φ)(n)(k1, . . . , kn) =
1√
n

n∑
i=1

f(ki)Φ(n−1)(k1, . . . , k̂i, . . . , kn),

où la notation (k1, . . . , k̂i, . . . , kn) signifie que la variable ki est retirée du n-uple (k1, . . . , kn). Des
expressions correspondantes existent dans le cas antisymétrique. Pour les photons, l’espace à une par-
ticule est h = L2(R3 × {1, 2}) ; les expressions des opérateurs de création et d’annihilation sont alors
identiques aux précédentes, en remplaçant les variables ki ∈ R3 par (ki, λi) ∈ R3 × {1, 2}, puis en
remplaçant l’intégrale

∫
R3 dk par

∑
λ=1,2

∫
R3 dk. Nous utiliserons aussi les notations usuelles,

a(f) =
∫

R3

f(k)a(k)dk, a∗(f) =
∫

R3

f(k)a∗(k)dk,

où a(k) et a∗(k) sont vus comme des distributions à valeurs opérateurs.

Pour h ∈ h, l’opérateur de champ Φ(h) est défini par l’expression

Φ(h) = a∗(h) + a(h).

Cet opérateur est essentiellement auto-adjoint sur Γfin(h) ; on utilise le même symbole pour l’extension
auto-adjointe correspondante.
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La seconde quantification d’un opérateur, par exemple dans le cas de l’espace de Fock symétrique,
est définie comme suit : si ω est un opérateur auto-adjoint agissant dans h, de domaine dense D(ω), on
définit l’opérateur ω(n) agissant dans h⊗

n
et de domaine Sn ⊗ni=1 D(ω) par :

ω(n) = ω ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1+ 1⊗ ω ⊗ 1⊗ · · · ⊗ 1 + · · ·+ 1⊗ · · · ⊗ 1⊗ ω.

La seconde quantification de ω, notée dΓ(ω), est alors l’opérateur agissant dans Γs(h), de domaine
Dω =

{
Φ ∈ Γfin(h),∀n,Φ(n) ∈ ⊗ni=1D(ω)

}
, et défini par

dΓ(ω) =
∞∑
n=1

ω(n).

En particulier donc,
dΓ(ω)Ω = 0.

On peut montrer que dΓ(ω) est essentiellement auto-adjoint surDω, l’extension auto-adjointe correspon-
dante est notée par le même symbole. Dans le cas où h = L2(R3) (ou, de même, si h = L2(R3×{1, 2})
pour les photons), et si ω est un opérateur de multiplication par une fonction ω(k), on utilisera aussi la
notation habituelle

dΓ(ω) =
∫

R3

ω(k)a∗(k)a(k)dk.

Enfin, si ω est un opérateur borné agissant dans h, l’opérateur Γ(ω) agissant dans Γs(h) est défini par
sa restriction aux sous-espaces à n particules par l’expression

Γ(ω)|C = 1C, Γ(ω)|Snh⊗n = ω ⊗ · · · ⊗ ω.

En particulier, Γ(eiω) = eidΓ(ω).

1-2 Modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste

1-2.1 Définition

Commençons par décrire le modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste associé
à un électron sans spin interagissant avec le champ de radiation quantifié et placé dans un potentiel
extérieur V . Nous donnerons dans un second temps les modifications à apporter si l’on souhaite prendre
en compte les degrés de liberté associés au spin de l’électron. On pourrait naturellement généraliser au
cas d’atomes plus complexes, ou de molécules.

L’espace de Hilbert pour un électron sans spin est

Hel = L2(R3). (1.1)

Pour un photon, tenant compte des degrés de liberté dus à la polarisation de la lumière, l’espace de
Hilbert considéré est L2(R3 × {1, 2}). Pour décrire le champ de photons, on utilise alors l’espace de
Fock symétrique construit à partir de L2(R3 × {1, 2}), c’est-à-dire, avec les notations précédentes,

Hph = Γs(L2(R3 × {1, 2})). (1.2)

L’espace de Hilbert pour le système total est ainsi

H = Hel ⊗Hph, (1.3)
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et l’opérateur hamiltonien du modèle standard de la QED non relativiste, agissant dansH, est l’opérateur
de Pauli-Fierz s’écrivant sous la forme

Hα =
1

2mel

(
pel − α

1
2A(xel)

)2 +Hph + Vα(xel). (1.4)

Ici et dans tout ce document, les unités sont choisies de telle façon que ~ = c = 1, où ~ est la constante de
Planck divisée par 2π et c est la vitesse de la lumière. Le paramètremel représente la masse de l’électron,
et α = e2 est la constante de structure fine, e désignant la charge de l’électron. Rappelons que, d’après
les mesures physiques, α est de l’ordre de 1/137. Les opérateurs position et impulsion de l’électron sont
notés respectivement xel = (xel,1, xel,2, xel,3) et pel = (pel,1, pel,2, pel,3) = −i∇xel

.

Pour tout x ∈ R3, le potentiel vecteur associé au champ électromagnétique quantifié en jauge de
Coulomb est défini par l’expression

A(x) =
1

2π

∑
λ=1,2

∫
R3

χΛ(k)

|k|
1
2

ελ(k)
[
e−ik·xa∗λ(k) + eik·xaλ(k)

]
dk, (1.5)

autrement dit, pour j ∈ {1, 2, 3}, la j ème composante Aj(x) est un opérateur de champ,

Aj(x) = Φ(hAj (x)), (1.6)

où hAj (x) ∈ L2(R3 × {1, 2}) est donné par

hAj (x, k, λ) =
1

2π
χΛ(k)

|k|
1
2

ελj (k)e−ik·x. (1.7)

Ici, ε1(k) et ε2(k) sont des vecteurs de polarisation, c’est-à-dire tels que le triplet (k/|k|, ε1(k), ε2(k))
forme une base orthonormale dans R3 pour tout k différent de 0. En fonction des problèmes étudiés, nous
pourrons avoir besoin d’hypothèses supplémentaires sur ε1 et ε2 ; elles seront précisées le cas échéant.
Dans tous les cas, nous pourrons faire par exemple le choix suivant :

ε1(k) =
(k2,−k1, 0)√

k2
1 + k2

2

, ε2(k) =
k

|k|
∧ ε1(k) =

(−k1k3,−k2k3, k
2
1 + k2

2)√
k2

1 + k2
2

√
k2

1 + k2
2 + k2

3

. (1.8)

Dans (1.5), χΛ(k) désigne une fonction de troncature ultraviolette dépendant d’un paramètre Λ. Cette
troncature, nécessaire pour que le modèle soit bien défini, élimine l’interaction entre l’électron et les
photons de très hautes énergies. Encore une fois, nous aurons besoin de faire différentes hypothèses sur
χΛ selon les problèmes étudiés. Typiquement, on pourra garder à l’esprit l’un des trois choix suivants :

∗ χΛ(k) = 1|k|≤Λ(k),
∗ χΛ ∈ C∞0 (R3) si l’on a besoin d’une certaine régularité,
∗ χΛ(k) = e−k

2/Λ2
si l’on a besoin d’analyticité.

L’énergie du champ de photons libre dans (1.4) est représentée par l’opérateur Hph. Mathématique-
ment, cet opérateur est la seconde quantification de l’opérateur de multiplication par la relation de dis-
persion ω(k) = |k|, c’est-à-dire

Hph = dΓ(ω) =
∑
λ=1,2

∫
R3

ω(k)a∗λ(k)aλ(k)dk, ω(k) = |k|.

Le potentiel extérieur Vα(xel) est à valeurs réelles, dans L2
loc(R3), et sera généralement supposé rela-

tivement borné par rapport à p2
el = −∆xel

, avec borne relative 0. Par exemple, pour l’atome d’hydrogène,
le potentiel engendré par le noyau est le potentiel de Coulomb

Vα(xel) = − α

|xel|
.
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Dans ce cas le spectre de l’opérateur électronique

Hel =
p2

el

2mel
+ Vα(xel), (1.9)

est composé de valeurs propres négatives, notées {e0, e1, . . .} (ordonnées dans l’ordre croissant), et de
la demi-droite de spectre absolument continu [0,+∞[.

Lorsque l’on traite l’interaction entre l’électron et le champ de photons comme une perturbation,
l’usage est d’imposer une troncature ultraviolette à l’échelle α2Λ (c’est-à-dire que l’on remplace χΛ par
χα2Λ dans (1.5)), puis d’effectuer le changement d’échelle

(xel, k1, λ1, . . . , kn, λn) 7→ (xel/α, α
2k1, λ1, . . . , α

2kn, λn). (1.10)

On est alors ramené à l’étude de l’opérateur (noté toujours Hα)

Hα =
1

2mel

(
pel − α

3
2A(αxel)

)2 +Hph −
1
|xel|

,

où A(αxel) est donné par (1.5). Pour un potentiel V abstrait, on obtient alors l’opérateur

Hα =
1

2mel

(
pel − α

3
2A(αxel)

)2 +Hph + V (xel). (1.11)

Le paramètre α
3
2 est ensuite traité comme une constante de couplage, et on posera parfois g = α

3
2 .

1-2.2 Quelques propriétés

Nous listons ici quelques propriétés importantes du modèle standard de l’électrodynamique quan-
tique non relativiste établies dans la littérature. La liste n’est pas exhaustive, et nous ne détaillons pas
toutes les hypothèses nécessaires à la démonstration des résultats concernés.
− Caractère auto-adjoint. A partir de l’expression (1.4), il n’est pas difficile de définir le hamiltonien
Hα comme une forme quadratique fermée et semi-bornée inférieurement ; on peut alors lui associer
de façon unique un opérateur auto-adjoint. Une telle définition est suffisante pour de nombreuses
études, mais ne fournit pas explicitement le domaine de Hα.
Pour de petites valeurs de la constante de couplage α, en utilisant le théorème de Kato-Rellich et
le fait que les opérateurs de création et d’annihilation sont relativement bornés par rapport à Hf ,
on peut montrer que D(Hα) = D(H0). Pour des valeurs quelconques de α, une telle propriété
peut également être établie. Elle a été obtenue par Hiroshima [105] à l’aide d’une représentation en
intégrale fonctionnelle, puis plus récemment, Hasler et Herbst [99] l’ont redémontrée en utilisant des
propriétés de commutation.

− Décroissance exponentielle en dessous du seuil d’ionisation. Le seuil d’ionisation est défini par

Σα = lim
R→∞

inf
ϕ∈DR,
‖ϕ‖=1

〈ϕ,Hαϕ〉, (1.12)

où DR = {ϕ ∈ D(Hα), ϕ(xel) = 0 si |xel| < R}. L’interprétation du seuil d’ionisation est que les
vecteurs d’énergies supérieures à Σα représentent des états du système physique dans lequel l’atome
est ionisé. Une propriété importante est que les états d’énergie strictement inférieures à Σα sont bien
localisés en la position électronique dans le sens où pour tous δ et ξ vérifiant ξ + δ2 < Σα, on a∥∥eδ|xel|1(−∞,ξ](Hα)

∥∥ <∞.
Une telle propriété a été démontrée par Bach, Fröhlich et Sigal pour de petites valeurs de α dans [27],
puis pour des valeurs quelconques de α par Griesemer dans [89].
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− Existence d’un état fondamental. L’existence d’un état fondamental pour Hα est établie, pour des
valeurs suffisamment petites de la constante de couplage α, par Bach, Fröhlich et Sigal dans [27],
puis, pour des valeurs quelconques de α, par Griesemer, Lieb et Loss dans [91, 135]. Autrement
dit, le bas du spectre de Hα est une valeur propre (de multiplicité 1 si e0 = inf spec(Hel) est de
multiplicité 1).
Pour établir l’existence d’un état fondamental, un ingrédient important est ce que l’on appelle la
transformation de Pauli-Fierz (ou transformation de Power-Zienau-Wooley), qui définit un opérateur
unitairement équivalent à Hα mais avec des termes d’interaction moins singuliers dans l’infrarouge.
Cette transformation permet d’ailleurs de montrer que les états fondamentaux de Hα appartiennent à
D(N1/2

ph ), où Nph = dΓ(1) est l’opérateur du nombre de photons.

− Instabilité des valeurs propres excitées et existence de résonances. Sous une hypothèse de règle d’or
de Fermi, l’instabilité des valeurs propres excitées du hamiltonien électronique Hel est obtenue par
Bach, Fröhlich, Sigal et Soffer [28] en utilisant la théorie de Mourre, et par Bach, Fröhlich et Sigal
[27] à l’aide d’une déformation complexe de Hα et de l’isospectralité de l’application Feshbach-
Schur. Plus précisément, il est établi que le spectre de Hα est purement absolument continu dans un
voisinage des valeurs propres excitées (ej)j≥1 de Hel. Ce résultat, basé sur une théorie de perturba-
tion au second ordre pour des valeurs propres plongées dans le spectre essentiel, n’est naturellement
valable que pour des valeurs suffisamment petites de α.
Dans [163], Sigal montre plus précisément l’existence de résonances associées aux (ej)j≥1 pourHα,
en affinant la méthode du groupe de renormalisation spectral de Bach, Fröhlich et Sigal [25, 26].

− Théorie spectrale à basses énergies. Les résultats cités précédemment ne permettent pas de décrire
le spectre de Hα dans un intervalle d’énergie arbitrairement proche du bas du spectre. Dans [75],
Fröhlich, Griesemer et Sigal obtiennent un principe d’absorption limite dans un tel intervalle, en
combinant une décomposition de l’espace de Fock en basses et hautes énergies avec la théorie de
Mourre. Cela montre en particulier que le spectre de Hα est purement absolument continu au-dessus
de l’énergie fondamentale.

1-2.3 Prise en compte du spin de l’électron

Pour tenir compte du spin de l’électron, les modifications à apporter sont les suivantes : l’espace de
Hilbert électronique devient

Hel = L2(R3; C2),

puis on ajoute un terme de champ magnétique au hamiltonien total. Après le changement d’échelle (1.10),
on obtient ainsi l’opérateur

Hα =
1

2mel

(
pel − α

3
2A(αxel)

)2 − α
3
2

2mel
σel ·B(αxel) +Hph −

1
|xel|

. (1.13)

Le triplet σel = (σel
1 , σ

el
2 , σ

el
3 ) est formé par les trois matrices de Pauli associées au spin de l’électron, et,

pour tout x ∈ R3, B(x) est donné par l’expression

B(x) = − i
2π

∑
λ=1,2

∫
R3

|k|
1
2χΛ(k)

( k
|k|
∧ ελ(k)

) [
e−ik·xa∗λ(k)− eik·xaλ(k)

]
dk. (1.14)

Pour un tel modèle, les propriétés citées dans la sous-section précédente restent valables, exceptée
l’unicité de l’état fondamental ; il est en effet montré par Hiroshima et Spohn dans [110] et Loss, Miyao
et Spohn dans [137] que la multiplicité de la valeur propre Eα = inf spec(Hα) est égale à 2 si le spin de
l’électron est pris en compte (toujours en supposant que e0 = inf spec(Hel) est de multiplicité 1).
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1-3 Modèle de Nelson

1-3.1 Définition

Le modèle de Nelson décrit un champ de bosons scalaires (par abus de langage, on les appellera
parfois photons) interagissant avec une particule quantique non relativiste, disons un électron. Les prin-
cipales différences avec le modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste sont les
suivantes : l’espace de Hilbert pour le champ de bosons est l’espace de Fock construit à partir de L2(R3),

Hf = Γs(L2(R3)),

et l’énergie du champ de bosons libre est

Hf = dΓ(ω), ω(k) = |k|.

L’électron est toujours associé à l’espace de HilbertHel = L2(R3) et au hamiltonien

Hel =
p2

el

2mel
+ V (xel).

Le couplage entre l’électron et le champ de bosons, décrit par un opérateur de champ Φ(h(xel)), est
linéaire en les opérateurs de création et d’annihilation. On obtient ainsi le hamiltonien de Nelson agissant
dansH = Hel ⊗Hf et défini par

Hg = Hel +Hf + gΦ(h(xel)), (1.15)

où g ∈ R est une constante de couplage. On supposera que, pour tout x ∈ R3, la fonction de couplage
h(x) ∈ L2(R3,dk) est donnée par

h(x, k) = χΛ(k)|k|µeik·x. (1.16)

Comme précédemment, χΛ est une fonction de troncature ultraviolette. On supposera toujours que le
paramètre infrarouge µ vérifie µ ≥ −1/2, et selon les problèmes étudiés, on sera amené à imposer
certaines restrictions plus contraignantes sur les valeurs admissibles de µ.

1-3.2 Quelques propriétés

Sous une hypothèse suffisante de régularité infrarouge (c’est-à-dire pour des valeurs du paramètre
µ dans (1.16) suffisamment grandes, selon les cas µ > −1/2 ou µ ≥ 1/2) les propriétés listées
dans la sous-section 1-2.2 restent valables pour le modèle de Nelson. Mentionnons quelques propriétés
supplémentaires démontrées dans la littérature.

− Absence d’état fondamental. Sans régularisation infrarouge, c’est-à-dire avec µ = −1/2 dans (1.16),
Lörinczi, Minlos et Spohn [138] et Dereziński et Gérard [63] démontrent que le bas du spectre du
hamiltonien de Nelson n’est pas une valeur propre, autrement dit qu’il n’existe pas d’état fondamen-
tal.
Comme établi par Araı̈ [16] et Dereziński et Gérard [63], on peut néanmoins obtenir l’existence d’un
état fondamental pour le modèle de Nelson dans une représentation non-Fock.

− Théorie spectrale pour des valeurs arbitraires de la constante de couplage. Dans [82, 83], Georgescu,
Gérard et Møller développent une extension de la théorie de Mourre permettant d’étudier le spectre
du hamiltonien de Nelson sans condition de petitesse sur la constante de couplage, en supposant
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que l’opérateur Hel est à résolvante compacte (c’est le cas notamment si V (xel) est un potentiel
confinant). La méthode permet d’ailleurs d’étudier une classe plus générale de modèles abstraits de
type Pauli-Fierz.
Les résultats obtenus par Georgescu, Gérard et Møller montrent que le spectre singulier continu est
vide, et que le spectre ponctuel est localement fini. Un principe d’absorption limite fournit également
une propriété de décroissance de l’énergie locale en dehors du spectre ponctuel.

− Théorie de la diffusion. Pour des modèles massifs, la théorie de la diffusion des hamiltoniens de
Pauli-Fierz est développée par Dereziński et Gérard [61] pour des modèles confinants (c’est-à-dire
avec V (xel) potentiel confinant), puis par Fröhlich, Griesemer et Schlein [73] pour des modèles avec
un seuil d’ionisation fini. En particulier la complétude asymptotique est établie pour de tels modèles
massifs.
Le modèle de Nelson non massif, avec potentiel électronique confinant, est considéré par Gérard
[95] qui obtient plusieurs résultats importants, dont une propriété appelée complétude asymptotique
géométrique. Les résultats de [95] montrent par ailleurs que si une estimation de Mourre sur un inter-
valle spectral ∆ avec le générateur des dilatations dans l’espace de Fock comme opérateur conjugué
est vérifiée, alors une version restreinte de la complétude asymptotique est satisfaite dans ∆.
Dans [63], Dereziński et Gérard développent une théorie de la diffusion adaptée à l’étude de modèles
singuliers dans l’infrarouge (typiquement, avec une fonction de couplage de la forme (1.16) avec
µ = −1/2).

1-4 Modèles invariants par translations

1-4.1 L’électron habillé

Si, dans le cadre du modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste, on considère
une particule libre (en interaction avec le champ de radiation quantifié), autrement dit si l’on suppose
que V (xel) = 0 dans (1.4), on obtient alors un système invariant par translations. Mathématiquement,
cela se traduit par le fait que le hamiltonien Hα commute avec l’opérateur d’impulsion total défini par

Ptot = pel + Pph, (1.17)

où Pph est l’opérateur d’impulsion du champ de photon libre, c’est-à-dire

Pph = dΓ(k) =
∑
λ=1,2

∫
R3

ka∗λ(k)aλ(k)dk.

On peut alors décomposer Hα en intégrale directe par rapport au spectre de Ptot : il existe un isomor-
phisme unitaire U tel que

UHαU
∗ =

∫ ⊕
R3

Hα(P )dP,

où pour tout P ∈ R3, Hα(P ) agit dans l’espace de FockHph et a pour expression

Hα(P ) =
1

2mel

(
P − Pph + α

1
2A(0)

)2 +Hph. (1.18)

Le bas du spectre de Hα(P ) sera noté

Eα(P ) = inf spec(Hα(P )).

On peut naturellement procéder de la même façon pour décomposer le hamiltonien de Nelson (1.15)
dans le cas où V (xel) = 0.
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1-4.2 Quelques propriétés

L’étude mathématique des hamiltoniens de type Pauli-Fierz invariants par translations à impulsion
totale fixée est initiée par les travaux de Fröhlich [70, 71]. Plus récemment, plusieurs propriétés impor-
tantes ont pu être établies, nous en rappelons quelques unes ici.

− Radiation de Cerenkov. Pour le système découplé (c’est-à-dire pour α = 0), l’expression de l’énergie
fondamentale en fonction de l’impulsion totale est explicite, et n’est pas difficile à obtenir. Plus
précisément, pour tout P ∈ R3, E0(P ) = P 2/2mel est une valeur propre de H0(P ). Pour |P | ≤
mel, E0(P ) = P 2/2mel coı̈ncide avec l’infimum du spectre de H0(P ), mais pour |P | > mel,
inf spec(H0(P )) = |P | −mel/2. En particulier, la valeur propre P 2/2mel est strictement plongée
dans le spectre essentiel de H0(P ) (voir la figure 1.1). Pour de telles valeurs de l’impulsion totale,
|P | > mel, l’électron peut se propager plus vite que la vitesse de la lumière (radiation de Cerenkov).

Pmel

E  (P)0

FIGURE 1.1 – L’application P 7→ E0(P ) = inf spec(H0(P )) :
si |P | ≤ mel, E0(P ) = P 2/2mel ∈ σpp(H0(P )),
si |P | > mel, E0(P ) = |P | −mel/2 /∈ σpp(H0(P )).

Certains résultats liés à la radiation de Cerenkov pour Hα(P ) sont obtenus par De Roeck, Fröhlich
et Pizzo [54].

− Existence d’un état fondamental. L’existence d’un état fondamental pour Hα(P ) pour de petites
valeurs de α est étudiée par Chen [46] et Chen, Fröhlich et Pizzo [48]. Il est établi que, pour P = 0,
Eα(0) est une valeur propre de Hα(0), mais pour P 6= 0 et α 6= 0 (et |P | strictement plus petit
qu’une certaine valeur critique de l’ordre de mel −O(α1/2)), Eα(P ) n’est pas une valeur propre de
Hα(P ). Pour P 6= 0, Chen et Fröhlich [47] étudient et montrent l’existence d’un état fondamental
dans une représentation différente.
Dans [98], sans restriction sur la constante de couplage, Hasler et Herbst montrent que Hα(P ) n’a
pas d’état fondamental pour toute valeur de P en laquelle l’application P 7→ Eα(P ) est dérivable et
de dérivée non nulle (sachant que l’on peut vérifier facilement que P 7→ Eα(P ) est dérivable presque
partout).

− Masse renormalisée de l’électron. Pour définir la masse renormalisée de l’électron, la difficulté ma-
jeure est de démontrer que l’énergie fondamentale en tant que fonction de l’impulsion totale est une
application régulière. En s’appuyant sur une version adaptée du groupe de renormalisation spectral
introduit dans [25, 26], Bach, Chen, Fröhlich et Sigal [23] et Chen [46] montrent que l’application
P 7→ Eα(P ) est de classe C2 dans {P ∈ R3, |P | ≤ pc}, où pc est une certaine valeur critique que
l’on peut choisir de l’ordre de mel −O(α1/2). Ce résultat est établi de façon différente par Fröhlich
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et Pizzo [79], en affinant la méthode due à Pizzo [152] et développée par Chen, Fröhlich et Pizzo
[48].
L’application P 7→ Eα(P ) ne dépendant que de |P |, les résultas précédents montrent de plus que
(∂2
|P |Eα)(0) 6= 0. Cela permet de définir la masse renormalisée de l’électron en posant

mren =
(
(∂2
|P |Eα)(0)

)−1
.

1-4.3 L’atome d’hydrogène mobile

De la même façon que pour l’électron habillé, on peut étudier des atomes ou des molécules en mou-
vement. Considérons par exemple l’atome d’hydrogène dans le cadre du modèle standard de l’électro-
dynamique quantique non relativiste. Si le noyau est traité, comme l’électron, comme une particule
quantique mobile, et en tenant compte des degrés de liberté liés à son spin, l’espace de Hilbert du modèle
est

Hat = L2(R6; C4).

Après le changement d’échelle (1.10), le hamiltonien de l’atome d’hydrogène devient

Hα =
1

2mel

(
pel − α

3
2A(αxel)

)2 +
1

2mn

(
pn + α

3
2A(αxn)

)2
− α

3
2

2mel
σel ·B(αxel) +

α
3
2

2mn
σn ·B(αxn) +Hph −

1
|xel − xn|

. (1.19)

Comme pour l’électron, on utilise les notations xn, pn, mn, σn pour la position, l’impulsion, la masse, et
le triplet des matrices de Pauli associées au spin du noyau. Le système est invariant par translations, ce
qui se traduit par le fait que Hα commute avec l’opérateur d’impulsion totale maintenant donné par

Ptot = pn + pel + Pph. (1.20)

De la même façon que pour l’électron libre, on peut décomposer Hα en intégrale directe par rapport au
spectre de Ptot,

UHαU
∗ =

∫ ⊕
R3

Hα(P )dP,

où pour tout P ∈ R3, Hα(P ) agit dans l’espace de Hilbert L2(R3, dr; C4)⊗Hph et a pour expression

Hα(P ) =
1

2mel

(mel

M
(P − Pph) + pr − α

3
2A(

mel

M
αr)
)2

+
1

2mn

(mn

M
(P − Pph)− pr + α

3
2A(−mn

M
αr)
)2

− 1
|r|

+Hph −
α

3
2

2mel
σel ·B(

mel

M
αr) +

α
3
2

2mn
σn ·B(−mn

M
αr).

Ici r représente la position relative de l’atome (r = xn − xel), pr = −i∇r est l’opérateur impulsion
associé, et M = mel +mn.

Notons que des modèles représentant des systèmes atomiques libres et interagissant avec le champ de
photons ont été étudiés notamment dans [9, 136, 74, 98]. Dans [9], Amour, Grébert et Guillot montrent
l’existence d’un état fondamental pour Hα(P ) dans le cas d’atomes neutres et pour de petites valeurs
de la constante de couplage. Loss, Miyao et Spohn [136] obtiennent un résultat similaire sans restriction
sur la constante de couplage, pour des particules chargées sans spin. Hasler et Herbst [98], dans le cas
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d’un ion chargé positivement, montrent queHα(P ) n’a pas d’état fondamental pour toute valeur de P en
laquelle l’application P 7→ Eα(P ) est dérivable et de dérivée non nulle. Enfin, dans [74], Fröhlich, Grie-
semer et Schlein étudient la théorie de la diffusion pour un atome, en imposant une troncature infrarouge
dans le hamiltonien d’interaction.

1-5 Organisation de la première partie

Dans le chapitre 2, nous décrivons les articles [iii], [ix] et [xiii] concernant l’étude du bas du spectre
de différents modèles de QED non relativiste. Le chapitre 3 décrit des résultats abstraits obtenus dans
[vii] et [viii], sur la théorie des perturbations au second ordre de valeurs propres plongées dans le spectre
essentiel, avec application au modèle de Nelson pour un couplage arbitraire. Le chapitre 4 correspond
aux résultats de [v] sur la théorie des résonances pour le modèle de Nelson ou le modèle standard de la
QED non relativiste. Dans le chapitre 5, nous expliquons l’article [xvi], où une dynamique effective est
déterminée pour le modèle standard de la QED non relativiste avec un potentiel extérieur variant lente-
ment. Le chapitre 6 décrit les résultats obtenus dans [x], [xi] et [xii] concernant l’analyse du spectre et
de la décroissance de l’énergie locale à basses énergies pour différents modèles de théorie quantique des
champs. Enfin, dans le chapitre 7, nous décrivons les résultats des articles [xiv] et [xvii] qui s’inscrivent
dans le cadre de la théorie de la diffusion pour des modèles de type Pauli-Fierz.

D’une manière générale, dans chaque section, après avoir introduit le contexte de notre étude, nous
énonçons nos résultats principaux ; divers commentaires sont ensuite formulés sous forme de remarques,
puis nous concluons en comparant nos résultats à la littérature, et en donnant quelques éléments de
preuve.



Chapitre 2

Etats fondamentaux

Dans ce chapitre, on s’intéresse aux propriétés des états fondamentaux de modèles d’électrodynami-
que quantique non relativiste.

Le modèle étudié dans la première section est un exemple de système pour lequel il n’existe pas d’état
fondamental dans l’espace de Fock. Plus précisément, pour un électron non relativiste interagissant à
la fois avec le champ de photons et avec un champ magnétique classique extérieur, on identifie une
condition nécessaire et suffisante de l’existence d’un état fondamental pour l’opérateur de Hamilton
associé au modèle. On montre ensuite que le hamiltonien renormalisé, écrit dans une représentation non
Fock des relations canoniques de commutation, possède un état fondamental.

La seconde section est une description mathématique d’un phénomène bien connu en physique
théorique, le splitting hyperfin de l’état fondamental de l’hydrogène. Considérant un atome d’hydrogène
mobile et non relativiste, on montre que l’interaction entre les spins du proton et de l’électron, véhiculée
par le champ de radiation quantifié, induit un “éclatement” de la valeur propre située au bas du spectre
d’énergie. On obtient alors l’unicité de l’état fondamental.

2-1 L’électron habillé dans un champ magnétique : existence et non exis-
tence d’un état fondamental

Cette section décrit les résultats obtenus en collaboration avec L. Amour, B. Grébert et J.-C. Guillot
dans les travaux [iii]a)–[iii]b). Etant donné un système physique modélisé par un certain hamiltonien,
l’existence d’un état fondamental justifie dans un certain sens la stabilité du système. Pour des modèles
de théorie quantique des champs, il est bien connu qu’au-delà d’une certaine singularité infrarouge, il
n’existe pas d’état fondamental dans l’espace de Fock. En revanche, l’écriture du hamiltonien dans une
autre représentation, non unitairement équivalente à la représentation Fock, peut permettre d’obtenir
l’existence d’un état fondamental. Nous étudions un exemple d’un tel phénomène dans cette section.

Décrivons plus précisément le modèle étudié. Nous considérons un électron non relativiste interagis-
sant avec un champ magnétique classique extérieur pointant dans la direction x3. L’électron interagit par
ailleurs avec le champ électromagnétique quantifié en jauge de Coulomb. Comme décrit dans le chapitre
1, l’espace de Hilbert pour l’électron, incluant les degrés de liberté spinoriels, est Hel = L2(R3; C2).
L’espace de Hilbert pour le champ de photons est l’espace de Fock symétriqueHph donné dans (1.2). Le
système que l’on considère est associé à l’opérateur hamiltonien de Pauli Hg agissant dans Hel ⊗Hph,
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défini par

Hg =
1

2mel

(
pel − α

1
2a(x′el)− gA(xel)

)2
− α

1
2

2mel
σel

3 b(x
′
el)−

g

2mel
σel ·B(xel)

+ V (x′el) +Hph. (2.1)

Dans ce modèle, on a remplacé la charge e = α
1
2 de l’électron par une constante de couplage notée g

dans les termes contenant le champ électromagnétique quantifié, et les paramètres α et g sont maintenant
considérés comme étant indépendants ; nous allons en effet traiter l’interaction entre l’électron et le
champ de radiation de manière perturbative.

La variable x′el est définie par x′el = (xel,1, xel,2) et V (x′el) est un potentiel électrique. Le champ
magnétique classique est de la forme (0, 0, b(x′el)), où

b(x′el) =
∂a2

∂xel,1
(x′el)−

∂a1

∂xel,2
(x′el),

et a(x′el) est un potentiel vecteur.

Comme dans la section 1-4, l’opérateur Hg est invariant par translation. Ici, l’invariance par transla-
tion n’existe que dans la direction xel,3, c’est-à-dire que Hg commute avec la troisième composante de
l’opérateur d’impulsion totale (voir (1.20)),

Ptot,3 = pel,3 + dΓ(k3),

où dΓ(k3) est la seconde quantification de l’opérateur de multiplication par k3 ∈ R. AussiHg admet une
décomposition en intégrale directe par rapport au spectre de Ptot,3, c’est-à-dire qu’il existe un opérateur
unitaire U tel que

UHgU
∗ =

∫ ⊕
R
Hg(P3)dP3,

Pour tout P3 ∈ R, l’opérateur Hg(P3) agit dans l’espace de Hilbert H = L2(R2; C2) ⊗ Hph, et (voir
[10])

Hg(P3) =
1

2mel

∑
j=1,2

(
pj − α

1
2aj(x′el)− gAj(x′el, 0)

)2
+

1
2mel

(
P3 − dΓ(k3)− gA3(x′el, 0)

)2

− α
1
2

2mel
σel

3 b(x
′
el)−

g

2mel
σel ·B(x′el, 0) + V (x′el) +Hph.

Soient

h(b, V ) =
∑
j=1,2

1
2mel

(pj − α
1
2aj(x′el))

2 − α
1
2

2mel
σel

3 b(x
′
el) + V (x′el),

et e0 = inf spec(h(b, V )). Nous supposons que b et V sont choisis de telle façon que e0 est une valeur
propre isolée et de multiplicité 1 (nous renvoyons à [21, 122, 154, 167] pour des choix possibles de
couples (b, V ) satisfaisant cette propriété). Posons également e1 = inf[spec(h(b, V )) \ {e0}].

SoitHg,σ(P3) l’opérateur obtenu en introduisant dansHg(P3) une troncature infrarouge, c’est-à-dire
en remplaçant l’intégrale sur R3 définissant A(x) dans (1.5) par l’intégrale sur {k ∈ R3, |k| ≥ σ}. Il
est établi dans [10] que, pour g et P3 suffisamment petits, et pour tout σ ≥ 0, Hg,σ(P3) est auto-adjoint
et semi-borné inférieurement. Nous notons Eg,σ(P3) = inf spec(Hg,σ(P3)) l’infimum du spectre de
Hg,σ(P3) pour σ > 0, et Eg(P3) = inf spec(Hg(P3)) pour σ = 0.
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D’après [10], pour tout σ > 0, Hg,σ(P3) possède un unique état fondamental. On note Φg,σ(P3) un
vecteur propre normalisé associé à Eg,σ(P3)

Pour h ∈ L2(R3 × {1, 2}), l’opérateur de Weyl W (h) est défini par l’expression

W (h) = eiΦ(h).

Soit f : R3 × {1, 2} → C la fonction définie par

f(k, λ) =
g

2mel

χΛ(k)ελ3(k)
k3|k|1/2

Eg(P3 − k3)− Eg(P3)
Eg(P3 − k3)− Eg(P3) + |k|

.

Si Eg(·) est de classe C1+α avec α > 0 au voisinage de P3, alors f ∈ L2(R3 × {1, 2}) si et seulement
si E′g(P3) = 0 (on utilise, pour le vérifier, le fait que pour g et P3 suffisamment petits,

Eg(P3 − k3)− Eg(P3) ≥ −3|k|/4,

voir [10, Lemma 4.3]). Introduisons alors, de la même façon que dans [16], un opérateur “renormalisé”
Hren
g (P3) à partir de l’expression formelle Hren

g (P3) = W (if)Hg(P3)W (if)∗. Nous obtenons (voir par
exemple [61]) :

Hren
g (P3) =

1
2mel

∑
j=1,2

(
pj − α

1
2aj(x′el)− gAj(x′el, 0) + gRe〈hAj (x′el), f〉

)2

+
1

2mel

(
P3 − dΓ(k3) + Φ(k3f) +

1
2

(k3f, f)− gA3(x′el, 0) + gRe〈hA3 (x′el), f〉
)2

− α
1
2

2mel
σel

3 b(x
′
el)−

g

2mel
σel ·B(x′el, 0) + V (x′el) +Hph − Φ(|k|f)− 1

2
〈|k|f, f〉,

où, rappelons-le, Aj(x′el, 0) = Φ(hAj (x′el)). La notation 〈·, ·〉 désigne ici le produit scalaire dans l’espace
de Hilbert L2(R3 × {1, 2}).

Remarquons que Hren
g (P3) est unitairement équivalent à Hg(P3) si et seulement si f appartient à

L2(R3 × {1, 2}). Notre principal résultat est alors :

Théorème 2.1 Il existe gc > 0 et pc > 0 tels que pour tous 0 < |g| ≤ gc et 0 < |P3| ≤ pc,
(i) Hg(P3) possède un état fondamental si et seulement si E′g(P3) = 0.
(ii) Hren

g (P3) possède un état fondamental.

Remarque 2.2
1. La preuve du théorème 2.1 s’adapte au cas des atomes et des ions (voir [9]), en remplaçant la
condition E′g(P3) = 0 dans (i) par Q∇Eg(P ) = 0, où Q représente la charge totale du système
atomique. Le cas des atomes,Q = 0, est traité dans [9]. Pour toute valeur de la constante de couplage,
l’existence d’un état fondamental pour Q = 0 est également obtenue dans [136], en adaptant la
méthode de [91], mais sous l’hypothèse Eg(P ) ≥ Eg(0) qui, jusqu’à maintenant, n’a pas pu être
vérifiée pour une valeur quelconque de g. Dans [98], les auteurs montrent l’absence d’état fondamental
pour Hg(P ) dans le cas Q < 0, en supposant que ∇Eg(P ) est différent de 0. Ainsi, par rapport à ces
résultats, la méthode que nous employons permet en plus d’obtenir l’existence d’un état fondamental
pour Hren

g (P ) et pour Hg(P ) lorsque∇Eg(P ) = 0.
2. SiE′g(P3) 6= 0, (ii) fournit l’existence d’un état fondamental dans une représentation non équivalente
à la représentation Fock des relations canoniques de commutation, comme dans le cas du modèle de
Nelson (pour un système atomique non invariant par translation, voir [16, 63, 150]).
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Un des points centraux de l’approche suivie pour démontrer le théorème 2.1, basée notamment sur
des arguments développés dans [63], est la décomposition du hamiltonien d’interaction en une partie
scalaire singulière et une partie régulière. Due en particulier au fait que le modèle considéré est invariant
par translation, la difficulté principale est d’identifier une bonne décomposition du hamiltonien d’interac-
tion, et de montrer que la partie “régulière” l’est effectivement. Pour ce faire, nous nous appuyons sur la
régularité de l’énergie fondamentale par rapport à l’impulsion totale, et nous combinons cette propriété
avec la formule de Feynman-Hellmann. Nous verrons d’ailleurs que l’association de ces deux propriétés
trouve des applications dans d’autres contextes, voir les chapitres 5 et 6.

La propriété de régularité de l’application P3 7→ Eg(P3) que nous utilisons dans notre preuve du
théorème 2.1 est énoncée dans la proposition suivante :

Proposition 2.3 Il existe gc > 0 et pc > 0 tels que pour tous 0 < |g| ≤ gc, P3, k3 ∈ R tels que
|P3| ≤ pc, |P3 + k3| ≤ pc, 0 ≤ σ ≤ (e1 − e0)/2, et δ > 0,∣∣E′g,σ(P3 + k3)− E′g,σ(P3)

∣∣ ≤ Cδ|k3|
1
4
−δ, (2.2)

où Cδ > 0 est une constante dépendant de δ (mais ne dépendant pas de σ).

Remarquons qu’une propriété de régularité similaire dans le cas d’un électron libre interagissant avec
le champ électromagnétique quantifié (voir (1.18)) est obtenue dans [46, 48, 79]. Notons par ailleurs
que, pour ce modèle où un seul électron est considéré, Hg(P ) ne contient pas de partie électronique
h(b, V ) ce qui, dans une certaine mesure, simplifie l’étude par rapport au modèle envisagé ici. Dans [46],
le caractère C2 de l’application P 7→ Eg(P ) = inf spec(Hg(P )) est obtenu à partir d’une méthode
basée sur l’utilisation du groupe de renormalisation spectral de Bach, Fröhlich et Sigal (voir aussi [23]).
L’auteur montre de plus que ∇E(P ) = 0 si et seulement si P = 0. Dans [48], à partir du travail
antérieur de Pizzo [152] sur le modèle de Nelson, il est établi que P 7→ Eg(P ) est de classe C1+δ pour
tout 0 ≤ δ < 1/4. Nous avons pu adapter cette dernière méthode à notre modèle.

L’inégalité (2.2) est utilisée à la fois dans la preuve du point (i) du théorème 2.1 et dans celle de (ii).
Plus précisément, nous utilisons (2.2) avec σ = 0 afin d’obtenir l’absence d’état fondamental de Hg(P3)
lorsque E′g(P3) 6= 0 : nous basant sur [63, Lemma 2.6], nous obtenons une contradiction en supposant
l’existence d’un état fondamental Φg(P3), grâce à la propriété

(k, λ) 7→
∥∥∥[aλ(k)− f(k, λ)]Φg(P3)

∥∥∥ ∈ L2(R3 × {1, 2}).

Un des points clés de la preuve, qui semble être un argument nouveau, repose sur la formule de Feynman-
Hellmann combinée avec la proposition 2.3. Cela nous permet de montrer que∥∥(Hg,σ(P3 − k3)− Eg,σ(P3 − k3)

)1/2Φg,σ(P3)
∥∥ = O(|k3|

1+δ
2 ).

Il s’avère que cet argument, ou une version similaire, trouve des applications dans d’autres contextes ; il
est ainsi réutilisé dans [xvi] (voir le chapitre 6) et [xi] (voir le chapitre 5).

L’existence d’un état fondamental pour Hren
g (P3), ou pour Hg(P3) lorsque E′(P3) = 0, s’obtient

quant à elle de la même façon que dans [10], en utilisant de plus (2.2) avec σ > 0 pour contrôler le
nombre de photons dans l’état fondamental de Hg,σ(P3).

2-2 L’atome d’hydrogène habillé : splitting hyperfin et unicité de l’état
fondamental

Nous décrivons dans ce chapitre les résultats obtenus en collaboration avec L. Amour dans [ix] et
[xiii]. L’étude concerne l’analyse spectrale du hamiltonien associé à un atome d’hydrogène mobile en
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électrodynamique quantique non relativiste, et l’objectif est de justifier, dans ce contexte, le splitting
hyperfin de l’état fondamental. Commençons par rappeler brièvement ce phénomène dans le cas où l’in-
teraction avec le champ de radiation n’est pas prise en compte (pour plus de détails, on pourra consulter
par exemple [14, 50, 121, 143]).

Un système hydrogénoı̈de neutre, composé d’un électron de spin 1
2 et d’un noyau de spin 1

2 , peut être
décrit par le hamiltonien de Pauli agissant dans L2(R6; C4) et donné par l’expression

HPa =
1

2mel
(pel − α

1
2An(xel))2 − α

1
2

2mel
σel ·Bn(xel)

+
1

2mn
(pn + α

1
2Ael(xn))2 +

α
1
2

2mn
σn ·Bel(xn)− α

|xel − xn|
.

Les notations x#, p#, m#, σ# ont été introduites dans le chapitre 1. L’opérateur An(xel) désigne le
potentiel vecteur du champ électromagnétique engendré par le noyau et vu par l’électron, que l’on peut
écrire sous la formeAn(xel) = Cα1/2(σn∧(xel−xn))/(mn|xel−xn|3), où C est une constante positive.
Le vecteur Ael(xn) est défini de la même façon, et Bn(xel) = ipel ∧An(xel), Bel(xn) = ipn ∧Ael(xn).

Le hamiltonien HPa peut s’obtenir comme limite non relativiste du hamiltonien de Dirac. Il permet
de justifier la structure hyperfine de l’état fondamental de l’hydrogène. Plus précisément, notons HPa(0)
l’opérateur obtenu dans le cas où l’impulsion totale de l’atome est égale à 0. Alors HPa(0) agit dans
L2(R3; C4) et peut être décomposé en une somme de 4 termes, HPa(0) = H0 + H1 + H2 + H3, avec
H0 = p2

r/(2µ) − α/|r| (µ désigne la masse réduite de l’atome, et pr = −i∇r), H1 est l’interaction
orbitale, H2 est l’interaction spin-orbite, et H3 est l’interaction spin-spin (voir par exemple [14, Chapitre
4] et [3] pour plus de détails). Observons que H0 possède un état fondamental de multiplicité 4. Les
termes de corrections, H1, H2 et H3 induisent un déplacement de l’énergie fondamentale. De plus, due à
l’interaction spin-spin, la valeur propre fondamentale se scinde en 2 parties : une valeur propre associée
à un état fondamental non dégénéré, et une valeur propre de multiplicité 3. C’est ce phénomène que l’on
appelle splitting hyperfin de l’état fondamental de l’hydrogène. Cela permet notamment d’expliquer la
fameuse raie à 21-cm observée dans le spectre lumineux de l’hydrogène.

On souhaite ici comprendre le phénomène de splitting hyperfin dans le contexte de l’électrodynami-
que quantique non relativiste. Autrement dit, on étudie le hamiltonien défini par l’équation (1.19). On
procède à la décomposition en intégrale directe décrite dans le paragraphe correspondant ; on arrive alors
à l’opérateur Hg(P ) agissant dans

Hfib = C4 ⊗ L2(R3,dr)⊗Hph,

et donné par l’expression

Hg(P ) =
1

2mel

(mel

M
(P − Pph) + pr − gA(

mel

M
g

2
3 r)
)2

+
1

2mn

(mn

M
(P − Pph)− pr + gA(−mn

M
g

2
3 r)
)2

− 1
|r|

+Hph −
g

2mel
σel ·B(

mel

M
g

2
3 r) +

g

2mn
σn ·B(−mn

M
g

2
3 r),

oùM = mel +mn. Pour désigner la constante de couplage, que l’on supposera suffisamment petite, on a
posé g = α

3
2 . On choisit, pour fixer les idées, la fonction de troncature ultraviolette apparaissant dans les

expressions de A(·) et B(·) (voir (1.5) et (1.14)) de la forme explicite χΛ(k) = 1|k|≤Λ(k). De même, les
vecteurs de polarisation ελ(k) sont choisis de la forme explicite (1.8) L’énergie fondamentale est notée

Eg(P ) = inf spec(Hg(P )).
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Dans [9], en utilisant notamment des techniques de [25, 91, 103], il est établi que pour g et P
suffisamment petits, Eg(P ) est une valeur propre de Hg(P ), c’est-à-dire que Hg(P ) possède un état
fondamental. Mentionnons étalement [136] où l’existence d’un état fondamental pour Hg(P ) est ob-
tenue pour des valeurs arbitraires de g, sous l’hypothèse Eg(0) ≤ Eg(P ). De plus, en utilisant un
argument de [107], il est établi dans [9] que la multiplicité de Eg(P ) est inférieure à la multiplicité de
E0(P ) = inf spec(H0(P )), où H0(P ) = Hg=0(P ) est l’opérateur non perturbé. En d’autres termes,

(0 <) dim Ker (Hg(P )− Eg(P )) ≤ dim Ker (H0(P )− E0(P ))(= 4). (2.3)

La multiplicité de Eg(P ) dépend bien sûr de la valeur des spins de l’électron et du noyau. Si les
spins de l’électron et du noyau sont tous deux égaux à 0, E0(P ) est non dégénérée, et c’est donc aussi le
cas pour Eg(P ) d’après (2.3). Si le spin de l’électron est égal à 1

2 et le spin du noyau est égal à 0, alors
E0(P ) est de multiplicité 2. En utilisant le théorème de dégénérescence de Kramer (voir [137]), on peut
montrer que la multiplicité de Eg(P ) est paire ; elle est donc elle aussi égale à 2 d’après (2.3).

Revenons au cas qui nous intéresse. Notre principal résultat est le suivant.

Théorème 2.4 Il existe gc > 0 et pc > 0 tels que, pour tous 0 < g ≤ gc et 0 ≤ |P | ≤ pc,

Eg(P ) = inf spec(Hg(P )) est une valeur propre non dégénérée de Hg(P ).

Remarque 2.5
1. La valeur critique pc peut être choisie égale à M − ε, avec M = mn + mel, en autorisant gc à
dépendre de ε. Pour des valeurs de |P | supérieures à la masse totale M , en revanche, on s’attend à ce
que Eg(P ) ne soit pas une valeur propre (en raison de la radiation de Cerenkov).

2. Le théorème 2.4 est établi dans l’article [xiii]. Dans [ix], en raisonnant par l’absurde, et à l’aide d’un
argument basé sur une utilisation de l’application Feshbach-Schur, on montre le résultat plus faible
dim Ker (Hg(P )−Eg(P )) < 4. Certains lemmes intermédiaires de [ix] sont d’ailleurs réutilisés dans
[xiii].

3. A côté de cet état fondamental unique, on s’attend à la présence de 3 résonances de parties réelles
légèrement plus grandes que Eg(P ), et de parties imaginaires très petites. Démontrer l’existence de
telles résonances permettrait d’expliquer la raie à 21-cm du spectre de l’hydrogène par la théorie de
l’électrodynamique quantique non relativiste..

4. L’approche suivie pour démontrer le théorème 2.4 s’adapte facilement à d’autres cas, par exemple le
modèle de l’atome d’hydrogène confiné par son centre de masse utilisé pour justifier l’effet Lamb-Dicke
(voir les articles [i] et [ii]).

Les principaux ingrédients utilisés dans la preuve du théorème 2.4 sont une décomposition infrarouge
de l’espace de Fock, combinée à une théorie de perturbations appliquée de manière itérative. L’introduc-
tion d’une troncature infrarouge dans le hamiltonien d’interaction est une étape standard dans l’analyse
de modèles de QED non relativiste [70, 71]. L’idée de considérer une suite de hamiltoniens avec une tron-
cature infrarouge de plus en plus petite, et de les comparer itérativement en utilisant la théorie des per-
turbations est due à Pizzo [152]. Cette idée a ensuite été appliquée dans différents contextes [24, 32, 48],
voir aussi les sections 2-1 et 6-2.

Dans les articles précédemment cités, la méthode employée pour établir l’existence d’un état fon-
damental est la suivante : notons H le hamiltonien du modèle considéré, et Hσ le hamiltonien avec
troncature infrarouge de paramètre σ, agissant sur l’espace de Fock des particules ayant une énergie plus
grande que σ. Pour σ très grand, l’interaction disparaı̂t, aussi vérifie-t-on aisément que Hσ possède un
état fondamental unique, séparé du reste du spectre par un gap d’ordre O(σ). Ensuite, en utilisant la
théorie des perturbations, on montre que, si étant donné un certain σ > 0, Hσ vérifie cette propriété
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(unicité de l’état fondamental et gap d’ordre O(σ) au-dessus de l’état fondamental), alors il en est de
même pour Hσ/2. Un raisonnement par récurrence montre alors que Hσ possède un état fondamental Φσ

pour tout σ > 0. Ensuite, pour obtenir l’existence d’un état fondamental pour H , on considère la limite
faible Φ = w- lim Φσj le long d’une sous-suite σj → 0. On observe facilement que HΦ = EΦ, où
E = inf spec(H), et il reste alors à vérifier que Φ 6= 0. Pour ce faire, en utilisant un argument de type
“pull-through”, on montre que 〈Φ, NphΦ〉 � 1 (pourvu que la constante de couplage soit suffisamment
petite), où Nph = dΓ(1) est l’opérateur du nombre de photons. Ceci implique que le produit scalaire de
Φ avec l’état fondamental non perturbé est non nul, et donc que Φ lui-même est non nul.

Ce raisonnement repose en particulier sur le fait que l’état fondamental du hamiltonien non perturbé
est non dégénéré. Dans notre contexte, la multiplicité de l’état fondamental non perturbé est égale à 4 et
la méthode ne peut donc pas s’appliquer directement. De manière un peu plus précise, notons Hg,σ(P )
l’opérateur obtenu à partir de Hg(P ) en introduisant une troncature infrarouge 1|k|≥σ dans les expres-
sions de A(·) et B(·) puis en restreignant l’opérateur obtenu à l’espace

Hfib,≥σ = C4 ⊗ L2(R3,dr)⊗Hph,≥σ,

où Hph,≥σ = Γs(L2({k ∈ R3, |k| ≥ σ} × {1, 2}). Notons aussi Eg,σ(P ) = inf spec(Hg,σ(P )). Bien
sûr, pour σ ≥ Λ, on a Hg,σ(P ) = H0,σ(P ) et donc le spectre de Hg,σ(P ) est explicite : il se compose
de la valeur propre Eg,σ(P ) (de multiplicité 4), et de la demi-droite de spectre absolument continu
[Eg,σ(P ) + Cσ,+∞[ où C est une certaine constante positive (voir la figure 2.1).

Cσ

.................
.........

� -

Eg,σ(P )
.................

.........

FIGURE 2.1 – Spectre de Hg,σ(P ) pour σ ≥ Λ

On souhaite alors commencer la théorie des perturbations itérativement, en étudiant Hg,σ/2 comme
perturbation de Hg,σ. Toutefois, par rapport aux modèles étudiés précédemment dans la littérature, la
difficulté principale que l’on rencontre vient du fait que, lorsque σ devient strictement plus petit que
Λ, Eg,σ(P ) se scinde en 4 valeurs propres généralement distinctes. En particulier, pour des valeurs de σ
telles que g2 � σ < Λ, la distance deEg,σ(P ) au reste du spectre deHg,σ(P ) est négligeable par rapport
à σ. Il nous faut ainsi choisir comme hamiltonien initial du procédé itératif de perturbations l’opérateur
Hg,σ(P ) avec σ de la forme σ = Cg2 (et non plus σ ≥ Λ) où C est une constante positive à déterminer.
Pour une telle valeur du paramètre de troncature infrarouge, le hamiltonien d’interaction dans Hg,σ(P )
est du même ordre que la distance de Eg,σ(P ) au reste du spectre, et on ne peut donc pas appliquer
directement la théorie analytique des perturbations de Kato pour des valeurs propres isolées. On s’appuie
à la place sur une théorie des perturbations au second ordre en utilisant l’application Feshbach-Schur.

L’application Feshbach-Schur est un outil naturel pour étudier la perturbation au second ordre de
valeurs propres éventuellement plongées dans le spectre essentiel. Dans le cadre de la QED non rela-
tiviste, les opérateurs de Feshbach-Schur ont été introduits et étudiés dans [25, 26], puis de façon plus
approfondie dans [22, 90].

Dans notre approche, nous combinons, semble-t-il pour la première fois, l’application Feshbach-
Schur avec le principe du min-max. Cela nous permet de montrer que le spectre de Hg,σ(P ) est de la
forme représentée dans la figure 2.2 : le bas du spectre Eg,σ(P ) est une valeur propre isolée séparée par
une distance d’ordre g2 de 3 autres valeurs propres et d’une demi-droite de spectre essentiel.

Le reste de la preuve reprend, en les affinant quelque peu, des idées de [24, 152] et de la section 2-1.
On prouve que si l’état fondamental de Hg,σ(P ) est unique et séparé du reste du spectre par une distance
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FIGURE 2.2 – Spectre de Hg,σ(P ) pour σ = Cg2, C� 1

supérieure à ησ, alors il en est de même pour Hg,τ (P ), avec τ = κσ et 0 < κ < 1. Cela montre que,
pour des petites valeurs de σ, le spectre de Hg,σ(P ) a la forme décrite dans la figure 2.3 : une valeur
propre non dégénérée Eg,σ(P ) séparée du reste du spectre par une distance supérieure ou égale à ησ
pour un certain η > 0. On conclut alors la preuve en fixant comme il faut les paramètres η et κ.

ησ

.................
.........

� -

Eg,σ(P )
.................

.........

FIGURE 2.3 – Spectre de Hg,σ(P ) pour σ ≤ C′g2, C′ � 1



Chapitre 3

Règle d’or de Fermi

Ce chapitre résume les résultats obtenus en collaboration avec J. S. Møller et E. Skibsted dans les
articles [vii] et [viii]. La question à l’origine de ces travaux est de savoir ce que l’on peut dire du spectre
ponctuel de hamiltoniens de type Pauli-Fierz (par exemple le hamiltonien de Nelson), sans imposer de
condition de faible couplage.

Comme mentionné dans l’introduction, pour de faibles couplages, le spectre des hamiltoniens de
Pauli-Fierz est maintenant relativement bien connu, au moins pour la partie située entre le bas du spectre
(l’énergie fondamentale) et le seuil d’ionisation. Grâce à la théorie de Mourre [28, 64, 85, 166] ou à
la théorie des résonances [25, 163] (voir aussi l’article [ii]), on vérifie en particulier que le critère de
la règle d’or de Fermi est satisfait : si on ajoute une petite perturbation, les valeurs propres excitées du
hamiltonien libre disparaissent. Physiquement, ceci est dû au fait que les états excités d’un atome ou
d’une molécule sont instables (métastables), associés à des résonances plutôt qu’à des valeurs propres.
Nous reviendrons sur cette propriété au chapitre suivant.

Pour des valeurs quelconques de la constante de couplage, à condition que l’interaction soit suf-
fisamment régulière dans l’infrarouge, il est établi qu’un état fondamental existe [91, 94]. Le spectre
ponctuel est donc non vide, mais hormis cette propriété, peu de choses sont connues. Une conséquence
de l’inégalité de Mourre obtenue dans [82, 83] est que le spectre ponctuel est localement fini, c’est-à-dire
que, dans tout intervalle borné, on peut trouver au plus un nombre fini de valeurs propres, chacune étant
de multiplicité finie.

Dans ce chapitre nous allons voir que le spectre ponctuel de hamiltoniens de type Pauli-Fierz,
pour des valeurs quelconques de la constante de couplage, est génériquement réduit au bas du spectre.
“Génériquement” signifie ici que, si pour une interaction donnée, une valeur propre excitée apparaı̂t dans
le spectre de l’opérateur étudié, alors cette valeur propre est instable au sens de la règle d’or de Fermi.
Autrement dit les hamiltoniens de Pauli-Fierz satisfont le critère de la règle d’or de Fermi.

Pour mener à bien notre étude, nous nous plaçons dans le cadre abstrait de la théorie de Mourre.
Nous qualifions de “régulière” la théorie de Mourre pour laquelle les commutateurs itérés entre H (le
hamiltonien) etA (l’opérateur conjugué), en particulier le premier commutateur [H,A], sont contrôlables
par les résolvantes de H . Voir [4, 13, 28, 61, 75, 86, 119, 148]. A l’inverse nous appelons “singulière”
la théorie de Mourre pour laquelle le commutateur [H,A] n’est pas nécessairement contrôlable par le
hamiltonien. Cette situation apparaı̂t notamment dans [64, 82, 83, 85, 146, 166]. La théorie de Mourre
régulière est ainsi un cas particulier de la théorie de Mourre singulière.

Dans la première section, on s’intéresse à la question de la régularité des états propres par rapport
à l’opérateur conjugué A. Dans la seconde section, on établit la validité du critère de la règle d’or de
Fermi pour une classe abstraite de hamiltoniens, sous une hypothèse de régularité des vecteurs propres.
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En combinant les deux parties, on vérifie alors que le critère de la règle d’or de Fermi est satisfait pour
des hamiltoniens de Pauli-Fierz avec des valeurs quelconques de la constante de couplage.

3-1 Régularité des vecteur propres

3-1.1 Cadre abstrait

L’idée centrale de laquelle découlent les résultats de cette section remonte à [68, 69]. Dans [68, 69],
la décroissance exponentielle des fonctions propres d’opérateurs de Schrödinger à N corps est établie.
Ici, nous n’étudions pas la décroissance de fonctions propres dans l’espace des positions, mais plutôt la
décroissance dans la représentation spectrale d’un opérateur auxiliaire A, conjugué à H dans le sens de
Mourre. Soit, plus précisément, H un opérateur auto-adjoint dans un espace de Hilbert et ψ un vecteur
propre de H . On s’intéresse à la question suivante :

Q(k) : Etant donné k ∈ N, sous quelles conditions sur la paire d’opérateurs H et A
peut-on dire que ψ est dans le domaine de Ak ?

C’est une question qui apparaı̂t naturellement dans le contexte de la théorie des perturbations au
second ordre pour des valeurs propres plongées dans le spectre essentiel. En effet, une réponse affirma-
tive à la question Q(k) permet, à l’aide du principe d’absorption limite, de construire puis d’analyser
l’opérateur de règle d’or de Fermi. Dans [119], en reprenant de façon abstraite l’approche de [4], le
critère de la règle d’or de Fermi est formulé puis vérifié sous la condition que les états propres sont dans
le domaine de A2. Voir aussi [28, 64, 146].

Pour des opérateurs de Schrödinger à N corps, l’opérateur conjugué est généralement choisi comme
le générateur des dilatations ; la condition ψ ∈ D(A2) est alors remplie d’après la propriété de décrois-
sance exponentielle de Froese et Herbst. Dans d’autres contextes, en revanche, la question de savoir si
les états propres sont dans le domaine de A2 est non triviale. Les premières réponses à cette question,
dans le cadre de la théorie de Mourre régulière, sont dues à Cattaneo [44, 45].

Décrivons maintenant plus précisément nos résultats. Nous rappelons que, étant donné deux opéra-
teurs auto-adjoints H , A sur un espace de Hilbert séparable H et j ∈ N∗, H est dit de classe Cj(A)
s’il existe z ∈ C \ spec(H) tel que l’application t 7→ eitA(H − z)−1e−itA est de classe Cj(R) pour la
topologie forte de L(H). Rappelons également (voir [13]) que si H ∈ C1(A), l’ensemble D(H)∩D(A)
est dense dans D(H), et la forme [H,A] définit sur le domaine D(H) ∩ D(A) se prolonge à une forme
bornée sur D(H). L’extension correspondante est notée [H,A]0 et est interprétée comme un élément de
B(D(H),D(H)∗). Si [H,A]0 se prolonge par continuité à un élément de B(D(H),H), nous dirons que
H ∈ C1

Mo(A). D’après [81], nous pouvons noter que H ∈ C1
Mo(A) si et seulement si les conditions de

Mourre [148] pour le premier commutateur sont satisfaites.

Nos principales hypothèses sont les suivantes.

Conditions 3.1 Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Soient H , A et N des opérateurs
auto-adjoints dansH et H ′ un opérateur symétrique dansH tels que D(H ′) = D(N) et N ≥ 1. Posons
R(η) = (A− η)−1 pour η ∈ C \ R. On suppose

1. L’opérateur N est de classe C1
Mo(A). Notons N ′ = i[N,A]0.

2. L’opérateur N est de classe C1(H), et il existe 0 < κ ≤ 1
2 tel que

i[N,H]0 ∈ B
(
N−

1
2

+κH, N
1
2
−κH

)
.
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3. Il existe σ > 0 tel que, pour tout η ∈ C satisfaisant |Im η| ≥ σ,

i[H,R(η)] = −R(η)H ′R(η).

au sens des formes sur D(H) ∩ D(N1/2) (on peut vérifier que les opérateurs N−1/2H ′N−1/2 et
N∓1/2R(η)N±1/2 sont bornés si σ est suffisamment grand).

4. Le commutateur i[H ′, A] défini au sens des formes sur D(A) ∩ D(N) se prolonge à un opérateur
H ′′ vérifiant

H ′′ = i[H ′, A]0 ∈ B
(
N−

1
2H, N

1
2H
)
.

Condition 3.2 (Condition du viriel) Il existe des constantes C1,C2,C3 ∈ R telles que

N ≤ C1H + C2H
′ + C31, (3.1)

au sens des formes sur D(H) ∩ D(N1/2).

Condition 3.3 (Condition de Mourre) Pour un certain λ ∈ R, il existe c0 > 0, C4 ∈ R, fλ ∈ C∞0 (R)
vérifiant 0 ≤ fλ ≤ 1 et fλ = 1 dans un voisinage de λ, et un opérateur compact K0 dansH tels que

H ′ ≥ c01− C4f
⊥
λ (H)2〈H〉 −K0, (3.2)

au sens des formes quadratiques sur D(H) ∩ D(N1/2), où l’on a utilisé les notations f⊥λ = 1 − fλ et
〈H〉 = (1 +H2)1/2.

Remarque 3.4
1. On peut vérifier qu’étant donnésH ,A etN , il existe au plus un opérateurH ′ tel que les conditions

3.1 (1), (2), et (3) sont satisfaites.

2. En pratique, on peut utiliser une version plus faible de la condition de Mourre de la forme

H ′ ≥ c01− Re{B(H − λ)} −K0,

où B = B(λ) est un opérateur borné tel que BD(N1/2) ∪B∗D(N1/2) ⊂ D(N1/2).

Théorème 3.5 Supposons que les conditions 3.1, 3.2 et 3.3 soient satisfaites. Soit ψ un état propre,
(H − λ)ψ = 0 (avec λ donné par la condition 3.3), tel que

ψ ∈ D
(
N

1
2
)
. (3.3)

Alors ψ ∈ D(A) et Aψ ∈ D(N1/2).

Si l’on impose des conditions sur les commutateurs entre H et A d’ordres supérieurs, on obtient un
résultat de régularité plus grande.

Condition 3.6 Il existe k0 ∈ N tel que le commutateur i`ad`A(H ′) défini au sens des formes quadratiques
sur D(A) ∩ D(N), ` = 0, . . . , k0, se prolonge à un opérateur

i`ad`A(H ′) ∈ B
(
N−1H,H

)
; ` = 0, . . . , k0 − 1.

ik0adk0
A (H ′) ∈ B

(
N−

1
2H, N

1
2H
)
.

Théorème 3.7 Supposons que les conditions 3.1–3.3 et 3.6 soient satisfaites. Soit ψ un état propre,
(H − λ)ψ = 0 (avec λ donné par la condition 3.3), vérifiant (3.3). Soit k0 donné par la condition 3.6.
Alors ψ ∈ D(Ak0), et pour tout k ∈ {1, . . . , k0}, on a Akψ ∈ D(N1/2).
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En imposant une condition supplémentaire sur le second commutateur entreN etA, on peut améliorer
le résultat du théorème 3.5 de la façon suivante.

Théorème 3.8 Supposons que les conditions 3.1–3.3 soient satisfaites. Supposons de plus qu’il existe
κ1 > 0 tel que le commutateur i[N ′, N ] initialement défini au sens des formes sur D(N) se prolonge à
un opérateur vérifiant

i[N ′, N ] ∈ B
(
N−1H, N1−κ1H

)
. (3.4)

Soit ψ un état propre, (H − λ)ψ = 0 (avec λ donné par la condition 3.3), vérifiant (3.3). Alors ψ ∈
D(N) ∩ D(A), N1/2ψ ∈ D(A) et Aψ ∈ D(N1/2).

Remarque 3.9
1. En imposant des conditions sur des commutateurs entre A et N d’ordres supérieurs, on peut

généraliser le résultat du théorème 3.8 (voir plus précisément le théorème 2.12 dans [vii]).

2. Dans tous les résultats précédents, l’hypothèse N ≥ 1 est faite par commodité ; il suffit en fait de
supposer que N est semi-borné inférieurement.

3. Lorsque H est semi-borné inférieurement, les conditions de la théorie de Mourre régulière sont
un cas particulier du cadre précédent, en choisissant N = H + C ≥ 1. Même si H n’est pas
semi-borné inférieurement, il est d’ailleurs possible d’adapter les preuves pour vérifier que nos
résultats sont toujours valables.

4. Le résultat du théorème 3.7 est optimal par rapport au nombre de commutateurs qu’il est nécessaire
de contrôler. Autrement dit, le résultat est faux si l’on considère un commutateur de moins dans la
condition 3.6. Par rapport à [45], notre méthode requiert le contrôle d’un commutateur de moins.

5. Les preuves des théorèmes 3.5, 3.7 et 3.8 fournissent des estimations explicites. Plus précisément,
si toutes les constantes c0,C1, . . . ,C4 dans (3.1) et (3.2) sont uniformes par rapport à λ dans
un certain intervalle compact I donné, et si toutes les normes d’opérateurs apparaissant dans les
conditions 3.1–3.3 et 3.6 sont aussi uniformes, alors les estimations obtenues sont par exemple de
la forme ∥∥N 1

2Akψ
∥∥ ≤ C

∥∥N 1
2ψ
∥∥,

où C = C(k, I,K0), K0 = K0(λ) est l’opérateur compact donné par (3.2), et k ≤ k0. Dans
le contexte de la théorie des perturbations, I sera typiquement un petit intervalle centré en une
valeur propre non perturbée λ0, et K0 = K0(λ0). Ainsi les constantes obtenues ne dépendront
que de cet intervalle I .

Formellement, en utilisant un développement en commutateurs entre H et des puissances de A,
combinée à la positivité du premier commutateur fournie par l’estimation de Mourre, la preuve de nos
résultats (en particulier le théorème 3.7) s’écrit sans difficulté notable. Néanmoins, pour justifier les
calculs, il est bien entendu nécessaire de mettre en place certaines approximations, par exemple en ap-
proximant les puissances Ak par certaines fonctions bornées de A. Le coeur de la difficulté est alors
de trouver de bonnes approximations permettant d’estimer les termes de restes convenablement, tout en
minimisant le nombre de commutateurs utilisés. Pour l’application à la théorie quantique des champs
qui suit, il est en effet crucial de minimiser le nombre de commutateurs ; et comme mentionné dans la
remarque 3.9 4), le nombre de commutateurs requis pour nos résultats est optimal.

3-1.2 Application : modèle de Nelson non massif

On en vient maintenant à l’application de la théorie présentée dans la sous-section précédente à des
modèles issus de la théorie quantique des champs. Mentionnons que l’on peut également appliquer la
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théorie de la sous-section 3-1.1 au modèle AC-Stark (décrivant N particules chargées dans un champ de
Stark périodique) et obtenir ainsi certains résultats nouveaux dans ce contexte ; nous ne donnons pas les
détails, voir pour plus de précisions la section 1.3 dans [vii].

Nous considérons typiquement le modèle de Nelson de la section 1-3,

Hg = Hel +Hf + gΦ(h(xel)), (3.5)

avec un opérateur électronique Hel = p2
el/(2mel) + V (xel) agissant dans L2(R3). Nous allons supposer

que le potentiel V est confinant, et, plus précisément, que l’hypothèse suivante est satisfaite :

Condition 3.10 V ∈ L2
loc(R3) et il existe c0, c1 et α > 2 tels que V (x) ≥ c0|x|2α − c1.

Nous considérons de plus, pour simplifier et fixer les idées, une fonction de couplage (voir (1.16)) donnée
par

h(x, k) = e−
|k|2

2Λ2 |k|µeik·x. (3.6)

Pour énoncer notre principal théorème concernant le modèle de Nelson confiné, il nous faut également
introduire un opérateur conjugué. Celui que nous considérons est un générateur des translations radiales
dans l’espace de Fock, modifié au voisinage de l’origine (dans l’espace des impulsions) de telle façon
qu’une estimation de Mourre est vérifiable (voir [83]). On considère une fonction d ∈ C∞0 (]0,+∞[)
satisfaisant

d(ω) = 1 si ω ≥ 1, −Cd
d(ω)
ω
≤ d′(ω) < 0 si 0 < ω < 1, lim

ω→0+
d(ω) = +∞,

pour une certaine constante Cd > 0, et

∀ω ∈]0, 1], d(ω) ≤ C′d ω
− 1

2 ,

pour une certaine constante C′d > 0. Ensuite, soit χ ∈ C∞0 (R) telle que 0 ≤ χ ≤ 1, χ(ω) = 1 pour
|ω| < 1/2, et χ(ω) = 0 pour |ω| > 1. Etant donné un paramètre δ tel que 0 < δ ≤ 1/2, on considère
alors la fonction sδ de ]0,+∞[ dans R donnée par

sδ(ω) = χ(ω/δ)d(δ)ω−1 + (1− χ)(ω/δ)d(ω)ω−1.

A partir de cette fonction, on construit le champ de vecteurs ~sδ(k) = sδ(|k|)k, égal à k/|k| pour |k| > 1
et à d(δ)k/|k| pour |k| < δ/2. Sur l’espace à une particule, notre opérateur conjugué est donné par

aδ =
1
2

(~sδ · i∇k + i∇k · ~sδ).

Cet opérateur est symétrique et fermable sur le domaine {f ∈ C∞0 (R3), f(0) = 0}. Sa fermeture,
représentée par le même symbole, est un opérateur symétrique maximal mais non auto-adjoint. L’opéra-
teur conjugué utilisé pour notre étude est alors la seconde quantification de aδ,

Aδ = 1Hel
⊗ dΓ(aδ),

qui est également un opérateur symétrique maximal.

Sous sa forme la plus simple, notre principal résultat concernant le modèle de Nelson est alors le
suivant :
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Théorème 3.11 Supposons que la condition 3.10 est satisfaite et que la fonction de couplage est donnée
par l’expression (3.6), avec µ > 1/2. Soit λ0 ∈ R. Il existe 0 < δ ≤ 1/2, r > 0 et C > 0 tels que pour
tout g ∈ R, avec |g − g0| ≤ r, et λ ∈ specpp(Hg)∩]−∞, λ0] on a

1{λ}(Hg) : H → D
(
N

1
2

phAδ
)
∩ D

(
AδN

1
2

ph

)
∩ D

(
Nph

)
,

et ∥∥N 1
2

phAδ1{λ}(Hg)
∥∥+

∥∥AδN 1
2

ph1{λ}(Hg)
∥∥+

∥∥Nph1{λ}(Hg)
∥∥ ≤ C,

où Nph = dΓ(1).

Remarque 3.12

1. Ce théorème est valable pour une classe de modèles de type Pauli-Fierz confinants contenant
comme cas particulier le modèle de Nelson donné ici (voir la section 5 dans l’article [vii]). De
même, on peut considérer des perturbations de la fonction de couplage initiale par des éléments
d’un certain espace de Banach de fonctions (autrement dit ce n’est pas seulement la constante de
couplage qui varie, mais la fonction de couplage elle-même).

2. Grâce à l’hypothèse de confinement 3.10, on peut utiliser la transformation de Pauli-Fierz (ou
transformation de Power-Zienau-Wooley, voir [83, Section 1] ou la section 1 dans [vii]) pour
améliorer le comportement infrarouge de l’interaction. Pour le hamiltonien transformé, on peut
alors énoncer un théorème similaire avec la condition plus faible µ > −1/2.

3. L’énoncé du théorème peut aussi être légèrement amélioré de la façon suivante : pour tout δ
suffisamment petit, il existe r > 0 et C tels que la conclusion du théorème est vérifiée. L’énoncé
plus haut est suffisant pour le problème qui nous intéresse.

4. Le domaine de aδ ne dépend pas de δ et est égal au domaine du générateur des translations
radiales dans L2(R3). En revanche, après seconde quantification, le domaine de Aδ pourrait
dépendre de δ, d’où la formulation du théorème en termes de δ. Rappelons que le choix de cet
opérateur conjugué (dépendant d’un petit paramètre δ) est fait dans [83] et permet d’obtenir une
estimation de Mourre pour Hg.

5. Il était jusqu’à présent seulement connu que les états propres de Hg appartenaient à D(N1/2
ph ). Le

résultat que les états propres sont dans le domaine de Nph est nouveau.

Remarquons que dans la théorie abstraite présentée dans la sous-section 3-1.1, l’opérateur conjugué
est supposé auto-adjoint. Ici, l’opérateur conjuguéAδ n’est pas auto-adjoint, seulement symétrique maxi-
mal. Pour s’affranchir de cette difficulté, nous utilisons une astuce de [123], réutilisée dans [64, 65, 95],
consistant à “élargir” l’espace de Hilbert en ajoutant un ensemble de photons non physiques. Plus
précisément, en coordonnées polaires, l’espace de Hilbert pour un photon peut s’écrire sous la forme
L2([0,+∞[) ⊗ L2(S2), la relation de dispersion étant la multiplication par la variable radiale ω ∈
[0,+∞[. On élargit alors cet espace à L2(R) ⊗ L2(S2), et on prolonge convenablement la relation de
dispersion dans la partie non physique ] − ∞, 0]. Dans [64, 65, 95], le prolongement choisi est l’ap-
plication linéaire évidente ω → ω sur ] − ∞, 0]. Afin, en particulier, de conserver une estimation de
Mourre pour l’opérateur étendu, nous avons été amenés à choisir un nouveau prolongement donné par
ω → −e−ω − 1 − ω2/2 sur ] − ∞, 0]. On peut alors définir un opérateur conjugué auto-adjoint sur
l’espace de Hilbert élargi, démontrer les résultats pour l’opérateur hamiltonien élargi, puis en déduire les
résultats pour le hamiltonien initial.

Dans la section suivante, nous allons voir comment les résultats de régularité des états propres obte-
nus sont cruciaux pour le critère de la règle d’or de Fermi.
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3-2 Théorie des perturbations au second ordre pour des valeurs propres
plongées dans le spectre essentiel

Nous étudions maintenant la théorie des perturbations au second ordre pour des valeurs propres
plongées dans le spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint. La théorie des perturbations pour des
valeurs propres isolées de multiplicités finies est bien comprise, au moins dans le cas où les perturba-
tions considérées sont analytiques au sens de Kato (voir [127, 157]). La question est en revanche plus
délicate pour des valeurs propres plongées dans le spectre essentiel. Pour étudier ce problème, on peut,
sous certaines conditions, utiliser des techniques de déformation analytique, donnant lieu à la présence
de résonances (mentionnons ici les références [5, 25, 29, 123, 157, 165] parmi de nombreuses autres
contributions). Dans [4], une autre méthode permettant d’étudier le comportement de valeurs propres
plongées sous l’effet de perturbations est développée, basée sur la méthode des commutateurs de Mourre
[148]. Dans cette section, nous allons développer ce point de vue dans un cadre abstrait.

Nous ferons essentiellement deux hypothèses. La première correspond à un ensemble de conditions
requis pour pouvoir appliquer la méthode de Mourre (voir la condition 3.15 plus bas). Comme mentionné
au début de cette section, nous nous placerons ici dans le cadre d’une théorie de Mourre singulière proche
de celles développées dans [82, 83, 146, 166]. Nous verrons que cette théorie de Mourre singulière s’ap-
plique à l’étude d’opérateurs de type Pauli-Fierz dans la sous-section 3-2.2. Notre deuxième hypothèse
concerne la régularité des états propres par rapport à un opérateur conjugué (voir les conditions 3.19,
3.21 et 3.22 plus bas). Pour l’application principale qui nous intéresse, la régularité des états propres est
une conséquence des résultats obtenus dans la section précédente.

Nos principaux objectifs sont de vérifier la “semi-continuité du spectre ponctuel” (dans le sens du
théorème 3.26) et de montrer que le critère de la règle d’or de Fermi est satisfait (théorème 3.28).

3-2.1 Cadre abstrait

Soit H un espace de Hilbert complexe séparable. Soient H et M deux opérateurs auto-adjoints sur
H tels que M ≥ 0. Soit R un opérateur symétrique tel que D(R) ⊃ D(H). Soit

H ′ = M +R défini sur D = D(M) ∩ D(H).

Sous la condition 3.15 (1), nous verrons queD est dense dansH (voir la remarque 3.16 2) plus bas). Soit

G = D(M
1
2 ) ∩ D(|H|

1
2 ),

muni de la norme

‖u‖2G =
∥∥M 1

2u
∥∥2

H +
∥∥|H| 12u∥∥2

H + ‖u‖2H.

Soit A un opérateur fermé et symétrique maximal sur H. En particulier, en introduisant les indices de
défaut n∓ = dim Ker(A∗ ± i), ou bien n+ = 0, ou bien n− = 0. Pour fixer les idées, nous supposons
que n+ = 0, si bien que A est le générateur d’un C0-semi-groupe d’isométries noté {Wt}t≥0 (voir par
exemple [53, Théorème 10.4.4] ; si n− = 0, il suffit de remplacerA par−A dans la théorie qui va suivre).
Rappelons que {Wt}t≥0 est un C0-semi-groupe signifie que l’application [0,+∞[3 t 7→ Wt ∈ B(H)
vérifieW0 = I ,WtWs = Wt+s pour t, s ≥ 0, et w- limt→0+ Wt = I (voir par exemple [82, Sous-section
2.5] ou [101, Chapitre 10]). La notation B(H) désigne l’ensemble des opérateurs bornés surH et w- lim
désigne la limite faible (rappelons qu’un C0-semi-groupe sur un espace de Hilbert est nécessairement
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fortement continu sur [0,+∞[, voir [101, Théorème 10.6.5]). L’opérateur A est le générateur du C0-
semi-groupe {Wt}t≥0 signifie que

D(A) = {u ∈ H, lim
t→0+

(it)−1(Wtu− u) existe}, Au = lim
t→0+

(it)−1(Wtu− u). (3.7)

On note alors Wt = eitA.

Etant donnés deux espaces de HilbertH1 etH2, on note B(H1;H2) l’ensemble des opérateurs bornés
de H1 dans H2. Si B est un opérateur fermé, on utilise la notation 〈B〉 = (1 + B∗B)1/2. Rappelons la
définition suivante due à [82] :

Définition 3.13 Soient {W1,t} et {W2,t} deux C0-semi-groupes sur des espaces de HilbertH1,H2, avec
générateurs respectifs A1 et A2. Un opérateur B ∈ B(H1;H2) appartient à C1(A1;A2) si et seulement
si

‖W2,tB −BW1,t‖B(H1;H2) ≤ Ct, 0 ≤ t ≤ 1,

pour une certaine constante C > 0.

Remarque 3.14
1. D’après [82, Proposition 2.29], B ∈ B(H1;H2) est de classe C1(A1;A2) si et seulement si la

forme sesquilinéaire 2[B, iA]1 définie sur D(A∗2)×D(A1) par

〈φ,2 [B, iA]1ψ〉 = i〈B∗φ,A1ψ〉 − i〈A∗2φ,Bψ〉,

est borné dans H2 ×H1 muni de la topologie produit. L’opérateur borné associé, appartenant à
B(H1;H2), est noté [B, iA]0. On a alors

[B, iA]0 = s- lim
t→0+

t−1[BW1,t −W2,tB], (3.8)

où s- lim désigne la limite forte. On dit que B est de classe C2(A1;A2) si et seulement si B ∈
C1(A1;A2) et si [B, iA]0 ∈ C1(A1;A2).

2. Un opérateur B est de classe C1(A) dans le sens habituel (voir section 3-1) si et seulement s’il
existe z ∈ C \ R tel que (B − z)−1 ∈ C1(A;A) (c’est-à-direHj = H et Aj = A, j = 1, 2).

3. La classe de Mourre standard, cf. [148], est un sous-ensemble de C1(A) donné comme suit.
Remarquons que pour tout B ∈ C1(A), le commutateur [B, iA] défini au sens des formes sur
D(B) ∩ D(A) se prolonge de manière unique (par continuité) à une forme bornée, [B, iA]0, sur
D(B). Nous disons que B est de classe Mourre-C1(A) si et seulement si [B, iA]0 est un opérateur
B-borné surH. L’ensemble des opérateurs Mourre-C1(A) est ici noté C1

Mo(A).

Conditions 3.15
1. H ∈ C1

Mo(M).
2. Il existe un intervalle I ⊂ R tel que, pour tout η ∈ I , il existe c0 > 0, C1 ∈ R, fη ∈ C∞0 (R) telle

que 0 ≤ fη ≤ 1 et fη = 1 dans un voisinage de η, et un opérateur compact K0 surH tels que

H ′ ≥ c01− C1f
⊥
η (H)2〈H〉 −K0,

au sens des formes quadratiques sur D, où f⊥η (H) = 1− fη(H), et 〈H〉 = (1 +H2)1/2.
3. G est “boundedly-stable” par {Wt} et {W ∗t }, c’est-à-dire que WtG ⊆ G, W ∗t G ⊆ G, t > 0, et

pour tout φ ∈ G,
sup

0<t<1
‖Wtφ‖G <∞, sup

0<t<1
‖W ∗t φ‖G <∞. (3.9)

Soit AG le générateur du C0-semi-groupe Wt|G et soit AG∗ le générateur du C0-semi-groupe
obtenu comme l’extension de Wt à G∗ (voir la remarque 3.16 1) pour une justification).
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4. H ∈ C2(AG ;AG∗) (voir la remarque 3.16 2) pour la justification de la notation), et pour tout
φ ∈ D,

H ′φ = [H, iA]0φ. (3.10)

Remarque 3.16

1. En utilisant (3.9), le théorème du graphe fermé et un argument de densité, on vérifie que Wt|G
appartient à B(G) et que Wt|G est un C0-semi-groupe, voir [82, Lemme 2.33]. De la même façon,
on vérifie que chaque Wt se prolonge par continuité à un opérateur borné dans G∗, et que les
prolongements correspondant forment un C0-semi-groupe dans G∗. Cela justifie les notations AG
et AG∗ utilisées dans la condition 3.15 (3).

2. Une conséquence de la condition 3.15 (1) est que D est un coeur de H et de M , voir par exemple
[81] ou [82]. Une autre conséquence est la suivante : soitG l’extension de Friedrich de l’opérateur
M + 〈H〉 sur D. Alors D(

√
G) = G. En particulier,

D est dense dans G. (3.11)

D’après (3.11), on peut considérer les opérateurs H et H ′ comme éléments de B(G;G∗). Ainsi, en
écrivant H ′ ∈ B(G;G∗), (3.10) est vérifiée pour tout φ ∈ G et on peut introduire la notation

H ′′ = [H ′, iA]0 ∈ B(G;G∗).

3. Si la condition 3.15 est vérifiée, alors on a

〈φ1, (M +R)φ2〉 = i〈Hφ1, Aφ2〉 − i〈A∗φ1, Hφ2〉,

pour tout φ1 ∈ D ∩ D(A∗) et φ2 ∈ D ∩ D(A). C’est une conséquence de (3.8). Une autre
conséquence de (3.8) est la version suivante du théorème du viriel : pour tout vecteur propre de
H , (H − λ)ψ = 0, avec ψ ∈ D(M1/2), on a

〈ψ, (M +R)ψ〉 := ‖M1/2ψ‖2 + 〈ψ,Rψ〉 = 0,

voir [82, Proposition 4.2]. Une conséquence standard du théorème du viriel est que le nombre de
valeurs propres de H dans un intervalle compact J ⊂ I est fini, et chaque valeur propre à une
multiplicité finie (ici nous supposons implicitement que les vecteurs propres correspondant sont
dans D(M1/2)). Par ailleurs, le principe d’absorption limite établi dans [82] montre que sous la
condition 3.15, H n’a pas de spectre singulier continu dans I .

4. La théorie de Mourre régulière considérée par exemple dans [13, 44, 45, 117, 119, 148] est un cas
particulier de la condition 3.15 obtenu avec M = 0. Dans [13, 44, 45, 119, 148], l’opérateur
conjugué A est supposé auto-adjoint tandis que dans [117], A est seulement supposé être le
générateur d’un C0-semi-groupe d’isométries.

5. L’idée de décomposer le commutateur i[H,A] en une partie positive non relativement bornée par
rapport à H et une partie relativement bornée par rapport à H est due à [166].

6. La condition 3.15 (avec K0 = 0 dans (2)) est plus forte que l’ensemble d’hypothèses (M1)–(M5)
utilisées dans [82]. Les résultats de [82] sont donc valables si l’on suppose la condition 3.15.

Introduisons les classes d’opérateurs suivantes (que l’on considérera comme des classes de perturba-
tions) :



34 PARTIE I - CONTRIBUTIONS À L’ANALYSE MATHÉMATIQUE DE MODÈLES ISSUS DE LA THÉORIE QUANTIQUE DES CHAMPS

Définition 3.17 On dit qu’un opérateur symétrique V tel que D(V ) ⊃ D(H) et V est relativement
borné par rapport à H avec borne relative 0, appartient à V1 si et seulement si V ∈ C1(AG ;AG∗) et
V ′ = [V, iA]0 se prolonge à un opérateur H-borné. Pour tout V ∈ V1, on pose

‖V ‖1 = ‖V (H − i)−1‖+ ‖V ′(H − i)−1‖.

D’après le théorème de Kato-Rellich, pour tout V ∈ V1, l’opérateurH+V est auto-adjoint avec domaine
D(H + V ) = D(H).

Définition 3.18 On dit qu’un opérateur V ∈ V1 appartient à V2 si et seulement si V ′ ∈ C1(AG ;AG∗).
On pose alors V ′′ = [V ′, iA]0 et

‖V ‖2 = ‖V ‖1 + ‖V ′′‖B(G;G∗).

Nos principales hypothèses sur les états propres non perturbés apparaissent dans les conditions 3.19
et 3.21.

Condition 3.19 Si λ ∈ I est une valeur propre de H , tout vecteur propre ψ associé à λ, Hψ = λψ,
vérifie ψ ∈ D(A) ∩ D(M).

Remarque 3.20 Sous la condition 3.19, on vérifie en utilisant (3.8) et le fait queD est dense dansD(H)
que ψ ∈ D(HA) = {φ ∈ D(A)|Aφ ∈ D(H)}, voir la remarque 3.16 3).

Condition 3.21 Si λ ∈ I est une valeur propre de H , tout vecteur propre ψ associé à λ, Hψ = λψ,
vérifie ψ ∈ D(A2) ∩ D(M).

Nous pourrons supposer que les états propres perturbés (s’ils existent) satisfont la condition suivante :

Condition 3.22 Pour tout intervalle compacte J ⊂ I , il existe γ > 0 et un sous-ensemble B1,γ de la
boule de centre 0 et de rayon γ dans V1,

B1,γ ⊂ {V ∈ V1, ‖V ‖1 ≤ γ},

tel que {0} ⊂ B1,γ , B1,γ est étoilé et symétrique par rapport à 0, et l’hypothèse suivante est satisfaite :
il existe C > 0 tel que, si V ∈ B1,γ et (H + V − λ)ψ = 0 avec λ ∈ J , alors ψ ∈ D(A) ∩ D(M) et

‖Aψ‖ ≤ C‖ψ‖.

Les deux conditions qui suivent sont utilisées dans notre version du critère de la règle d’or de Fermi.
La première est une condition technique, qui peut être évitée en renforçant légèrement la condition 3.15
(3) ou en considérant une classe de perturbations légèrement plus petite que V1.

Condition 3.23 D(M1/2) ∩ D(H) ∩ D(A∗) est dense dans D(A∗).

Condition 3.24 (Condition de la règle d’or de Fermi) Supposons que les conditions 3.19 et 3.23 sont
satisfaites. Soit λ ∈ specpp(H). Soient P = 1{λ}(H) et P̄ = 1 − P . Etant donné V ∈ V1, il existe
c > 0 tel que

PV Im
(
(H − λ− i0+)−1P̄

)
V P ≥ cP. (3.12)

Remarque 3.25 On peut vérifier que le membre de gauche de (3.12) définit bien un opérateur borné
pour tout V ∈ V1.
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Nous avons le résultat suivant sur la semicontinuité du spectre ponctuel ; en d’autres termes, on
montre que la multiplicité totale des valeurs propres perturbées au voisinage d’une valeur propre non
perturbée λ ne peut pas être plus grande que la multiplicité de λ.

Théorème 3.26 Supposons que les conditions 3.15 et 3.22 sont satisfaites. Soient λ ∈ I et J ⊂ I un
intervalle compact contenant λ tel que specpp(H) ∩ J = {λ}. Soient γ > 0 et B1,γ donné par la
condition 3.22. Il existe alors 0 < γ′ ≤ γ tel que si V ∈ B1,γ et ‖V ‖1 ≤ γ′, la multiplicité totale des
valeurs propres de H + V dans J est au plus égale à dim Ker(H − λ).

Remarque 3.27

1. La quantité dim Ker(H − λ) est finie. C’est une conséquence des conditions 3.15 et 3.19, voir la
remarque 3.16 3).

2. Dans le cas particulier où H n’a pas de valeur propre dans J , on n’a pas besoin de la condition
3.22 pour établir la semi-continuité du spectre ponctuel. Plus précisément, on peut montrer que
specpp(H+σV )∩J = ∅ pour |σ| suffisamment petit si l’on suppose que V ∈ V2. Si l’on suppose
seulement que V ∈ V1, le résultat est toujours valable, mais à condition de supposer en plus que
specpp(H + σV ) est inclus dans D(M1/2).

Le théorème 3.26 est une version abstraite de [4, Théorème 2.5] où la semi-continuité du spectre ponctuel
d’opérateurs de Schrödinger à N corps est établie. Notre approche est similaire à celle de [4].

Pour tout V ∈ V1 et σ ∈ R, nous posons pour simplifier Hσ = H + σV .

Théorème 3.28 Supposons que les conditions 3.15, 3.19 et 3.23 sont satisfaites. Supposons que la
condition 3.24 est satisfaite pour un certain V ∈ V1. Soit J ⊂ I un intervalle compact tel que
specpp(H) ∩ J = {λ}. Supposons de plus que l’une des deux hypothèses suivantes est satisfaite :

i) La condition 3.21 est satisfaite et V ∈ V2.
ou

i’) La condition 3.22 est satisfaite et V ∈ B1,γ .
Alors il existe σ0 > 0 tel que pour tout σ ∈]− σ0, σ0[ \{0},

specpp(Hσ) ∩ J = ∅.

Ce type de résultat est généralement appelé critère de la règle d’or de Fermi. Dans le cadre de la théorie
de Mourre régulière (c’est-à-dire, en particulier, si M = 0) et si A est auto-adjoint, le critère de la
règle d’or de Fermi est bien connu. Il est établi dans [4] pour des opérateurs de Schrödinger, sous une
hypothèse du type V ∈ V2 et en utilisant la décroissance exponentielle des états propres (qui implique une
propriété analogue à notre condition 3.21). Dans [119], le théorème 3.28 est établi dans un cadre abstrait
en supposant une condition du type 3.21 et le fait que V ′′ est H-borné. Dans [44, 45], toujours dans le
cadre de la théorie de Mourre abstraite et avec A auto-adjoint, il est démontré qu’une hypothèse du type
H ∈ C4(A) implique la condition 3.21. Un résultat similaire apparaı̂t aussi dans [86] sous des hypothèses
“locales” légèrement plus faibles, en supposant toujours le contrôle d’au moins 4 commutateurs.

Le théorème 3.28 améliore les résultats précédents pour les raisons suivantes : tout d’abord, comme
nous l’avons déjà mentionné, nous ne supposons pas que A est auto-adjoint ni que le commutateur
i[H,A] est H-borné, ce qui se révèle important dans les applications à la théorie quantique des champs
que nous considérons. Ensuite, nous prouvons le critère de la règle d’or de Fermi sous la condition 3.22
et l’hypothèse V ∈ B1,γ (c’est-à-dire la condition i′) du théorème 3.28), ce qui constitue un nouveau
résultat même pour la théorie de Mourre régulière. Insistons sur le fait que la condition 3.22 demande
seulement que les états propres de H soient dans le domaine de A et non dans le domaine de A2. Le prix
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que l’on a à payer est que la condition 3.22 impose une condition sur les états propres perturbés qui peut
sembler, a priori, difficile à vérifier dans des situations concrètes. C’est là, néanmoins, qu’interviennent
les résultats de la section 3-1, nous permettant de vérifier simplement la condition 3.22 dans une situation
concrète.

Selon que l’on suppose i) ou i′), les méthodes de preuve du théorème 3.28 sont différentes. Dans le
premier cas, nous obtenons un développement au second ordre des valeurs propres perturbées (supposant
qu’elles existent). Dans le second cas, on peut également obtenir ce développement si dim Ran(P ) = 1,
mais nous procédons différemment si la valeur propre non perturbée est dégénérée. Dans les deux cas, un
ingrédient crucial est l’obtention d’un “principe d’absorption limite réduit” (voir la section 3 dans [viii]
pour plus de détails).

3-2.2 Application : modèle de Nelson non massif

On considère le hamiltonien de Nelson (3.5), le potentiel V satisfaisant la condition 3.10 et la fonc-
tion de couplage étant donnée par (3.6). On a alors le théorème suivant.

Théorème 3.29 Supposons que la condition 3.10 est satisfaite. Soit J un intervalle compact tel que
specpp(Hg) ∩ J = {λ}. Soit Pg = 1{λ}(Hg) et P̄g = 1− Pg. On a :

i) Il existe gc > 0 tel que pour tout 0 ≤ |g′| ≤ gc, la multiplicité totale des valeurs propres de Hg+g′

dans J est au plus égale à dim Ran(Pg).
ii) Supposons de plus que

PgΦ(h(x))Im
(
(Hg − λ− i0+)−1P̄g

)
Φ(h(x))Pg ≥ cPg,

pour un certain c > 0. Alors il existe gc > 0 tel que pour tout 0 < |g′| ≤ gc,

specpp

(
Hg+g′

)
∩ J = ∅.

Remarque 3.30
1. Comme dans la section 3-1, ce théorème est valable pour une classe de modèles de type Pauli-

Fierz confinants plus large que le cas particulier du modèle de Nelson donné ici (voir la section
2 dans [viii]). On peut aussi considérer des perturbations de la fonction de couplage initiale par
des éléments d’un certain espace de Banach de fonctions (autrement dit ce n’est pas seulement la
constante de couplage qui varie, mais la fonction de couplage elle-même). Et de même, grâce à
l’hypothèse de confinement 3.10, on peut encore une fois utiliser la transformation de Pauli-Fierz
pour améliorer le comportement infrarouge de l’interaction. Pour le hamiltonien transformé, on
peut alors énoncer un théorème similaire avec la condition infrarouge plus faible µ > −1/2.

2. Dans le cas particulier où le hamiltonien non perturbé est l’opérateur libre H = H0 = Hel +Hf ,
on peut choisir M = 1Hel

⊗ Nph, R = 0, et A le générateur des translations radiales dans
l’espace de Fock. On vérifie alors facilement que les conditions 3.15 (avec I = R) et 3.21 sont
satisfaites. En particulier, le fait que la condition 3.21 est satisfaite est évident puisque les états
propres non perturbés sont de la forme φ⊗Ω, où φ est un état propre de Hel et Ω est le vide dans
l’espace de Fock.

Sous certaines conditions sur la fonction de couplage, la validité du critère de la règle d’or de Fermi
avec H0 comme opérateur non perturbé et petites constantes de couplage est démontrée dans [64, 85].
Le principal résultat à retenir du théorème 3.29 est donc que l’opérateur Hg, pour un g quelconque, peut
être considéré comme opérateur non perturbé. Dans ce sens, cela justifie le fait qu’il n’y a génériquement
pas d’états propres excités pour les modèles de type Pauli-Fierz avec couplage quelconque.
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Pour prouver le théorème 3.29, on vérifie que les hypothèses des théorèmes 3.26 et 3.28 sont satis-
faites avec (en utilisant les notations de la section 3-1.2) H = Hg, A = Aδ, R = −φ(iaδh(xel)), et
M = Mδ définit par

Mδ = 1Hel
⊗ dΓ(mδ(ω)), mδ(ω) = χ

(ω
δ

)
d(δ) + (1− χ)

(ω
δ

)
d(ω).

En particulier, le fait que la condition 3.22 est satisfaite est une conséquence du théorème 3.11.
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Chapitre 4

Résonances et temps de vie des états
métastables

Ce chapitre est consacré aux résultats obtenus en collaboration avec W. K. Abou Salem, J. Fröhlich
et I. M. Sigal dans [v]. On s’intéresse à la théorie des résonances pour le modèle de Nelson ou pour le
modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste ; en particulier, on relie les résonances,
définies comme valeurs propres complexes d’une famille d’opérateurs non auto-adjoints, au temps de vie
d’états métastables.

L’une des grandes réussites de la mécanique quantique a été de permettre le calcul du spectre
d’énergie (discret) et des états stationnaires associés pour des atomes et des molécules. Ce calcul est
fait en négligeant l’interaction entre les atomes ou les molécules avec le champ électromagnétique quan-
tifié. Si cette interaction est prise en compte, en revanche, on s’attend à ce qu’il n’y ait plus d’états
stables excités, comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent (critère de la règle d’or de Fermi).
Plus précisément, on s’attend à ce que les états excités deviennent des états métastables avec un temps
de vie très long, et des énergies proches des valeurs propres du hamiltonien libre.

Selon l’interprétation physique, la décroissance des états métastables s’accompagne de l’émission de
photons dont les énergies sont à peu près égales à la différence des énergies des états finaux et initiaux
(condition de Bohr). Ces états métastables sont associés à des résonances quantiques, et l’objectif de
ce chapitre est de développer une méthode permettant de les analyser. Du fait de l’interaction entre
les électrons et les photons, les techniques habituelles pour étudier les résonances (voir par exemple
[119, 157] et les références citées dans ces articles) ne sont pas applicables directement.

D’une manière générale, on peut introduire la notion de résonance quantique de la façon suivante.
Considérons un hamiltonien quantique Hg, avec constante de couplage g ∈ R. Supposons qu’il existe
une famille à un paramètre de transformations unitaire Uθ, θ ∈ R, telle que Hg,θ = UθHgU−1

θ possède
un prolongement analytique en θ dans un disqueD(0, θ0) ⊂ C. Ce prolongement est appelé déformation
complexe de Hg. Le spectre essentiel de Hg,θ est déformé par une telle transformation, mais, pour des
familles Uθ convenablement choisies, les valeurs propres isolées et de multiplicités finies de Hg,θ sont
localement indépendantes de θ. Les valeurs propres complexes de Hg,θ, pour Im θ > 0, sont appelées
résonances de Hg.

Physiquement, les résonances sont associées à des états métastables. Le temps de vie de ceux-ci est
donné par l’inverse de la partie imaginaire de la résonance correspondante. Une approche permettant
d’établir une telle propriété est basée sur la formule de Combes [5, 29],

〈ψ, (Hg − z)−1ψ〉 = 〈ψθ̄, (Hg,θ − z)−1ψθ〉, (4.1)
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valable pour des vecteurs ψ tels que {ψθ = Uθψ}θ∈R possède un prolongement analytique en θ dans
le plan complexe. Si l’on prolonge le membre de droite analytiquement, d’abord en θ, puis en z, on
voit que 〈ψ, (Hg − z)−1ψ〉 possède un prolongement analytique en z à travers le spectre essentiel de
Hg (pourvu que le spectre essentiel de Hg,θ ait été déplacé en dehors de l’axe réel pour Imθ > 0). Les
valeurs propres isolées et de multiplicités finies de Hg,θ sont des pôles de ce prolongement analytique,
et dans ce cas particulier (valeurs propres isolées et de multiplicités finies), on peut montrer la propriété
de métastabilité en utilisant la relation entre le propagateur et la résolvante, une déformation du contour
d’intégration, et la formule de Cauchy (voir [118, 119]).

Pour des modèles issus de l’électrodynamique quantique non relativiste, les résonances ne sont pas
des valeurs propres isolées du hamiltonien déformé Hg,θ, et la propriété de métastabilité des résonances
devient difficile à établir.

Nous considérons le modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste défini dans la
section 1-2 (voir (1.11)), ou le modèle de Nelson introduit dans la section 1-3 (voir (1.15)). Le hamilto-
nien associé est noté Hg dans les deux cas (en posant g = α3/2 pour le hamiltonien (1.11)). On fait les
hypothèses suivantes :

Condition 4.1 Le potentiel V (xel) est analytique par rapport aux dilatations, c’est-à-dire que l’appli-
cation θ 7→ V (eθx)(p2

el + 1)−1 possède un prolongement analytique dans un disque D(0, θ0) ⊂ C pour
un certain θ0 > 0.

Remarque 4.2 Le potentiel de Coulomb V (xel) = −1/|xel| est analytique par rapport aux dilatations.
En revanche, pour une molécule dans l’approximation de Born-Oppenheimer (avec des noyaux fixes), le
potentiel de Coulomb n’est pas analytique par rapport aux dilatations ; on peut alors utiliser la notion
plus générale de distortion pour contourner le problème (voir par exemple [119]).

Condition 4.3 La fonction de troncature ultraviolette χΛ est analytique par rapport aux dilatations,
c’est-à-dire que l’application θ 7→ χΛ(e−θk) possède un prolongement analytique dans un disque
D(0, θ0) ⊂ C, pour un certain θ0 > 0.

Dans le cas du modèle standard de la QED non relativiste, les vecteurs de polarisation ελ(k), λ = 1, 2,
apparaissant dans (1.5) sont de plus supposés ne dépendre que de k/|k|.

Remarque 4.4 On peut par exemple choisir la fonction χΛ(k) = e−k
2/Λ2

pour un paramètre Λ arbi-
trairement grand. Dans le cas du modèle standard de la QED non relativiste, les vecteurs de polarisation
peuvent être choisis comme dans (1.8).

Pour définir les résonances, nous utilisons les dilatations des positions des électrons et des impulsions
des photons données par

xj → eθxj , k → e−θk,

où θ est un paramètre réel. Ces dilatations sont associées à un opérateur unitaire Uθ agissant sur l’espace
de Hilbert total H = Hel ⊗ Hph. Pour θ ∈ R, on définit alors la famille d’opérateurs unitairement
équivalents

Hg,θ = UθHgU−1
θ .

Grâce aux hypothèses 4.1 et 4.3 ci-dessus sur V et χ, la familleHg,θ se prolonge en une famille analytique
de type A au sens de Kato, pour θ ∈ D(0, θ0), θ0 étant donné comme le minimum des θ0 apparaissant
dans les conditions 4.1 et 4.3. Les résonances de Hg sont alors définies comme les valeurs propres
complexes de Hg,θ pour Im θ > 0.

Soit e0 = inf spec(Hg=0). On considère les valeurs propres ej deHel (qui coı̈ncident avec les valeurs
propres de H0 = Hel⊗1+1⊗Hf ) satisfaisant e0 < ej < Σg, où Σg désigne le seuil d’ionisation (voir
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(1.12)). Une application du groupe de renormalisation spectral (voir [25, 26, 163]), montre que, lorsque
l’interaction entre l’électron et les photons est prise en compte, si le critère de la règle d’or de Fermi est
vérifiée, ces valeurs propres ej deviennent des résonances ej,g telles que Im ej,g < 0. Ces résonances
sont indépendantes de θ.

Pour simplifier, nous supposons que les valeurs propres ej sont non dégénérées et nous notons

Ψj = ψj ⊗ Ω

un vecteur propre de H0 normalisé associé à ej , ψj étant un vecteur propre normalisé de Hel associé à
ej . Nous faisons aussi l’hypothèse suivante :

Condition 4.5 Le critère de la règle d’or de Fermi pour ej est satisfait.

Nous ne détaillons pas plus la condition 4.5. Elle correspond au critère apparaissant dans le chapitre 3 ;
nous renvoyons à [25, 26, 27] pour une autre formulation équivalente de cette condition. Remarquons
que cela implique l’inégalité Im ej,g ≤ −c0g

2, pour une certaine constante c0 > 0 (voir [25, 26, 27]).

Nos principaux résultats sont résumés dans les théorèmes suivants.

Théorème 4.6 Supposons que les hypothèses 4.1, 4.3, 4.5 soient vérifiées. Il existe gc > 0 tel que pour
tout 0 < g < gc et t ≥ 0, 〈

Ψj , e
−itHgΨj

〉
= e−itej,g +O(gγ), (4.2)

où γ = 2+2µ
3+µ pour le modèle de Nelson (µ > −1/2 apparaissant dans la fonction de couplage (1.16)),

et γ = 2
3 pour le modèle standard de la QED non relativiste.

Remarque 4.7

1. On s’attend à ce que le résultat du théorème 4.6 s’étende à des situations où la condition 4.5 de la
règle d’or de Fermi n’est pas satisfaite, pourvu que Im ej,g reste strictement négatif.

2. En choisissant une meilleure approximation de l’état résonant, l’exposant γ dans le terme de reste
peut être amélioré.

3. Le théorème 4.6 implique que∥∥e−itHgΨj − e−itej,gΨj

∥∥ = [1− e2tIm ej,g +O(gγ)]1/2, (4.3)

qui est très petit pour des temps t� 1/|Im ej,g|.

Il existe un sous-espace dense D ⊂ H tel que pour tout ψ ∈ D, la famille de vecteurs {Uθψ}θ∈R
possède une extension analytique en θ dans le plan complexe satisfaisant Uθψ ∈ D pour tout θ ∈ C
(D est parfois appelé ensemble des vecteurs analytiques par rapport aux dilatations). Pour z∗ ∈ C et
0 ≤ ϕ1 < ϕ2 ≤ 2π, nous définissons l’ensemble

Wϕ1,ϕ2
z∗ = {z ∈ C| |z − z∗| <

1
2
|Im z∗|, ϕ1 ≤ arg(z − z∗) ≤ ϕ2}.

Théorème 4.8 Supposons que les hypothèses 4.1, 4.3, 4.5 soient vérifiées. Il existe gc > 0 et un ensemble
dense D′ ⊂ D tel que pour tous g < gc et ψ ∈ D′, la fonction

Fψ(z) = 〈ψ, (Hg − z)−1ψ〉
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possède un prolongement analytique en z depuis le demi-plan supérieur, au-dessus d’un voisinage de ej ,
et jusqu’au domaine Wϕ1,ϕ2

ej,g , pour certains ϕ1 < π/2 et ϕ2 > π. Ce prolongement satisfait

Fψ(z) =
p(ψ)
ej,g − z

+ r(z;ψ),

avec
|r(z;ψ)| ≤ C(ψ)|ej,g − z|−β,

pour un certain β < 1. Les notations p(ψ) et r(z;ψ) désignent des formes quadratiques bornées sur le
domaine D′ ×D′, et C(ψ) est une constante positive dépendant de ψ.

Remarque 4.9

1. Dans la mesure où l’on peut effectuer une rotation du spectre de Hg,θ en faisant varier θ dans
D(0, θ0), si θ0 < π/2 est suffisamment grand, on s’attend à pourvoir prolonger Fψ(z) dans un
voisinage de ej,g plus grand que le domaine Wϕ1,ϕ2

ej,g apparaissant dans le théorème 4.8.

2. L’ensemble D′ du théorème 4.8 peut être choisi explicitement :

D′ = D ∩D(dΓ(ω−
1
2 )) = {ψ ∈ D, ‖dΓ(ω−

1
2 )(1−ΠΩ)ψ‖ <∞},

dans le cas du modèle de Nelson, où ΠΩ est la projection sur le vide Ω de l’espace de Fock. Dans
ce cas, β = (2 + 2

3µ)−1. Pour le modèle standard de la QED non relativiste,

D′ = {ψ ∈ D, ‖eδ〈x〉dΓ(ω−1/2)(1−ΠΩ)ψ‖ <∞ pour un certain δ > 0}.

En utilisant le fait que UθdΓ(ω−1/2) = eθ/2dΓ(ω−1/2)Uθ, on peut voir que l’ensemble D′ est
dense dans D.

Dans [128], le temps de vie des états métastables pour un spin interagissant avec un champ de photons
est étudié, en imposant certaines restrictions importantes sur la fonction de couplage. Dans [27], une
borne supérieure sur l’évolution des états métastables est obtenue, et dans [100], l’évolution est étudiée
en fonction de la dynamique engendrée par l’opérateur “level-shift” lié au critère de la règle d’or de
Fermi. En particulier, les approches de [27, 100, 128] sont basées sur la perturbation au second ordre des
valeurs propres plongées, et, contrairement à notre approche, ne sont donc pas applicables dans le cas où
la condition de la règle d’or de Fermi n’est pas satisfaite.

Comme mentionné plus haut, la principale difficulté dans la preuve des deux théorèmes précédents
vient du fait que la valeur propre non perturbée ej est plongée dans le spectre essentiel, et se situe à
l’origine d’une demi-droite de spectre essentiel. Pour traiter ce problème, nous introduisons une tron-
cature infrarouge qui a pour effet de faire apparaı̂tre un gap autour de la résonance dans le spectre de
l’opérateurHg,θ. Plus précisément, si l’on considère par exemple le modèle de Nelson (1.15) de la section
1-3, l’opérateur dilaté peut s’écrire sous la forme

Hg,θ = H0,θ + Φ(hθ(x)),

où H0,θ = UθH0U−1
θ et Φ(hθ(x)) = UθΦ(h(x))U−1

θ . On note alors Hg,θ,σ l’opérateur obtenu en in-
troduisant une troncature infrarouge 1|k|≥σ(k) dans l’expression de Φ(hθ(x)). Une propriété importante
de l’opérateur Hg,θ,σ est qu’il possède une valeur propre complexe ej,g,σ issue de ej telle que, si l’on
considère la restriction de l’opérateur Hg,θ,σ à l’espace de Fock des photons d’énergies ≥ σ, un gap
d’ordreO(σ) apparaı̂t dans le spectre autour de ej,g,σ. Remarquons que la valeur propre ej,g,σ dépend de
θ dans la mesure où, pour σ > 0 fixé, θ 7→ Hg,θ,σ n’est pas une famille analytique au sens de Kato.
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Une fois ces résultats préliminaires obtenus, la stratégie de la preuve est d’appliquer à l’opérateur
Hg la méthode de Hunziker [118] basée sur la formule de Stone, la formule de Combes (4.1) et une
déformation du contour d’intégration, puis d’approximer la résolvante deHg,θ par la résolvante deHg,θ,σ

(plus exactement, par un opérateur modifié construit à partir de Hg,θ,σ). L’erreur introduite par l’intro-
duction de cette troncature infrarouge artificielle est alors contrôlée en utilisant le fait que l’interaction
entre l’électron et les photons s’annule suffisamment rapidement dans les basses énergies. On conclut en
optimisant le choix du paramètre σ.
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Chapitre 5

Dynamique effective

Ce chapitre est consacré aux résultats obtenus en collaboration avec V. Bach, T. Chen, J. Fröhlich
et I.M. Sigal dans [xvi]. L’objectif est de montrer que la masse renormalisée de l’électron, qui apparaı̂t
lorsque l’on tient compte de l’interaction entre l’électron et le champ électromagnétique quantifié, est très
proche de la “masse cinétique” obtenue lorsque l’électron est placé dans un potentiel extérieur variant
lentement. Nous plaçons notre étude dans le cadre du modèle standard de la QED non relativiste, la masse
renormalisée de l’électron étant définie par la relation mren =

(
(∂2Eα)/(∂|P |2)(0)

)−1, où Eα(P ) =
inf spec(Hα(P )) désigne l’énergie minimale de l’électron habillé avec une impulsion totale fixée égale
à P (voir la définition de Hα(P ) dans (1.18) ; en utilisant l’invariance par rotations, on vérifie aisément
que Eα(P ) ne dépend que de |P |). La masse cinétique apparaı̂t dans la dynamique effective de l’électron
subissant l’influence d’une force extérieure variant lentement.

Considérons donc la dynamique d’un électron interagissant avec le champ électromagnétique quan-
tifié, et placé dans un potentiel extérieur Vε(x) = V (εx) variant lentement. Le hamiltonien associé, HV

α ,
agit dans l’espace de HilbertH = Hel⊗Hph, oùHel = L2(R3), etHph est l’espace de Fock symétrique
construit à partir de L2(R3 × {1, 2}). L’expression de HV

α est la suivante :

HV
α = Hα + Vε,

où Hα est le hamiltonien du modèle standard de la QED non relativiste sans potentiel extérieur, défini
comme dans le chapitre 1 par

Hα =
1

2mel

(
pel − α

1
2A(xel)

)2 +Hph.

On s’intéresse à l’évolution de certains états pouvant être paramétrés par des fonctions uε0 ∈ H1(R3)
satisfaisant ‖uε0‖L2(R3) = 1 et ‖∇uε0‖L2(R3) ≤ εκ, avec 0 ≤ κ < 1/3. On montre que l’évolution de tels
états peut être approchée, sur un long intervalle de temps, par une dynamique de Schrödinger effective
associée à l’opérateur

Hα,eff = Eα(−i∇x) + Vε(x), (5.1)

dans Hel, l’énergie cinétique étant donnée par l’énergie fondamentale à impulsion totale fixée, P 7→
Eα(P ).

Afin de pouvoir formuler précisément notre principal théorème, il nous faut d’abord définir quelques
notations. Suivant une procédure standard, nous commençons par introduire une troncature infrarouge
dans le modèle, en insérant la fonction 1|k|≥σ(k) dans l’expression de A(xel). Cela définit un nouvel ha-
miltonien avec troncature infrarougeHα,σ. De la même façon queHα,Hα,σ est invariant par translations
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et se décompose en intégrale directe (voir section 1-4),

UHα,σU
−1 =

∫ ⊕
R3

Hα,σ(P )dP, (5.2)

pour un certain opérateur unitaireU . L’expression deHα,σ(P ) est la même que celle deHα(P ) en (1.18),
excepté le fait que A(0) est remplacé par Aσ(0), le potentiel vecteur dans lequel la troncature 1|k|≥σ(k)
a été introduite.

On pose S = {P ∈ R3, |P | ≤ mel/3}. Notant de plus Eα,σ(P ) = inf spec(Hα,σ(P )), nous
rappelons les propriétés fondamentales suivantes de Eα,σ(P ), établies dans [23, 46, 48] :

Proposition 5.1 L’application P 7→ Eα,σ(P ) satisfait les propriétés :

1. Pour tout σ > 0, P 7→ Eα,σ(P ) ∈ C2(S), et pour tout P ∈ S, Eα,σ(P ) est une valeur propre non
dégénérée de Hα,σ(P ).

2. Il existe αc > 0 et c > 0, tels que pour tous P ∈ S, 0 < α ≤ αc, et σ ≥ 0,

|∇PEα,σ(P )− P | ≤ cα|P |, et 1− cα ≤ ∂2
|p|Eα,σ(p) ≤ 1.

Soit Ψα,σ(P ) ∈ Hph, pour P ∈ S , un état fondamental normalisé de Hα,σ(P ) convenablement
choisi. Pour tous 0 < σ < ρ ≤ 1 et P ∈ S, on introduit les opérateurs de Weyl

W σ,ρ
∇Eα,σ(P ) = exp

α 1
2

∑
λ=1,2

∫
σ≤|k|≤ρ

dk
∇Eα,σ(P ) · ελ(k)aλ(k)− h.c.
|k|1/2(|k| − ∇Eα,σ(P ) · k)

 .
Notons que pour tout σ > 0, les opérateurs W σ,ρ

∇PEα,σ(P ) sont unitaires. On définit alors les états

Φρ
α,σ(P ) = W σ,ρ

∇Eα,σ(P )Ψα,σ(P ).

L’une des étapes importantes de notre approche consiste à obtenir des propriétés de régularité de l’appli-
cation P 7→ Φρ

α,σ(P ). Ces propriétés sont résumées dans la proposition suivante.

Proposition 5.2 Pour tous P ∈ S, 0 < ρ ≤ 1,et 0 < α� 1, on a

1. La limite
Φρ
α(P ) = lim

σ→0
Φρ
α,σ(P ),

existe dansHph.

2. Pour tout θ < 2
3 , l’application P 7→ Φρ

α,σ(P ) est θ-Hölder continue,

sup
P,P ′∈S

‖Φρ
α,σ(P )− Φρ

α,σ(P ′)‖
|P − P ′|θ

≤ C(θ) <∞,

uniformément par rapport à σ et ρ satisfaisant 0 ≤ σ < ρ ≤ 1.

Dans le cas ρ = 1, ces propriétés sont établies dans [48, 152], avec θ < 1/4 pour la régularité Hölder.
La preuve de l’existence de la limite Φρ

α(P ) pour ρ < 1 est une adaptation assez directe de la méthode
de [48, 152]. En revanche, pour obtenir la régularité Hölder jusqu’à θ < 2/3, nous utilisons un argument
supplémentaire, basé sur la formule de Feynman-Hellmann, similaire à celui utilisé dans la section 2-1.

Nous introduisons maintenant une famille d’applications J ρ0 : L2(R3)→ H en posant

J ρ0 (u) = U−1χSµ ûΦρ
α, (5.3)
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où U est l’opérateur unitaire apparaissant dans (5.2) et où χSµ désigne une fonction caractéristique
régularisée de l’ensemble Sµ = (1− µ)S ⊂ S ⊂ R3, (0 < µ < 1).

Notre objectif est d’étudier l’évolution d’états de la forme J ρ0 (uε0), représentant un électron associé
une fonction d’onde uε0 variant lentement et habillé par un nuage de photons ayant une énergie plus petite
que ρ. Plus précisément, nous étudions les solutions de l’équation de Schrödinger

i∂tΨ(t) = HV
α Ψ(t), avec Ψ(0) = J ρ0 (uε0).

L’idée est de relier la solution Ψ(t) = e−itHV
α J ρ0 (uε0) de cette équation de Schrödinger à la solution de

l’équation de Schrödinger effective

i∂tuεt = Hα,effu
ε
t , avec uεt=0 = uε0, (5.4)

associée à l’opérateur Hα,eff défini dans (5.1), On montre ainsi que Ψ(t) reste proche, pour des temps
grands, de l’état J ρ0 (uεt ) ∈ H, où uεt = e−itHα,effuε0 est la solution de l’équation (5.4). On choisit une
donnée initiale satisfaisant

‖uε0‖L2(R3) = 1, ‖∇uε0‖L2(R3) ≤ εκ, 0 ≤ κ < 1
3
. (5.5)

Cela assure en particulier que le support de ûεt reste concentré dans l’ensemble S pour des temps suffi-
samment longs (pourvu que le support de ûε0 soit contenu dans S).

Théorème 5.3 Soient 0 < ε < 1/3, 0 ≤ κ < 1/3 et uε0 ∈ H1(R3) vérifiant (5.5). Supposons que
V ∈ L∞(R3; R) soit tel que V̂ ∈ L1(R3) et

supp(V̂ ) ⊂
{
k ∈ R3, |k| ≤ 1

}
.

Soient 0 < δ < 2(1
3 − κ) et ρ = ρε = ε

2
3
−δ. Il existe αδ > 0 tel que, pour tout 0 ≤ α ≤ αδ,∥∥e−itHV

α J ρε0 (uε0)− J ρε0 (e−itHα,effuε0)
∥∥
H ≤ Cδ

(
ε

1
3
− δ

2
+κt+ ε

4
3
− δ

2 t2
)
, (5.6)

pour tout t ≥ 0. En particulier, pour tout 0 ≤ t ≤ ε−2/3, on a∥∥e−itHV
α J ρε0 (uε0)− J ρε0 (e−itHα,effuε0)

∥∥
H ≤ Cδε

1
3
− δ

2
+κt.

Remarque 5.4
1. Le théorème 5.3 implique que pour tout δ′ > 0 tel que δ′ < 1

3 −
δ
2 + κ ,∥∥e−itHV

α J ρε0 (uε0)− J ρε0 (e−itHα,effuε0)
∥∥
H ≤ Cδε

δ′ ,

pour tout t satisfaisant 0 ≤ t ≤ ε−( 1
3
− δ

2
+κ)+δ′ .

2. Les conditions initiales dans le théorème 5.3 sont choisies de telle façon que l’impulsion initiale
est d’ordre O(εκ). Les conditions sur le potentiel extérieur impliquent que la force extérieure,
et par conséquent l’accélération, sont d’ordre O(ε). Ainsi, au temps t, l’impulsion est d’ordre
O(εκ) + O(εt), et donc l’action E(P )t − E(0)t ≈ 1

2mren
P 2t est d’ordre O(ε2κt) + O(ε2t3).

Si on choisit κ et δ satisfaisant 1
3 − κ >

δ
2 et t ≤ ε−1+κ, on voit que le terme E(P )t − E(0)t

est beaucoup plus grand que le terme d’erreur dans (5.6). Autrement dit, notre analyse fait bien
apparaı̂tre la masse renormalisée de l’électron (on ne peut pas remplacer E(P ) par E(0) dans
Hα,eff à moins d’autoriser un terme d’erreur beaucoup plus grand dans (5.6)).
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Des résultats de même nature existent dans la littérature pour des particules quantiques interagis-
sant avec des bosons massifs (voir [173]), mais notre travail est semble-t-il le premier concernant le cas
des bosons non massifs, faisant ainsi apparaı̂tre l’effet de la masse renormalisée de l’électron. Mention-
nons aussi un résultat obtenu dans [172] concernant la dynamique effective de deux particules massives
interagissant par l’intermédiaire de bosons non massifs.

Pour démontrer le théorème 5.3, on étudie le hamiltonien avec troncature infrarouge

HV
α,σ = Hα,σ + Vε,

et on montre une estimation similaire à (5.6), uniformément par rapport à σ. Plus précisément, en
définissant, de la même façon que dans (5.1),

Hα,σ,eff = Eα,σ(−i∇x) + Vε(x),

et, de la même façon que dans (5.3),

J ρσ (u) = U−1χSµ ûΦρ
α,σ,

on a ∥∥e−itHV
α,σJ ρσ (uε0)− J ρσ (e−itHα,σ,effuε0)

∥∥
H ≤ Cδ(1 + ln(ρ−1))ε

2
3
−δt+ Cα

1
2 ρ

1
2 t(εκ + εt),

uniformément par rapport à σ et ρ satisfaisant 0 < σ < ρ ≤ 1. Ce résultat est démontré en utilisant
des arguments de type Cook, c’est-à-dire en écrivant le terme apparaissant dans la norme du membre de
gauche de l’inégalité précédente sous la forme de l’intégrale d’une dérivée :

e−itHV
α,σJ ρσ (uε0)− J ρσ (e−itHα,σ,effuε0)

= −ie−itHV
α,σ

∫ t

0
ds eisHV

α,σ(HV
α,σJ ρσ − J ρσHα,σ,eff)e−isHα,σ,effuε0.

Il s’agit alors de décomposer l’intégrande de façon adéquate et d’utiliser comme il faut les propriétés de
régularités de P 7→ Φρ

α,σ(P ) décrites dans la proposition 5.2. Un autre ingrédient important de la preuve
est l’estimation suivante que nous obtenons en contrôlant les termes d’interactions :∥∥(Hα,σ(P )−W σ,ρ

∇Eα,σ(P )Hα,σ(P )(W σ,ρ
∇Eα,σ(P ))

∗)Φρ
α,σ(P )

∥∥
Hph
≤ Cα

1
2 ρ

1
2 |P |,

pour tout P ∈ S, où C est uniforme par rapport à α, σ, ρ et |P |.



Chapitre 6

Décroissance de l’énergie locale à basses
énergies

Dans ce chapitre, nous décrivons divers résultats liés à la décroissance de l’énergie locale pour des
modèles de théorie quantique des champs. La décroissance de l’énergie locale est une propriété impor-
tante justifiant dans notre contexte que, étant donné un certain état initial, le système évolue en émettant
des particules du champ quantifié (par exemple des photons) qui se propagent à l’infini avec probabilité
1 lorsque t→ +∞.

Une méthode classique pour obtenir la décroissance de l’énergie locale est de commencer par prouver
un principe d’absorption limite, lui-même pouvant s’obtenir en appliquant la méthode des commutateurs
positifs de Mourre. D’un point de vue général, c’est cette approche qui sera suivie dans ce chapitre.
Notons d’ailleurs qu’une autre conséquence du principe d’absorption limite est le caractère absolument
continu du spectre essentiel (dans tout intervalle où le principe d’absorption limite est satisfait).

Nous nous placerons dans des régimes de faible couplage. Pour de tels régimes, il n’est en général pas
très difficile d’obtenir la décroissance de l’énergie locale dans des intervalles situés suffisamment loin
des valeurs propres du hamiltonien libre, en particulier, suffisamment loin de l’énergie fondamentale.
Si l’on choisit le générateur des dilatations dans l’espace de Fock comme opérateur conjugué (dans le
but d’appliquer la théorie de Mourre), l’énergie fondamentale devient en effet un seuil ; comme dans
de nombreux autres contextes, l’analyse du spectre, de la résolvante et de la dynamique du hamiltonien
près d’un seuil est un problème délicat. L’objectif des travaux décrits dans ce chapitre est d’étudier ce
problème pour différents modèles et en suivant différentes approches.

Dans la première section, nous considérons un électron libre interagissant avec le champ de radiation
quantifié dans le modèle standard de l’électrodynamique quantique non relativiste. Le modèle étant in-
variant par translations, on décompose le hamiltonien en intégrale directe comme décrit dans la section
1-4, puis on étudie le hamiltonien obtenu pour une impulsion totale fixée.

La deuxième section concerne un modèle mathématique de l’interaction faible, décrivant la désin-
tégration du boson vecteur W± en un électron et un antineutrino.

Enfin, dans la troisième section, nous nous intéressons à un atome d’hydrogène avec noyau fixe dans
le modèle standard de la QED non relativiste. Nous montrons des propriétés de régularité de la résolvante
et de décroissance de l’énergie locale uniformément en la distance de l’intervalle d’énergie considéré au
bas du spectre.
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6-1 L’électron habillé

Nous décrivons ici les résultats obtenus en collaboration avec T. Chen, J. Fröhlich et I.M. Sigal dans
[xi]. On considère un électron libre (sans potentiel extérieur) interagissant avec le champ électromagné-
tique quantifié dans le modèle standard de la QED non relativiste. Comme décrit dans la section 1-2,
l’espace de Hilbert est H = Hel ⊗ Hph, où Hel est donné par (1.1), Hph est défini en (1.2), et le
hamiltonien est donné par l’expression (1.4) avec V = 0 ; le hamiltonien étudié est donc

Hα =
1

2mel

(
pel − α

1
2A(xel)

)2 +Hph.

Afin d’appliquer la méthode de Mourre, nous supposerons que les vecteurs de polarisation ελ(k) ap-
paraissant dans l’expression (1.5) de A(xel) sont tels que ελ(k) = ελ(k/|k|) (ainsi la relation (k ·
∇kελ)(k) = 0 est vérifiée), et que la fonction de troncature ultraviolette χΛ vérifie

χΛ ∈ C∞0 ({k, |k| ≤ Λ}; [0, 1]), et χΛ = 1 sur {k, |k| ≤ 3Λ/4}.

Comme mentionné dans l’introduction de ce chapitre, notre objectif est de montrer une propriété de
décroissance de l’énergie locale, justifiant que la probabilité de trouver tous les photons dans une région
finie de l’espace, centrée en la position xel de l’électron, tend vers 0 quand le temps t tend vers +∞.
En d’autres termes, l’électron émet certains photons qui se propagent à l’infini. Nous allons montrer
ce résultat en considérant un état initial arbitraire dont l’impulsion totale est plus petite qu’une certaine
valeur critique pc < melc = mel (rappelons que nous travaillons toujours dans les unités choisies telles
que, en particulier, la vitesse de la lumière c est égale à 1). La raison physique pour laquelle nous nous
restreignons à des valeurs de l’impulsion totale telles que |P | ≤ pc < mel est liée à la radiation de
Cerenkov (voir la figure 1.1 dans la section 1-4).

En fait, on s’attend à ce que, asymptotiquement, le système soit proche d’un état de diffusion
décrivant, d’une part, un électron habillé par un nuage de photons, et d’autre part un nombre infini
de photons se propageant à une distance de l’électron divergeant linéairement par rapport à t (diffusion
Compton). Démontrer un tel résultat pour des photons non massifs reste néanmoins un problème ouvert
(pour le cas de photons massifs, voir [73]).

Le système que nous étudions est invariant par translations et admet, comme décrit dans la section
1-4, une décomposition en intégrale directe par rapport au spectre de l’opérateur d’impulsion totale,

UHαU
−1 =

∫ ⊕
R3

Hα(P )dP, (6.1)

où l’expression de Hα(P ) est donnée par (1.18). Notre premier objectif est d’établir un principe d’ab-
sorption limite pour les hamiltoniens Hα(P ), pour des valeurs de α suffisamment petites et pour une
impulsion totale P ∈ R3 satisfaisant |P | ≤ pc < mel.

Etant donné un intervalle J ⊂ R, on pose J± =
{
z ∈ C,Rez ∈ J, 0 < ±Imz ≤ 1

}
. L’opérateur

dΓ(〈xph−xel〉) étant invariant par translations (dans le sens où il commute avec l’opérateur d’impulsion
totale Ptot défini en (1.17)), on peut le représenter par l’intégrale directe

UdΓ(〈xph − xel〉)U−1 =
∫ ⊕

R3

dΓ(〈y〉)dP, (6.2)

où y = i∇k désigne l’opérateur “position” d’un photon, relativement à la position de l’électron. (On
utilise ici le symbole y pour distinguer l’opérateur position d’un photon par rapport à l’électron dans les
espaces fibrés, de l’opérateur position d’un photon xph = i∇k dans l’espace de Fock initialHph). Notre
principal résultat est formulé dans le théorème suivant.
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Théorème 6.1 Il existe αc > 0 tel que, pour tout |P | ≤ pc ( = mel/40), 0 ≤ α ≤ αc, 1/2 < s ≤ 1, et
tout intervalle compact J ⊂]Eα(P ),+∞[, on a

sup
z∈C\R,Re z∈J

∥∥(dΓ(〈y〉) + 1)−s
(
Hα(P )− z

)−1(dΓ(〈y〉) + 1)−s
∥∥ ≤ C, (6.3)

où C est une constante dépendant de J et de s, et 〈y〉 = (1 + y2)1/2. De plus, l’application

J 3 λ 7→ (dΓ(〈y〉) + 1)−s
(
Hα(P )− λ± i0+

)−1(dΓ(〈y〉) + 1)−s ∈ B(H) (6.4)

est uniformément Hölder-continue d’ordre s− 1/2.

Remarque 6.2
1. Nous choisissons pc = mel/40 pour une question de commodité, sans essayer de trouver une

valeur optimale pour pc. Avec une analyse plus précise, on pourrait obtenir le résultat pour une
valeur de pc d’ordre pc = mel −O(α

1
2 ).

2. Notre preuve montre que, si dist(Eα(P ), J) = σ, la constante C apparaissant dans (6.3) est
d’ordre O(σ−1).

3. L’approche que nous utilisons pour démontrer le théorème 6.1 s’adapte facilement au cas d’élec-
trons liés à des noyaux fixes et interagissant avec un champ de radiation quantifié, ou encore au
cas de systèmes d’atomes ou d’ions invariants par translations, pour une impulsion totale fixée.

Corollaire 6.3 Il existe αc > 0 tel que pour tous |P | ≤ pc ( = mel/40) et 0 ≤ α ≤ αc, le spectre de
Hα(P ) est purement absolument continu dans l’intervalle ]Eα(P ),+∞[.

Remarque 6.4 Combinés aux résultats antérieurs de [23, 46, 48, 79], le corollaire 6.3 complète la
description du spectre de Hα(P ) pour α suffisamment petit et |P | ≤ pc :

– Si P = 0,

specpp(Hα(0)) = {Eα(0)}, specac(Hα(0)) = [Eα(0),+∞[, specsc(Hα(0)) = ∅.

– Si P 6= 0 (et |P | ≤ pc < mel),

specpp(Hα(P )) = ∅, specac(Hα(P )) = [Eα(P ),+∞[, specsc(Hα(P )) = ∅.

Corollaire 6.5 Soient S = {P ∈ R3, |P | < pc} et Φ ∈ H un état satisfaisant UΦ =
∫ ⊕
S Φ(P )dP et

‖(dΓ(〈y〉) + 1)sΦ(P )‖ <∞,

pour un certain 1/2 < s ≤ 1 et pour tout P ∈ S. Alors il existe αc > 0 tel que pour tout 0 ≤ α ≤ αc,∥∥(dΓ(〈xph − xel〉) + 1)−se−itHαg(Hα, Ptot)Φ
∥∥ ≤ Ct−(s− 1

2
),

pour toute fonction g ∈ C∞0 (Ma.c.), où l’on a posé

Ma.c. = {(λ, P ) ∈ R× S, λ > Eα(P )}

Remarque 6.6 Le corollaire 6.5 implique la propriété suivante : siA est un opérateur auto-adjoint (une
observable) dansH satisfaisant

‖(dΓ(〈xph − xel〉) + 1)sA(dΓ(〈xph − xel〉) + 1)s‖ <∞,
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et Φ ∈ H est comme dans le corollaire 6.5, alors

lim
t→+∞

〈
Φ, eitHαAe−itHαΦ

〉
= 0.

Plus généralement, on s’attend à ce que la propriété de retour à l’équilibre soit satisfaite dans le sens
suivant : soit h ∈ C∞(] −∞, Ec[×S), où Ec = Eα(P ) avec |P | = pc, et soit Φh = h(Hα, Ptot)Φ (où
Φ ∈ H est toujours comme dans le corollaire 6.5). Soit de plus A = U−1

∫ ⊕
R3 A(P )dPU une observable

bornée et invariante par translations. Alors on s’attend à ce que

lim
t→+∞

〈
e−itHαΦh, Ae

−itHαΦh

〉
=
∫
S

dµΦh(P )
〈
Ψα(P ), A(P )Ψα(P )

〉
,

où supp{dµΦh} ⊆ S , et où Ψα(P ) désigne un état fondamental généralisé (i.e. dans une représentation
non unitairement équivalente à la représentation Fock) du hamiltonien Hα(P ).

Notre preuve du principe d’absorption limite apparaissant dans le théorème 6.1 repose sur une ap-
plication de l’application Feshbach-Schur lisse introduite dans [22] (voir aussi [77, 90]) combinée avec
la théorie de Mourre (voir [13, 119, 148, 151]). L’application Feshbach-Schur lisse dépend du choix
d’un opérateur non perturbé. Un point important de notre approche, qui semble-t-il n’avait pas encore
été considéré dans la littérature, est de choisir comme opérateur non perturbé non pas le hamiltonien
libre, mais plutôt le hamiltonien obtenu en supprimant l’interaction entre l’électron et les photons de
basses énergies. Plusieurs résultats et idées antérieurs, notamment présents dans [22, 75, 79, 90] (voir
aussi la section 2-1), sont cela dit des ingrédients cruciaux de notre preuve. D’ailleurs, comme dans le
chapitre 5, l’une des propriétés fondamentales utilisées dans notre analyse est la régularité de l’appli-
cation P 7→ Eα(P ), où Eα(P ) = inf spec(Hα(P )). Ces propriétés de régularité ont été étudiées dans
[23, 46, 48, 79] et celles d’entre elles que nous utilisons sont résumées dans la proposition 5.1.

Pour un atome d’hydrogène avec noyau fixe dans le modèle standard de la QED non relativiste,
un principe d’absorption limite à basses énergies est démontré dans [75] et [77]. Si l’on compare les
approches de [75], [77] et la nôtre, en appliquant chacune des méthodes au modèle de Nelson de la
section 1-3 dans un régime de faible couplage, on voit que la méthode de [75] est applicable pour des
valeurs du paramètre infrarouge µ apparaissant dans (1.16) telles que µ ≥ 1/2, la méthode de [77]
est applicable pour µ > −1/2, et la nôtre pour µ ≥ −1/2. Notre approche est ainsi bien adaptée pour
traiter des modèles singuliers dans le domaine infrarouge (le fait que le hamiltonien ne possède pas d’état
fondamental n’apparaı̂t pas comme une difficulté particulière dans notre preuve).

Pour le modèle invariant par translations considéré dans ce chapitre, la méthode de [75] n’est pas
applicable (la raison en est que, dans notre cas, si l’on considère le hamiltonien avec troncature infra-
rouge, ce n’est pas seulement l’opérateur libre qui sur les photons de basses énergies, un terme couplant
les photons de basses et de hautes énergies est également présent). La méthode de [77], basée sur l’appli-
cation d’un groupe de renormalisation spectral, pourrait éventuellement s’adapter, mais notre approche,
qui ne nécessite qu’une seule utilisation de l’application Feshbach-Schur (au lieu d’une infinité), paraı̂t
sensiblement plus simple.

Esquissons un peu plus précisément notre preuve du théorème 6.1. Dans un premier temps, on
démontre une partie assez facile, à savoir un principe d’absorption limite dans tout intervalle compact
J ⊂]Eα(P ),+∞[ tel que inf J ≥ Eα(P ) + C0α

1/2 avec C0 > 0 suffisamment grand. Cela découle
d’une estimation de Mourre de la forme

1J(Hα(P ))[Hα(P ), iB]1J(Hα(P )) ≥ c01J(Hα(P )), (6.5)

où B est le générateur des dilatations dans l’espace de Fock et c0 > 0. L’inégalité (6.5) se démontre sim-
plement, en utilisant notamment les estimations des opérateurs de création et d’annihilation en fonction
de l’énergie du champ de photons libre.
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Comme mentionné précédemment, la difficulté principale est de montrer un principe d’absorption
limite dans un intervalle proche de Eα(P ). On utilise pour ce faire un théorème dû à [77], qui montre
essentiellement que l’on peut obtenir un principe d’absorption limite pour Hα(P ) en commençant par
montrer un principe d’absorption limite pour un opérateur de Feshbach-Schur associé à Hα(P ).

Notre construction de l’opérateur de Feshbach-Schur lisse est basé sur une décomposition infrarouge
de Hα(P ),

Hα(P ) = Hα,σ(P ) + Uα,σ(P ),

où, comme d’habitude, Hα,σ(P ) est l’opérateur avec troncature infrarouge de paramètre σ, obtenu en
introduisant une troncature 1{|k|≥σ}(k) dans l’expression (1.5) de A(·).

On utilise ensuite le fait que l’espace de Fock Hph est unitairement équivalent à Hph,≥σ ⊗Hph,≤σ,
les espaces de Fock associés aux photons d’énergies respectivement plus petites et plus grandes que σ,
puis que la restriction Kα,σ(P ) = Hα,σ(P )|Hph,≥σ possède un gap d’ordre O(σ) dans son spectre au-
dessus de l’énergie fondamentale Eα,σ(P ). On construit alors l’application de Feshbach-Schur Fχ (voir
[xi] pour la définition précise de Fχ) à partir de la projection Πα,σ(P ) sur l’état fondamental deKα,σ(P )
en posant χ = Πα,σ(P ) ⊗ χσf (Hf ), où χσf (·) est une fonction lisse approximant la fonction indicatrice
1{·≤σ}. L’opérateur qui en résulte, F (λ) = Fχ(Hα(P ) − λ), dépendant du paramètre spectral λ, est de
la forme

F (λ) = Kα,σ(P )⊗ 1Hph,≤σ + 1Hph,≥σ ⊗
(1

2
P 2
f +Hf

)
−∇Eα,σ(P )⊗ Pf − λ+W,

où W est un certain terme d’interaction. Mentionnons ici un point important : l’opérateur non perturbé
choisi pour construire F (λ) n’est pas Hα,σ(P ) (qui ne permettrait pas à la méthode d’aboutir), mais
plutôt

Tα,σ(P ) = Kα,σ(P )⊗ 1Hph,≤σ + 1Hph,≥σ ⊗
(1

2
P 2
f +Hf

)
−∇Eα,σ(P )⊗ Pf .

Grâce à la régularité de l’application P 7→ Eα,σ(P ) (voir la proposition 5.1) et en utilisant la formule de
Feynman-Hellmann de la même façon que dans a section 2-1, nous pouvons montrer que la différence
Hα,σ(P )− Tα,σ(P ) est petite dans un sens approprié.

Enfin, pour obtenir un principe d’absorption limite pour F (λ), on utilise encore une fois la théorie
de Mourre, en choisissant l’opérateur conjugué Bσ défini comme le générateur des dilatations dans
l’espace de Fock, mais avec une fonction de troncature lisse restreignant l’action de l’opérateur aux
photons d’énergies |k| ≤ σ.

6-2 Modèles mathématiques de l’interaction faible

Cette section décrit les résultats obtenus en collaboration avec W. Aschbacher, J.-M. Barbaroux et J.-
C. Guillot dans [x]. On étudie un modèle mathématique de l’interaction faible décrivant la désintégration
des bosons vecteurs W± dans la famille des leptons. Rappelons que la famille des leptons est composée
de l’électron e− et du positron e+, accompagnés de leurs neutrino νe et antineutrino ν̄e associés, des
muons µ− et µ+ associés à leurs neutrino νµ et antineutrino ν̄µ, et enfin des leptons tau τ− et τ+

associés à leur neutrino ντ et antineutrino ν̄τ . Un exemple de processus bien connu dans ce contexte,
que nous considérerons dans ce chapitre, est la désintégration du boson vecteur W− en un électron et un
antineutrino de l’électron,

W− → e− + ν̄e.

Comme dans la section précédente, notre objectif principal est d’obtenir un principe d’absorption
limite pour des basses énergies, c’est-à-dire dans un intervalle arbitrairement proche de l’énergie fonda-
mentale. Bien que le point de départ soit le même que dans la section 6-1 (décomposition d’un espace de
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Fock en un espace associé aux particules d’énergies plus petites qu’un certain paramètre σ, et un autre
associé aux particules d’énergie plus grande que σ), l’approche que nous suivons dans cette section est
sensiblement différente de la précédente. Dû au fait que le hamiltonien d’interaction est, dans un certain
sens, plus simple dans le cas présent que dans la section 6-1, nous n’avons pas besoin d’utiliser une ap-
plication Feshbach-Schur ; nous reprenons plutôt directement, en l’améliorant, la méthode de [75]. Bien
entendu, le modèle considéré, associé à un processus de l’interaction faible, possède également certaines
particularités qu’il nous faut traiter par rapport aux modèles de Pauli-Fierz généralement considérés.

Le modèle étudié ici n’étant pas “bien connu”, contrairement au modèle de Nelson ou au modèle
standard de l’électrodynamique quantique non relativiste, nous commençons par le définir dans une
première sous-section.

6-2.1 Définition du modèle

Le modèle que l’on considère est défini d’après le Modèle Standard (voir [88, 176, 177]). Les neutri-
nos et antineutrinos sont des particules non massives d’hélicités respectives −1/2 et +1/2 ; nous suppo-
serons qu’ils peuvent avoir une hélicité−1/2 ou +1/2. L’index ` ∈ {1, 2, 3} est associé à chaque espèce
de leptons : ` = 1 désigne l’électron e−, le positron e+ et leurs neutrinos associés νe, ν̄e ; ` = 2 désigne
les muons µ−, µ+ et leurs neutrinos associés νµ, ν̄µ ; et enfin ` = 3 désigne les leptons τ− et τ+ et leurs
neutrinos associés ντ , ν̄τ . Remarquons que les leptons e−, µ−, τ− et leurs antiparticules e+, µ+, τ+ sont
des particules massives, tandis que les neutrinos νe, ν̄e, νµ, ν̄µ, ντ , ν̄τ sont non massifs.

On note ξ1 = (p1, s1) la variable quantique d’un lepton massif, où p1 ∈ R3 et s1 ∈ {−1/2, 1/2} (la
variable s1 correspond à la polarisation du spin). De même ξ2 = (p2, s2) désigne la variable quantique
d’un lepton non massif, avec p2 ∈ R3 et s2 ∈ {−1/2, 1/2}, et ξ3 = (k, λ) représente la variable
quantique des bosons de spin 1 W+ et W−, avec k ∈ R3 et λ ∈ {−1, 0, 1}. Soient L2(Σ1), avec
Σ1 = R3 × {−1/2, 1/2}, l’espace de Hilbert pour un lepton, et L2(Σ2), avec Σ2 = R3 × {−1, 0, 1},
l’espace de Hilbert pour un boson. On notera pour simplifier

∫
Σ1

dξ =
∑

s=+ 1
2
,− 1

2

∫
dp et

∫
Σ2

dξ =∑
λ=0,1,−1

∫
dk.

Pour ` ∈ {1, 2, 3}, on note F` l’espace de Fock fermionique (ou antisymétrique) associé à l’espèce
de leptons `, c’est-à-dire

F1 = F2 = F3 =
4⊗
i=1

Γa(L2(Σ1)).

L’espace de Hilbert FL associé à l’ensemble des leptons est alors

FL =
3⊗
`=1

F`.

De même, l’espace de Hilbert FW pour les bosons vecteurs W+ et W− est l’espace de Fock symétrique

FW =
2⊗
i=1

Γs(L2(Σ2)).

Finalement, l’espace de Hilbert pour le système total est

F = FL ⊗FW .

Pour tout ` ∈ {1, 2, 3}, b`,ε(ξ1) (respectivement b∗`,ε(ξ1)) désigne l’opérateur d’annihilation (respec-
tivement de création) pour l’espèce correspondante de particules massives lorsque ε = + (par exemple
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l’électron pour ` = 1), et pour l’espèce correspondante d’antiparticules massives lorsque ε = − (par
exemple le positron pour ` = 1). De même, pour tout ` ∈ {1, 2, 3}, c`,ε(ξ2) (respectivement c∗`,ε(ξ2))
est l’opérateur d’annihilation (respectivement de création) pour l’espèce correspondante de neutrinos
lorsque ε = + (par exemple le neutrino νe pour ` = 1), et pour l’espèce correspondante d’antineutrinos
lorsque ε = − (par exemple l’antineutrino ν̄e lorsque ` = 1). Enfin, l’opérateur aε(ξ3) (respectivement
a∗ε (ξ3)) est l’opérateur d’annihilation (respectivement de création) pour les bosons W− lorsque ε = +,
et pour les bosons W+ lorsque ε = −. Les opérateurs b`,ε(ξ1), b∗`,ε(ξ1), c`,ε(ξ2) et c∗`,ε(ξ2) vérifient les
relations canoniques d’anticommutation, tandis que les opérateurs aε(ξ3) et a∗ε (ξ3) vérifient les relations
canoniques de commutation (voir par exemple [176, 177]). De plus, les opérateurs a commutent avec
les opérateurs b et c. Suivant la convention décrite dans [176, 177], nous supposons que les opérateurs
de création et d’annihilation de deux espèces de leptons différentes anticommutent. Nous avons ainsi les
relations suivantes :

{b`,ε(ξ1), b∗`′,ε′(ξ
′
1)} = δ``′δεε′δ(ξ1 − ξ′1) ,

{c`,ε(ξ2), c∗`′,ε′(ξ
′
2)} = δ``′δεε′δ(ξ2 − ξ′2) ,

[aε(ξ3), a∗ε′(ξ
′
3)] = δεε′δ(ξ3 − ξ′3) ,

{b`,ε(ξ1), b`′,ε′(ξ′1)} = {c`,ε(ξ2), c`′,ε′(ξ′2)} = 0 ,
[aε(ξ3), aε′(ξ′3)] = 0 ,
{b`,ε(ξ1), c`′,ε′(ξ2)} = {b`,ε(ξ1), c∗`′,ε′(ξ2)} = 0 ,

[b`,ε(ξ1), aε′(ξ3)] = [b`,ε(ξ1), a∗ε′(ξ3)] = [c`,ε(ξ2), aε′(ξ3)] = [c`,ε(ξ2), a∗ε′(ξ3)] = 0,

où {b, b′} = bb′ + b′b et [a, a′] = aa′ − a′a.

Le Hamiltonian libre H0 est donné par l’expression

H0 =
3∑
`=1

∑
ε=±

∫
w

(1)
` (ξ1)b∗`,ε(ξ1)b`,ε(ξ1)dξ1 +

3∑
`=1

∑
ε=±

∫
w

(2)
` (ξ2)c∗`,ε(ξ2)c`,ε(ξ2)dξ2

+
∑
ε=±

∫
w(3)(ξ3)a∗ε (ξ3)aε(ξ3)dξ3 ,

où w(1)
` , w(2)

` , w(3) sont les énergies relativistes des leptons massifs, neutrinos et bosons respectivement,
définies par

w
(1)
` (ξ1) = (|p1|2 +m2

` )
1
2 , w

(2)
` (ξ2) = |p2|, w(3)(ξ3) = (|k|2 +m2

W )
1
2 .

Icim` est la masse du lepton massif `, etmW est la masse des bosons ; notons que les mesures physiques
donnent m1 < m2 < m3 < mW .

Le hamiltonien d’interaction HI est exprimé en termes des opérateurs d’annihilation et de création
décrits ci-dessus, avec des noyauxG(α)

`,ε,ε′(., ., .) (α = 1, 2). Les expressions des noyauxG(α)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3),

que l’on trouve en physique théorique contiennent des distributions de Dirac due à la conservation de
l’impulsion (voir par exemple [88] ou [176]). Pour avoir un opérateur bien défini, nous approximons
les noyaux singuliers par des fonctions de carrés intégrables. Plus précisément, nous faisons l’hypothèse
suivante.

Condition 6.7 Pour tous α ∈ {1, 2}, ` ∈ {1, 2, 3}, ε, ε′ = ±,

G
(α)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3) ∈ L2(Σ1 × Σ1 × Σ2) .
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Le hamiltonien d’interaction est alors défini par l’expression

HI = H
(1)
I +H

(2)
I ,

où

H
(1)
I =

3∑
`=1

∑
ε 6=ε′

∫
G

(1)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)b∗`,ε(ξ1)c∗`,ε′(ξ2)aε(ξ3)dξ1dξ2dξ3

+
3∑
`=1

∑
ε 6=ε′

∫
G

(1)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)a∗ε (ξ3)c`,ε′(ξ2)b`,ε(ξ1)dξ1dξ2dξ3 ,

H
(2)
I =

3∑
`=1

∑
ε6=ε′

∫
G

(2)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)b∗`,ε(ξ1)c∗`,ε′(ξ2)a∗ε (ξ3)dξ1dξ2dξ3

+
3∑
`=1

∑
ε6=ε′

∫
G

(2)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)aε(ξ3)c`,ε′(ξ2)b`,ε(ξ1)dξ1dξ2dξ3 .

En particulier, l’opérateur H(1)
I décrit la désintégration des bosons W+ et W− en leptons.

Le hamiltonien total est écrit sous la forme (où g est une constante de couplage),

Hg = H0 + gHI , g > 0.

En utilisant le théorème de Kato-Rellich, il n’est pas difficile de montrer que, sous la condition 6.7 et
pour des valeurs suffisamment petites de g, Hg est auto-adjoint avec domaine D(Hg) = D(H0) (voir
[32]).

6-2.2 Résultats

Pour énoncer nos principaux résultats, nous avons besoin, en plus de la condition 6.7, d’hypothèses
supplémentaires sur les noyaux G(α)

`,ε,ε′ .

Condition 6.8 Il existe une constanteK(G) > 0 telle que pour tous α ∈ {1, 2}, ` ∈ {1, 2, 3}, ε, ε′ = ±,
i, j ∈ {1, 2, 3} et σ ≥ 0,

(i)
∫

Σ1×Σ1×Σ2

|G(α)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)|2

|p2|2
dξ1dξ2dξ3 <∞,

(ii)

(∫
Σ1×{|p2|≤σ}×Σ2

|G(α)
`,ε,ε′(ξ1, ξ2, ξ3)|2dξ1dξ2dξ3

) 1
2

≤ K(G)σ,

(iii-a) (p2 · ∇p2)G(α)
`,ε,ε′(., ., .) ∈ L

2(Σ1 × Σ1 × Σ2) et∫
Σ1×{|p2|≤σ}×Σ2

∣∣∣[(p2 · ∇p2)G(α)
`,ε,ε′ ](ξ1, ξ2, ξ3)

∣∣∣2 dξ1dξ2dξ3 ≤ K(G)σ,

(iii-b)
∫

Σ1×Σ1×Σ2

p2
2,ip

2
2,j

∣∣∣∣∣∣ ∂
2G

(α)
`,ε,ε′

∂p2,i∂p2,j
(ξ1, ξ2, ξ3)

∣∣∣∣∣∣
2

dξ1dξ2dξ3 <∞.
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Sous les conditions 6.7 et 6.8(i), et pour des valeurs suffisamment petites de la constante de couplage
g, on peut montrer (voir [32]) que Hg possède un unique état fondamental associée à l’énergie Eg =
inf spec(Hg). Le spectre de Hg vérifie de plus

spec(Hg) = specac(Hg) = [Eg,+∞[.

Soit y = i∇p2 l’opérateur de L2(Σ1) associé à la position du neutrino et 〈y〉 = (1 + y2)1/2 ;
l’opérateur de “position totale” des neutrinos et antineutrinos est défini par

X` = 1⊗ 1⊗ dΓ(〈y〉)⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ 1⊗ dΓ(〈y〉), dans F`,
X = (X1 ⊗ 1⊗ 1+ 1⊗X2 ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗X3)⊗ (1⊗ 1), dans F .

Théorème 6.9 Supposons que les noyauxG(α)
`,ε,ε′ satisfassent les conditions 6.7 et 6.8 (ii)-(iii). Alors pour

tout δ > 0 tel que 0 < δ < m1, il existe gδ > 0 tel que, pour tout 0 < g ≤ gδ,
(i) Pour tous s > 1/2 et ϕ,ψ ∈ F , les limites

lim
ε→0

〈
ϕ, (X + 1)−s(Hg − λ± iε)−1(X + 1)−sψ

〉
existent pour tout λ ∈]Eg, Eg +m1 − δ[.

(ii) Le spectre de Hg dans ]Eg, Eg +m1 − δ] est purement absolument continu.
(iii) Pour tout s ∈]1/2, 1[ et f ∈ C∞0 (]E, E +m1 − δ[), on a∥∥(X + 1)−se−itHgf(Hg)(X + 1)−s

∥∥ = O
(
t−(s−1/2)

)
.

Remarque 6.10 Les trois assertions (i), (ii), (iii) du théorème 6.9 sont conséquences d’un résultat plus
fort, un principe d’absorption limite avec des poids exprimés en fonction d’un certain opérateur conjugué
à Hg au sens de Mourre (pour obtenir (iii), on montre aussi une propriété de régularité Hölder de la
résolvante de Hg sur l’axe réel dans des espaces à poids ; voir (6.4) pour une propriété de régularité
similaire).

La base de l’approche que nous suivons pour démontrer le théorème 6.9 reprend des ingrédients
développés dans [24] et [75]. Plus précisément, comme mentionné plus haut, le point de départ de notre
analyse est d’approcher le hamiltonien Hg par un hamiltonien avec troncature infrarouge Hg,σ défini
de telle façon que l’interaction entre les particules massives et les neutrinos ou antineutrinos d’énergies
≤ σ a été supprimée. Notons ici Kg,σ la restriction de Hg,σ à l’espace de Hilbert associé aux particules
massives et aux neutrinos et antineutrinos d’énergies ≥ σ. En adaptant la méthode de [24] (voir aussi la
section 2-1), on peut montrer que le hamiltonien Kg,σ possède un gap de taille O(σ) dans son spectre
au-dessus de l’énergie fondamentale (contrairement à [32] où un tel résultat est également établi, nous
n’avons pas besoin ici d’imposer une troncature ultraviolette à support compact pour les neutrinos et
antineutrinos).

Ensuite, comme dans [75], [32] et dans la section 6-1, on combine cette propriété de gap à la méthode
de Mourre (voir [13, 161, 148]). Dans [32], l’opérateur conjugué choisi est le générateur des dilata-
tions dans l’espace de Fock des neutrinos et antineutrinos. Afin d’appliquer la méthode de [75], une
régularisation infrarouge est alors nécessaire (dans [75], pour le modèle standard de la QED non re-
lativiste, une application de la transformation de Pauli-Fierz permet de se passer d’une régularisation
infrarouge).

Pour démontrer le théorème 6.9, nous choisissons comme opérateur conjugué le générateur des di-
latations dans l’espace de Fock des neutrinos et antineutrinos, mais avec une troncature restreignant
l’action de l’opérateur conjugué aux particules de basses énergies. Remarquons que nous avons fait un
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choix similaire dans la section précédente pour le modèle de l’électron habillé. Due à la complexité de
l’opérateur d’interaction, nous avons eu besoin dans la section 6-1 d’employer l’application Feshbach-
Schur ; ici, nous n’avons pas besoin de l’application Feshbach-Schur, et prouvons une estimation de
Mourre directement pour Hg. Notre méthode est ainsi proche de celle de [75], certaines estimations plus
fines des termes de restes nous permettant de nous passer de régularisation infrarouge.

6-3 Régularité de la résolvante et décroissance de l’énergie locale à basses
énergies

Dans cette section, nous décrivons les résultats obtenus en collaboration avec J.-F. Bony dans [xii].
On considère un atome d’hydrogène non relativiste, avec noyau fixe, dans le modèle standard de l’électro-
dynamique quantique non relativiste (voir section 1-2, équation (1.4)). Comme dans les autres sections
de ce chapitre, l’objet de l’étude concerne les propriétés spectrales et dynamiques du hamiltonien dans la
région des basses énergies (plus précisément ici, dans un intervalle situé juste au-dessus de l’énergie fon-
damentale, et strictement en-dessous de la première valeur propre excitée du hamiltonien électronique).
En un certain sens, notre objectif est de montrer que la vitesse de propagation des photons de basses
énergies ne dépend pas de leur impulsion, en accord avec l’hypothèse de la théorie de la relativité selon
laquelle la vitesse de la lumière est constante.

Notre travail repose sur des résultats abstraits obtenus dans le cadre de la théorie de Mourre [120, 125]
combinés à l’inégalité de Mourre obtenue par Fröhlich, Griesemer et Sigal dans [75]. Depuis les travaux
de Jensen, Mourre et Perry [125], il est bien connu qu’une inégalité de Mourre, combinée à des propriétés
de régularité du hamiltonien par rapport à l’opérateur conjugué et à l’estimation des commutateurs itérés,
implique la régularité de la résolvante. Plus précisément, étant donné un opérateur auto-adjoint H , un
autre opérateur auto-adjoint A, conjugué à H dans le sens de Mourre, et un intervalle compact J où
l’inégalité de Mourre est satisfaite, on a, pour tout ε > 0,

sup
Rez∈J,Imz 6=0

∥∥∥∥ dn

dzn
〈A〉−n−

1
2
−ε(H − z)−1〈A〉−n−

1
2
−ε
∥∥∥∥ <∞, (6.6)

où 〈A〉 = (1 + A2)1/2, pourvu que les commutateurs itérés adkA(H) (définis par ad0
A(H) = H et

adk+1
A (H) = [adkA(H), A]) soient contrôlables dans un sens adéquat pour tout 1 ≤ k ≤ n + 2 (voir

[125] pour le résultat précis). De (6.6), on déduit l’existence et la régularité des valeurs au bord de la
résolvante 〈A〉−1/2−ε(H −λ± i0)−1〈A〉−1/2−ε, ainsi que le caractère absolument continu du spectre de
H dans J .

Dans [120], sous des hypothèses similaires, Hunziker, Sigal et Soffer établissent la propriété de
décroissance de l’énergie locale∥∥〈A〉−se−itHχ(H)〈A〉−s

∥∥ . 〈t〉−s, t ∈ R, (6.7)

pour tous s > 0 et χ ∈ C∞0 (J), pourvu que les commutateurs adkA(H) soient bornés pour tous
0 ≤ k ≤ n, avec n > s + 1. La notation f . g signifie que f ≤ Cg pour une certaine constante
positive C. Remarquons que, par transformation de Fourier, la régularité de la résolvante (6.6) implique
la décroissance de l’énergie locale (6.7) avec le taux de décroissance plus faible 〈t〉−s+1/2+ε. De même,
(6.7) implique (6.6) avec les poids plus “gros” 〈A〉−n−1−ε.

Comme nous l’avons déjà mentionné dans les deux sections précédentes, pour le modèle standard de
la QED non relativiste que nous considérons ici, une inégalité de Mourre à basses énergies existe et est
obtenue dans [75]. L’opérateur conjugué dans [75] est le générateur des dilatations dans l’espace de Fock
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des photons, que nous notons par le symbole B. Si σ � 1 désigne la taille de l’intervalle spectral Jσ que
l’on considère ainsi que sa distance au bas du spectre de Hα (voir (1.11) pour la définition de Hα), alors
l’inégalité de Mourre de [75] est de la forme

1Jσ(Hα)[Hα, iB]1Jσ(Hα) ≥ c0σ1Jσ(Hα), (6.8)

pour une certaine constante c0 > 0. Si l’on suppose de plus que l’on est capable d’estimer les com-
mutateurs itérés adkB(χσ(Hα)) uniformément par rapport à σ (nous démontrons effectivement une telle
propriété dans [xii]), l’inégalité de Mourre (6.8) implique la propriété de décroissance de l’énergie locale∥∥〈B〉−se−itHαχσ(Hα)〈B〉−s

∥∥ . 〈σt〉−s, (6.9)

pour toute fonction χσ ∈ C∞0 (Jσ). De même, on obtient une borne sur les puissances de la résolvante
dans des espaces à poids de la forme

sup
Rez∈Jσ ,Imz 6=0

∥∥∥〈B〉−n+ 1
2
−ε(Hα − z)−n〈B〉−n+ 1

2
−ε
∥∥∥ . σ−n.

Le fait que les bornes obtenues ne soient pas uniformes par rapport à σ est, en fait, un problème typique
que l’on rencontre en analysant les propriétés spectrales et dynamiques d’un opérateur auto-adjoint près
d’un seuil.

Il n’est pas difficile de vérifier que les poids 〈B〉−s dans (6.9) peuvent être remplacés par 〈X〉−s, où

X = dΓ(|i∇k|),

est ici la seconde quantification de la norme de l’opérateur “position” d’un photon. La propriété de
décroissance de l’énergie locale (6.9) peut alors s’interpréter en termes de la dynamique des photons de
la façon suivante : supposons que le système soit préparé dans un état initial Φ ∈ D(〈X〉s) et avec un
support spectral localisé dans Jσ (où Jσ désigne toujours un intervalle de tailleO(σ) situé à une distance
σ � 1 du bas du spectre de Hα). Alors pour des temps t � σ−1, la probabilité que l’état au temps
t, e−itHαΦ, soit toujours dans le domaine de 〈X〉s est petite (d’ordre 〈σt〉−s). En d’autres termes, des
photons se sont propagés à l’infini.

Puisque, physiquement, les photons se propagent à la vitesse de la lumière, on s’attend à ce que
les propriétés de régularité de la résolvante et de décroissance de l’énergie locale soient satisfaites uni-
formément par rapport à σ. C’est précisément là ce que nous voulons démontrer.

Pour énoncer nos principaux résultats, nous avons besoin de faire les quelques hypothèses suivantes :
les vecteurs de polarisation ελ(k), λ = 1, 2, apparaissant dans (1.5) sont supposés ne dépendre que
de k/|k| (par exemple, on peut les prendre comme dans (1.8)), et la fonction de troncature ultravio-
lette χΛ est choisie telle que χΛ ∈ C∞0 (R3; R). D’autre part, le potentiel extérieur V est supposé ap-
partenir à L2

loc(R3) et être relativement borné par rapport à −∆xel
avec borne relative 0. Finalement,

nous supposons que e0 = inf spec(−∆ + V ) est une valeur propre isolée de multiplicité 1. On pose
e1 = inf(spec(−∆ + V ) \ {e0}) et egap = e1 − e0 > 0.

Posons Eα = inf spec(Hα) et rappelons (voir [27, 91]) que Eα est une valeur propre de Hα de
multiplicité 1. Soit Πα la projection sur l’espace propre associé à Eα, et soit Π̄α = 1 − Πα. Nos
principaux résultats sont énoncés dans les théorèmes 6.11, 6.13 et 6.15.

Théorème 6.11 (Principe d’absorption limite) Il existe αc > 0 tel que, pour tout s > 1/2, il existe
Cs > 0 telle que, pour tout 0 ≤ α ≤ αc,

sup
z∈C\R,Rez≤Eα+egap/4

∥∥〈X〉−s(Hα − z
)−1Π̄α〈X〉−s

∥∥ ≤ Cs.
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Remarque 6.12
1. Le fait que la condition s > 1/2 soit suffisante est lié au fait que la vitesse de propagation des

photons ne dépend pas de leur impulsion.

2. Le théorème 6.11 implique que le spectre de Hα dans l’intervalle ]Eα, Eα + egap/4[ est purement
absolument continu, ce qui était déjà démontré dans [75]

Le résultat suivant fournit une information supplémentaire sur la régularité de la résolvante dans des
espaces à poids.

Théorème 6.13 (Régularité de la résolvante) Il existe αc > 0 tel que, pour tous 1/2 < s < 3/2 et
ε > 0, il existe Cs,ε > 0 telle que, pour tout 0 ≤ α ≤ αc,∥∥〈X〉−s((Hα − z)−1 − (Hα − z′)−1

)
Π̄α〈X〉−s

∥∥ ≤ Cs,ε|z − z′|s−
1
2
−ε,

uniformément en z, z′ ∈ C \ R satisfaisant Rez,Rez′ ≤ Eα + egap/4 et Imz · Imz′ > 0.

Remarque 6.14 Le théorème 6.13 et un argument standard impliquent que la résolvante dans des es-
paces à poids possède une limite sur l’axe réel. Plus précisément, pour tous 0 ≤ α ≤ αc, s > 1/2 et
λ ≤ Eα + egap/4, les limites

〈X〉−s(Hα − λ± i0)−1Π̄α〈X〉−s = lim
µ↓0
〈X〉−s(Hα − λ± iµ)−1Π̄α〈X〉−s

existent pour la norme de B(H), et pour tout 1/2 < s < 3/2 et ε > 0, les applications

(−∞, Eα + egap/4] 3 λ 7−→ 〈X〉−s(Hα − λ± i0)−1Π̄α〈X〉−s ∈ B(H)

sont Hölder-continues d’ordre s− 1/2− ε.

Théorème 6.15 (Décroissance de l’énergie locale) Il existeαc > 0 tel que, pour tous χ ∈ C∞0 (]−∞, Eα+
egap/4[; R) et 0 ≤ s < 2,

〈X〉−se−itHαχ(Hα)〈X〉−s = e−itEαχ(Eα)〈X〉−sΠα〈X〉−s +O(〈t〉−s),

pour tout t ∈ R, uniformément par rapport à 0 ≤ α ≤ αc.

Remarque 6.16
1. La notation O(〈t〉−s) désigne un opérateur borné par C〈t〉−s, où C ne dépend pas de t ∈ R et

0 ≤ α ≤ αc.
2. En utilisant la transformation de Fourier, on vérifie que la remarque 6.14 implique

〈X〉−se−itHαχ(Hα)〈X〉−s = e−itEαχ(Eα)〈X〉−sΠα〈X〉−s +O
(
〈t〉−s+

1
2

+ε
)
,

pour tous 1/2 < s < 3/2 et ε > 0 ; ceci est bien sûr plus faible que le résultat du théorème 6.15.

3. Les restrictions s < 3/2 dans le théorème 6.13 et s < 2 dans le théorème 6.15 sont dues à la
singularité infrarouge intrinsèque au modèle. Plus précisément, si on replace le potentiel vecteur
du champ électromagnétique quantifié dans (1.5) par une version régularisée

Aµ(x) =
∑
λ=1,2

∫
R3

χΛ(k)

|k|
1
2
−µ
ελ(k)

(
eik·xa∗λ(k) + e−ik·xaλ(k)

)
dk,
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pour 0 ≤ µ ≤ 1, alors on peut vérifier que le théorème 6.13 est satisfait pour tout s < 3/2 + µ,
et le théorème 6.15 pour tout s < 2 + µ (pourvu que les poids 〈X〉−s soient remplacés par les
poids plus gros 〈dΓ(〈i∇k〉)〉−s). Pour µ > 1, notre approche ne permet pas d’obtenir des résultats
meilleurs que s < 5/2 dans le théorème 6.13 et s < 3 dans le théorème 6.15. Ces restrictions sont
alors dues à l’inégalité de Hardy ‖|k|−sϕ‖ ≤ Cs‖|i∇k|sϕ‖ dans L2(R3), qui est valide pour
0 ≤ s < 3/2.

4. On peut remplacer egap/4 par egap − δ, avec δ > 0, dans les énoncés des théorèmes 6.11, 6.13 et
6.15. Dans ce cas, bien sûr, la valeur critique αc dépend de δ.

Comme mentionné précédemment, le problème que nous étudions peut être vu, d’un point de vue
général, comme l’étude d’un opérateur auto-adjoint au voisinage d’un seuil. Le comportement asymp-
totique de la résolvante et de quantités associées, au voisinage d’un seuil, a fait l’objet de nombreuses
études dans différents contextes. Les approches suivies sont diverses et variées. Comme dans l’article de
Jensen et Kato [124], on peut employer la théorie des perturbations pour étudier l’opérateur−∆x+V (x).
La théorie des résonances est efficace pour traiter des opérateurs analytiques par rapport aux dilata-
tions (voir par exemple [25]) avec des perturbations compactes ou exponentiellement décroissantes (voir
[174]). Comme nous l’avons fait, on peut aussi utiliser la théorie de Mourre pour prouver un principe
d’absorption limite à basses énergies. Cette approche est adoptée, par exemple, par Richard [159] dans
un formalisme abstrait, Bouclet [38, 39] et Bony et Häfner [35, 36] pour des métriques obtenues comme
perturbations de −∆, Vasy et Wunsch [175] et Rodnianski et Tao [160] pour des variétés avec des bouts
coniques, Boussaid et Golénia [40] pour l’opérateur de Dirac, Soffer [168] pour (−∆)1/2 + V (x), . . .

Pour démontrer nos principaux résultats, notre point de départ est [75]. Pour des raisons techniques,
de la même façon que dans les sections 6-1 et 6-2, nous considérons une inégalité de Mourre avec un
opérateur conjugué modifié, Bσ, défini comme le générateur des dilatations dans l’espace de Fock avec
une troncature en la variable impulsion k des photons, restreignant l’action de l’opérateur B aux photons
d’énergies plus petites que σ. L’estimation de Mourre que nous utilisons est de la même forme que
(6.8), à savoir 1Jσ(Hα)[Hα, iBσ]1Jσ(Hα) ≥ c0σ1Jσ(Hα). Cette inégalité, établie dans [75], est l’un
des principaux ingrédients de notre approche. Nous la combinons ensuite à des techniques similaires à
celles développées dans [35, 36], adaptées au cadre de la théorie quantique des champs ; nous établissons
des versions second quantifiées de l’inégalité de Hardy, et les utilisons pour obtenir des estimations de la
forme ∥∥〈X〉−sχσ(Hα)〈Bσ〉s

∥∥ . σs. (6.10)

Une décomposition dyadique adéquate des basses énergies nous permet alors d’obtenir les théorèmes
6.11, 6.13 et 6.15.

Bien sûr, comme nous l’avons déjà expliqué, comparé aux travaux précédents (voir [75] et les sections
6-1 et 6-2), notre principal résultat est d’obtenir des estimations ne dépendant pas de l’intervalle spectral
I ⊂]Eα, Eα + egap/4[ considéré.

Mentionnons également une autre approche employée dans la littérature pour étudier les propriétés
spectrales et dynamiques de modèles de théorie quantique des champs : on peut, au lieu du générateur
des dilatations, considérer le générateur des translations radiales (notons le ici B̃) comme opérateur
conjugué (voir notamment [82, 83] et les articles [vii]–[viii] décrits dans le chapitre 3). Comme nous
l’avons vu dans le chapitre 3, le fait que B̃ ne soit pas auto-adjoint et, surtout, que le commutateur
[H, iB̃] ne puisse pas être contrôlé par des puissances de la résolvante du Hamiltonian H , conduisent
à des difficultés techniques lors de la mise en oeuvre de la méthode de Mourre. Néanmoins, si l’on
adopte ce point de vue, une estimation de Mourre uniforme pour le modèle standard de la QED non
relativiste est envisageable, et ainsi, on peut espérer obtenir des propriétés de régularité de la résolvante
et de décroissance de l’énergie locale également uniformes. En effet, en un certain sens, lorsque l’on
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utilise le générateur des translations radiales comme opérateur conjugué, le bas du spectre n’est plus
un seuil. Un autre avantage de cette approche est qu’elle n’oblige pas à se placer dans un régime de
faible couplage. Le prix à payer, en revanche, est que la singularité infrarouge apparaissant dans les
commutateurs itérés adjeB(H) se trouve augmentée d’un puissance |k|−j (alors que les commutateurs
avec le générateur des dilatations n’affectent pas l’ordre de la singularité infrarouge), ce qui impose une
hypothèse de régularisation infrarouge assez contraignante sur le modèle initial.



Chapitre 7

Théorie de la diffusion

Ce chapitre s’inscrit dans le cadre de la la théorie de la diffusion pour des modèles de Pauli-Fierz
non massifs. Nous nous intéressons au comportement asymptotique d’un état d’énergie inférieure au
seuil d’ionisation. Nos objectifs principaux sont d’établir des estimations sur la vitesse de propagation
asymptotique des photons, et de montrer la complétude asymptotique sous l’hypothèse que l’opérateur
du nombre de photons est uniformément borné le long de l’évolution.

Physiquement, on s’attend à ce que l’évolution d’un système constitué d’un atome non relativiste en
interaction avec le champ électromagnétique quantifié satisfasse les propriétés suivantes :
− La décroissance de l’énergie locale, étudiée dans le chapitre précédent, justifiant, comme nous

l’avons vu, que si l’état initial n’est pas l’état fondamental, l’atome émet des photons qui se pro-
pagent à l’infini (c’est-à-dire que la probabilité que tous les photons restent localisés dans une région
bornée de l’espace tend vers 0 quand t→ +∞).

− Une estimation de vitesse minimale des photons (égale à c > 0), justifiant que, lorsque t → +∞,
avec probabilité tendant vers 1, les photons sont soit liés à l’atome, soit se trouvent à une distance de
l’atome ≥ c′t pour tout c′ < c.

− Une estimation de vitesse maximale (égale à c > 0), justifiant que la probabilité qu’un photon se
trouve à une distance de l’atome ≥ c′′t avec c′′ > c tend vers 0 quand t→ +∞.

− La complétude asymptotique en dessous du seuil d’ionisation, que l’on peut formuler de la façon
suivante : pour tout ψ0 ∈ Ran1]−∞,Σg [(Hg) (où Σg désigne le seuil d’ionisation) et ε > 0, il existe
un état fε ∈ Hph avec un nombre fini de photons, tel que

lim sup
t→∞

∥∥ψt − e−itEgΦg ⊗s e−itHf fε
∥∥ ≤ ε,

où Φg est un état fondamental de Hg associé à l’énergie Eg. Autrement dit, avec probabilité≥ 1− ε,
l’évolution ψt converge vers un état constitué de l’état fondamental Φg (atome entouré d’un nuage
de photons) et de photons qui se propagent à l’infini
Dans la première section, nous nous intéressons à une estimation de vitesse maximale pour le modèle

standard de la QED non relativiste, sans restriction sur la constante de couplage. Dans la deuxième
section, pour le modèle de Nelson, nous décrivons certaines formes d’estimations de vitesse minimale,
que nous utilisons ensuite pour obtenir la complétude asymptotique sous l’hypothèse que l’opérateur du
nombre de photons est uniformément borné le long de l’évolution. Remarquons que les résultats des
deux sections sont valables à la fois pour le modèle standard de la QED non relativiste et le modèle de
Nelson ; dans la deuxième section, nous choisissons de décrire nos résultats dans le cadre du modèle de
Nelson afin de rester proche de l’article [xvii], où ce choix du modèle de Nelson est fait essentiellement
dans un soucis de simplification des preuves.
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7-1 Vitesse maximale des photons

Dans cette section, nous décrivons les résultats obtenus en collaboration avec J.-F. Bony et I.M. Sigal
dans [xiv]. Nous considérons un atome ou une molécule avec noyaux fixes, interagissant avec le champ
électromagnétique quantifié dans le modèle standard de la QED non relativiste ; pour simplifier, nous
présentons nos résultats pour un atome d’hydrogène avec noyau infiniment lourd localisé à l’origine.
Le modèle considéré dans cette section est ainsi celui introduit dans la section 1-2, le hamiltonien étant
donné par (1.4).

Nous nous intéressons au comportement asymptotique de la dynamique associée au modèle. Notre
objectif est de montrer que les photons émis par l’atome s’éloignent de lui avec une vitesse qui ne dépasse
pas la vitesse de la lumière. Notons y = i∇k l’opérateur dans L2(R3 × {1, 2}) conjugué à la variable
d’impulsion des photons k. Les observables de la formes dΓ(1Ω(y)), où Ω est un sous-ensemble de R3,
sont alors interprétées comme le nombre de photons présents dans la région Ω. Bien que la question
de la localisation des photons soit une question délicate, largement débattue en physique théorique, on
peut noter que ces observables dΓ(1Ω(y)) sont proches de celles considérées dans [72, 95, 135] et sont
en accord avec une description théorique de la détection des photons (via l’effet photoélectrique, voir
[139]).

Rappelons que le seuil d’ionisation Σα est défini par l’expression

Σα = lim
R→∞

inf
ϕ∈DR
‖ϕ‖=1

〈ϕ,Hαϕ〉,

où DR = {ϕ ∈ D(Hα), ϕ(xel) = 0 si |xel| < R} (voir [89]). Nous nous intéressons seulement à des
états pour lesquels l’atome n’est pas ionisé, c’est-à-dire des états d’énergie strictement inférieure au seuil
d’ionisation. Nous dirons que les photons se propagent avec une vitesse ≤ c′ si pour tout état initial ψ0

appartenant à un ensemble dense dans 1]−∞,Σα[(Hα), pour tout c > c′, et pour toute fonction bornée F
supportée dans le domaine {s > 1}, l’état ψt du système au temps t vérifie∥∥dΓ

(
F (|y|/(ct))

) 1
2ψt
∥∥ −→ 0, lorsque t→ +∞.

Travaillant dans les unités telles que, en particulier, la vitesse de la lumière est égale à 1, notre but est de
montrer que les photons se propagent avec une vitesse ≤ 1.

Comme dans la section 6-3, nous faisons les quelques hypothèses suivantes sur le modèle : les vec-
teurs de polarisation ελ(k), λ = 1, 2, apparaissant dans (1.5), sont supposés ne dépendre que de k/|k|
(par exemple, on peut les prendre comme dans (1.8)), et la fonction de troncature ultraviolette χΛ est
choisie telle que χΛ est une fonction radiale et χΛ ∈ C∞0 (R3; R). D’autre part, le potentiel extérieur V
est supposé appartenir à L2

loc(R3) et être relativement borné par rapport à −∆xel
avec borne relative 0.

Introduisons encore quelques notations avant d’énoncer notre principal résultat. Nous définissions
l’espace de Hilbert X = D(dΓ(〈y〉)

1
2 ), associé à la norme

||u||X =
∥∥(dΓ(〈y〉) + 1

) 1
2u
∥∥.

Soit f ∈ C∞0 (R; [0, 1]) une fonction telle que supp(f) ⊂ [1, 2]. Posons F (s) =
∫ s
−∞ f(τ) dτ et

F (|y| ≥ ct) = F (|y|/(ct)). (7.1)

Dans ce qui suit, la notation f . g signifie que f ≤ Cg pour une certaine constante positive C.
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Théorème 7.1 (Estimation de la vitesse de propagation maximale des photons) Soit F définie com-
me dans (7.1), χ ∈ C∞0 (] −∞,Σα[) et c > 1. Pour tout u ∈ X , l’état ut = e−itHαχ(Hα)u du système
au temps t vérifie ∥∥∥dΓ

(
F (|y| ≥ ct)

) 1
2ut

∥∥∥ . t−γ ||u||X ,

avec

γ < min
(1

2

(
1− 1

c

)
,

1
10

)
.

Remarque 7.2

1. Le théorème précédent montre que l’état ut est supporté, asymptotiquement, dans la région {|y| ≤
ct}. En d’autres termes, avec la définition précédente, les photons ne se propagent pas plus vite
que la vitesse de la lumière.

2. Le théorème 7.1 est valable pour des valeurs quelconques de la constante de couplage α.

3. La preuve du théorème 7.1 s’adapte aisément au cas du modèle de Nelson de la section 1-3. Ainsi,
pour le hamiltonien (1.15), avec une fonction de couplage de la forme (1.16) et le paramètre µ
vérifiant µ > 0, on obtient∥∥∥dΓ

(
F (|y| ≥ ct)

) 1
2 e−itHgχ(Hg)u

∥∥∥ . t−γ ||u||X ,

avec

γ <
µ

2
min(

c̄− 1
2c̄− 1

,
1

2 + µ
).

4. Dans la littérature, une estimation du type de celle apparaissant dans le théorème 7.1 est généra-
lement appelée estimation de propagation forte (voir [60, 164]).

Pour des hamiltoniens de Pauli-Fierz avec un champ de bosons massifs (c’est-à-dire que la relation de
dispersion ω(k) = |k| est remplacée par ω(k) =

√
k2 +m2, m > 0), une version faible de l’estimation

de vitesse maximale est obtenue dans [61] (voir aussi [72]). Bien sûr, comme c’est souvent le cas, la
principale difficulté pour passer du résultat pour un modèle massif au résultat pour un modèle non massif
vient du fait que, dans les modèles non massifs, le nombre de photons n’est pas relativement borné par
rapport au hamiltonien. Par ailleurs, le fait de savoir si le nombre de photons émis est uniformément
borné en temps reste une question ouverte importante (une telle propriété est tout de même établie pour
le modèle spin-bosons, voir [55]).

Comme on peut le deviner à la lecture de la remarque 7.2 3), la singularité infrarouge du modèle
standard de la QED non relativiste est ici une autre difficulté qu’il nous faut traiter (la singularité infra-
rouge est de l’ordre de |k|−1/2, alors que, pour le modèle de Nelson, notre preuve est applicable pour
des singularités infrarouges d’ordre |k|µ avec µ > 0). L’usage pour contourner cette difficulté est d’ap-
pliquer une transformation de Pauli-Fierz améliorant la singularité infrarouge de l’interaction. Pour des
raisons de commodité technique, nous utilisons une transformation de Pauli-Fierz généralisée du type de
celle introduite dans [163]. Nous la définissions de la façon suivante : soit ϕ ∈ C∞(R; R) une fonction
croissante telle que ϕ(r) = r si |r| ≤ 1/2 et |ϕ(r)| = 1 si |r| > 1. Pour 0 < µ < 1/2, on définit la
fonction

qα(x, k, λ) = −α
1
2
χΛ(k)

|k|
1
2

+µ
ϕ(|k|µελ(k) · x),

et l’opérateur unitaire

U = e
− i√

2
Φ(qα(x))

,
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dans H. Le hamiltonien de Pauli-Fierz transformé est alors défini par H̃α = UHαU∗. Un simple calcul
donne l’expression

H̃α =
(
p+ α

1
2 Ã(x)

)2 + Eα(x) +Hf + Ṽα(x),

avec

Ã(x) = Φ(h̃Aα (x)), h̃Aα (x, k, λ) = hA(x, k, λ) +∇xqα(x, k, λ),

Eα(x) = Φ(eα(x)), eα(x, k, λ) = i|k|qα(x, k, λ),

Ṽα(x) = V (x) +
1
2

∑
λ=1,2

∫
R3

|k||qα(x, k, λ)|2dk,

où hA est définie dans (1.6). La transformation de Pauli-Fierz généralisée est commode dans la mesure
où l’opérateur H̃α est auto-adjoint avec domaine D(H̃α) = D(Hα) = D(p2 + Hf ) pour toutes valeurs
de α (voir [99, 105]). Les fonctions de couplages qα(x), h̃Aα (x) et eα(x) vérifient

|∂mk qα(x, k, λ)
∣∣ . χm(k)|k|−

1
2
−|m|〈x〉1+|m|,

|∂mk h̃Aα (x, k, λ)| . χm(k)|k|
1
2
−|m|〈x〉

1
µ

+|m|
,

|∂mk eα(x, k, λ)| . χm(k)|k|
1
2
−|m|〈x〉1+|m|,

où χm(k) ≥ 0 est à support compact et domine la fonction de troncature ultraviolette χΛ(k) ainsi que
toutes ses dérivées jusqu’à l’ordre |m|. En particulier, la singularité infrarouge des fonctions de couplage
dans H̃α est d’ordre |k|1/2. A l’aide de ces estimations, nous montrons un résultat similaire au théorème
7.1 pour l’opérateur H̃α, puis nous concluons en transférant le résultat à l’opérateur initial Hα.

Pour montrer l’estimation de vitesse maximale pour H̃α, nous employons la méthode des observables
de propagation en construisant une observable positive, non bornée, et dont la dérivée de Heisenberg est
négative à des termes de reste intégrables près. L’observable que l’on choisit est de la forme

Φt = t2γdΓ
(
G(y2/(ct)2)

)
,

où G est une fonction croissante, non bornée, convenablement choisie. La dérivée de Heisenberg est
définie, rappelons le, par l’expression

DΦt = ∂tΦt − i
[
Φt, H̃α

]
.

L’une des difficultés principales dans notre preuve est de montrer que les termes de restes sont effecti-
vement intégrables. Pour cela, comme dans la section 6-3, nous utilisons une version second quantifiée
de l’inégalité de Hardy dans R3, et nous combinons cette inégalité avec un contrôle de l’observable
dΓ(|k|−δ) le long de l’évolution pour 0 ≤ δ ≤ 1, obtenu de la même façon que dans [95].

7-2 Sur la vitesse minimale des photons et la complétude asymptotique

Dans cette section nous décrivons les résultats obtenus en collaboration avec I.M. Sigal dans [xvii].
Comme dans la section précédente, on s’intéresse au comportement asymptotique de la dynamique d’un
système de particules quantiques non relativistes interagissant avec le champ électromagnétique quan-
tifié. Notre objectif est maintenant d’obtenir des estimations sur la vitesse minimale de propagation des
photons. En utilisant certaines de ces estimations, nous montrons la complétude asymptotique pour la
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diffusion Rayleigh, à condition que l’opérateur du nombre de photons soit uniformément borné le long
de l’évolution.

Afin de souligner l’importance de la singularité infrarouge de l’interaction dans notre approche, nous
considérons le modèle de Nelson de la section 1-3 ; nos résultats sont néanmoins valables pour le modèle
standard de la QED non relativiste de la section 1-2.

Notons doncHg le hamiltonien de Nelson défini en (1.15), où la fonction de couplage est donnée dans
(1.16). Nous supposerons dans cette section que la fonction de troncature ultraviolette χΛ est choisie telle
que χΛ est une fonction radiale, χΛ ∈ C∞0 (R3; R), et que le potentiel extérieur V appartient à L2

loc(R3)
et est relativement borné par rapport à −∆xel

avec borne relative 0.

Soit y = i∇k l’opérateur associé à la position d’un photon. Rappelons que le seuil d’ionisation Σg

est défini par l’expression
Σg = lim

R→∞
inf
ϕ∈DR
‖ϕ‖=1

〈ϕ,Hgϕ〉,

où DR = {ϕ ∈ D(Hg), ϕ(x) = 0 si |x| < R}.
Comme précédemment, dans ce qui suit, la notation f . g signifie que f ≤ Cg pour une certaine

constante positive C. Nous dirons que le principe de Huygens quantique est satisfait si l’état du système
au temps t, ψt = e−itHψ0, vérifie l’estimation∫ ∞

1
dt t−α

′‖dΓ(χ |y|
ctα

=1
)

1
2ψt‖2 . ‖ψ0‖20,

pour toute condition initiale ψ0 ∈ Ran1]−∞,Σg [(Hg) dans un certain espace de Hilbert muni de la norme
‖ · ‖0, et pour tous α > 0 et c > 0 tels que ou bien α < 1 et c est quelconque, ou bien α = 1 et c < 1,
le paramètre α′ étant tel que 0 < α′ ≤ 1. En d’autres termes, asymptotiquement quand t → +∞,
il n’y a pas de photon dans la région {|y| ≤ ctα} avec α < 1 et c quelconque, ou dans la région
{|y| ≤ ct} avec c < 1. Dans nos estimations, le paramètre α′ dépend naturellement de α, et peut être
choisi croissant lorsque α décroı̂t. La notation χ·=1 désigne une fonction dans C∞0 (R; [0, 1]) et supportée
dans un voisinage de 1.

Comme dans le chapitre 4, nous supposerons que les valeurs propres excitées du hamiltonien électro-
nique Hel sont instables, ce qui est assurée par la condition suivante.

Condition 7.3 Le critère de la règle d’or de Fermi est satisfait pour toutes les valeurs propres excitées
(ej)j≥1 de Hel.

Remarque 7.4 Pour traiter le cas exceptionnel où une valeur propre ej ne serait pas instable, on aurait
besoin d’une estimation du type ‖ΠΩf(Hg)‖ . |g|, où ΠΩ est la projection sur le vide dans l’espace de
Fock, et f ∈ C∞0 (]Eg,Σg[\specpp(Hg)), uniformément en la distance du support de f à specpp(Hg).

Soit ν(ρ) ≥ 0 le plus petit des réels positifs satisfaisant l’estimation

〈ψt, dΓ(|k|ρ)ψt〉 . tν(ρ)‖ψ0‖2ρ, (7.2)

pour tout ψ0 ∈ Ran1]−∞,Σg [(Hg), où ‖ψ‖ρ = ‖
(
dΓ(|k|ρ) + 1

)1/2
ψ‖. Comme nous l’avons brièvement

mentionné dans la section 7-1, en généralisant un résultat de [95], on peut montrer que pour tout −1 ≤
ρ ≤ 1, l’inégalité (7.2) est satisfaite avec ν(ρ) = (1− ρ)/(2 + µ).

Nous allons considérer des conditions initiales appartenant aux ensembles

X1 = {ψ0 ∈ f(Hg)D(dΓ(|k|−1)1/2), f ∈ C∞0 (]−∞,Σg[)},
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et, pour ∆ ⊂]Eg,Σel[,

X2(∆) = {ψ0 ∈ f(Hg)D(dΓ(〈y〉)), f ∈ C∞0 (∆)},

où 〈y〉 = (1 + y2)1/2 et Σel = inf specess(Hel).

Théorème 7.5 (Estimation de la vitesse de propagation minimale des photons) Supposons que le pa-
ramètre µ dans la fonction de couplage (1.16) vérifie µ > −1/2. Soient β et c tels que, ou bien β < 1 et
c > 0, ou bien β = 1 et 0 < c < 1. Supposons de plus que

β > max
(5

6
+
ν(−1)− ν(0)

6
,
1
2

+
1

2(3
2 + µ)

)
. (7.3)

Alors, pour toute condition initiale ψ0 ∈ X1 et pour tout a > 1, l’état ψt = e−itHgψ0 du système au
temps t vérifie ∫ ∞

1
dt t−β−aν(0)

∥∥dΓ(χ |y|
ctβ

=1
)

1
2ψt
∥∥2

. ‖ψ0‖2−1. (7.4)

Théorème 7.6 (Propagation d’au moins un photon) Supposons que le paramètre µ dans la fonction
de couplage (1.16) vérifie µ > −1/2. Soit ∆ ⊂]Eg,Σel[. Supposons que la constante de couplage g
soit suffisamment petite et que la condition 7.3 soit satisfaite. Soit ν(−1) < α < 1 − ν(0). Pour toute
condition initiale ψ0 ∈ X2(∆), l’état ψt = e−itHgψ0 du système au temps t vérifie

‖Γ(χ|y|≤c′tα)ψt‖ . t−γ
∥∥(dΓ(〈y〉) + 1

)
ψ0

∥∥, (7.5)

où γ < 1
2 min(1− α− ν(0), 1

2(α− ν(0)− ν(−1))).

Remarque 7.7
1. Si l’on suppose que ν(0) = 0, on peut prendre ν(−1) = (3/2 + µ)−1. La condition (7.3) sur le

paramètre β dans le théorème 7.5 devient alors β > 5/6 + 1/(6(3/2 + µ)), et la condition sur α
dans le théorème 7.6 devient (3/2 + µ)−1 < α < 1.

2. L’estimation (7.5) peut être interprétée de la façon suivante : quand t → +∞, avec probabilité
tendant vers 1, ou bien tous les photons restent liés à l’électron dans l’état fondamental, ou bien
au moins un photon s’éloigne de l’électron avec une distance entre les deux qui grandit comme
O(tα).

3. Pour µ ≥ 1/2, un certain α > 0 et ψ0 ∈ 1∆(Hg), avec ∆ ⊂]Egs, e1 − O(g)[ (où e1 est tou-
jours la première valeur propre excitée de Hel), on peut obtenir directement (7.5) en utilisant la
décroissance de l’énergie locale uniforme de la section 6-3 combinée au fait que le nombre de
photons ne croı̂t “pas trop vite” le long de l’évolution.

Théorème 7.8 (Complétude asymptotique) Supposons que le paramètre µ dans la fonction de cou-
plage (1.16) vérifie µ > −1/2. Soit ∆ ⊂] − ∞,Σel[. Supposons que la constante de couplage g soit
suffisamment petite et que la condition 7.3 soit satisfaite. Supposons de plus que l’une des deux hy-
pothèses suivantes soit vérifiée :

(i) Pour tout ψ0 ∈ f(Hg)D(N1/2
ph ), avec f ∈ C∞0 (∆),

‖N
1
2

phψt‖ . ‖N
1
2

phψ0‖+ ‖ψ0‖, (7.6)

uniformément par rapport à t ∈ [0,+∞[ (autrement dit ν(0) = 0),



CHAPITRE 7. THÉORIE DE LA DIFFUSION 69

ou bien
(i’) Il existe un ensemble D tel que D∩D(dΓ(|k|−1/2〈y〉|k|−1/2)

1
2 ) est dense dans Ran1∆(Hg) et,

pour tout ψ0 ∈ D,
‖dΓ(|k|−1)

1
2ψt‖ ≤ C(ψ0), (7.7)

uniformément par rapport à t ∈ [0,+∞[, où C(ψ0) est une constante positive dépendant de ψ0.
Alors la complétude asymptotique est satisfaite dans Ran1∆(Hg).

Remarque 7.9
1. Nous considérons des états d’énergie inférieure à Σel, plutôt que des états d’énergie inférieure à

Σg, pour pouvoir couvrir la situation pour laquelle Σel est un point d’accumulation de valeurs
propres de Hel (c’est le cas, par exemple, si V est le potentiel de Coulomb). Remarquons que,
lorsque g tend vers 0, Σg tend vers Σel.

2. L’hypothèse (i) peut être remplacée par l’hypothèse légèrement plus faible suivante : il existe
1/2 ≤ δ1 ≤ δ2 tels que, pour tout ψ0 ∈ f(Hg)D(N δ2

ph), avec f ∈ C∞0 (∆),

‖N δ1
phψt‖ . ‖N δ2

phψ0‖+ ‖ψ0‖,

uniformément par rapport à t ∈ [0,+∞[.
3. L’avantage de l’hypothèse (i’) est que la borne uniforme sur l’observable dΓ(|k|−1) n’est requise

que pour un ensemble dense d’états initiaux arbitraire. En particulier, en modifiant légèrement
la preuve de De Roeck et Kupiainen [55], on peut montrer que l’hypothèse (i’) est vérifiée pour
le modèle spin-bosons non massif. Nos résultats combinés à ceux de [55] démontrent donc la
complétude asymptotique pour le modèle spin-bosons.

4. Les résultats des théorèmes 7.5, 7.6 et 7.8 s’adaptent au cas du modèle standard de la QED non
relativiste.

5. La complétude asymptotique peut être reformulée en termes d’opérateur d’ondes, par exemple de
la façon suivante. Notons Hb = Hpp(Hg) ∩ 1]−∞,Σg [(H) l’espace engendré par l’ensemble des
vecteurs propres de Hg associés à des valeurs propres dans ]−∞,Σg[. Soit

h0 =
{
h ∈ L2(R3),

∫
R3

(|k|−1 + |k|2)|h(k)|2dk <∞
}
.

L’opérateur d’onde Ω+ est défini surHb ⊗ Γfin(h0) par la formule

Ω+ = s- lim
t→∞

eitHgI(e−itHg ⊗ e−itHf ),

où s- lim désigne la limite forte, et où I est l’opérateur d’identification (voir [61, 72, 95, 116])
défini initialement sur l’espaceHel ⊗ Γfin(L2(R3))⊗ Γfin(L2(R3)) par l’expression

IΦ⊗
n∏
1

a∗(hi)Ω =
n∏
1

a∗(hi)Φ,

puis prolongé par continuité en un opérateur non borné sur H ⊗ Hph. On peut montrer (voir
[61, 72, 92]) que Ω+ est bien défini sur Hb ⊗ Γfin(h0) et se prolonge en une isométrie, désignée
par le même symbole, Ω+ : Has → H sur l’espace des états asymptotiques Has = Hb ⊗ Hph.
Sous les conditions du théorème 7.8, pour tout intervalle ∆ ⊂]−∞,Σg[, on a alors

Ω+(Πg ⊗ Π̄Ω)W+Π̄g + Πg = 1∆(Hg), (7.8)

où W+ est l’opérateur d’ondes inverses de Deift-Simon (voir plus bas), Πg est la projection sur
l’état fondamental deHg, ΠΩ est la projection sur le vide dans l’espace de Fock, et Π̄# = 1−Π#.
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Pour des modèles avec un champ de bosons massifs, le théorème 7.5 et une version faible du théorème
7.6 sont montrés dans [61]. La complétude asymptotique est démontrée pour un certain modèle explicite
(impliquant notamment un oscillateur harmonique) dans [15], pour une petite perturbation d’un modèle
explicite dans [169], et, pour des modèles avec un champ de bosons massifs, dans [61] pour des systèmes
confinés, et dans [72] pour des systèmes non confinés en dessous du seul d’ionisation.

Dans [95], Gérard considère un modèle abstrait de type Nelson avec des conditions sur la fonction
de couplage permettant par exemple le choix (1.16) avec µ > 0, et avec V (x) croissant à l’infini comme
V (x) ≥ c0|x|2α − c1, c0 > 0, α > 0. Dans ce cas, en particulier, le seuil d’ionisation Σg est égal à +∞.
Plusieurs résultats important sont établis dans [95] ; des espacesH±c (pour c < 1) sont construits de telle
façon que H±c contient les états avec seulement un nombre fini de photons dans la région {|y| ≥ c′t},
c′ > c, quand t → +∞. Une propriété appelée compétude asymptotique géométrique est établie : dans
H±c , l’ensemble des vides asymptotiques coı̈ncide avec l’ensemble des états avec aucun photon dans la
région {|y| ≥ c′t} pour tout c′ > c, quand t → ∞ (où l’ensemble des vides asymptotiques est défini
comme {Φ ∈ H, ∀h ∈ L2(R3), a±(h)Φ = 0}). De plus, il est montré dans [95] que si une estimation
de Mourre est satisfaite dans un intervalle spectral ∆, avec le générateur des dilatations B dans l’espace
de Fock comme opérateur conjugué, alors l’ensemble des vides asymptotiques appartenant àH±c , et avec
énergies dans ∆, coı̈ncide avec l’ensemble des vecteurs propres deHg associés à des valeurs propres dans
∆. Enfin, il apparaı̂t possible de montrer à partir des résultats de [95] que si le nombre de photons émis
est uniformément borné par rapport au temps, alors pour c < 1,H±c = H ; une conséquence des résultats
de [95] serait donc, pour les systèmes confinés, que si le nombre de photons émis est uniformément borné
(c’est le cas en particulier si (7.6) est satisfait), et si le hamiltonien vérifie une inégalité de Mourre avecB
comme opérateur conjugué dans un intervalle ∆, alors la complétude asymptotique est vérifiée dans ∆.
Mentionnons que, pour de petites valeurs de la constante de couplage, il n’est pas difficile de montrer une
estimation de Mourre avec B comme opérateur conjugué en dehors d’un voisinage du spectre ponctuel
deHel. Par ailleurs, en supposant que le paramètre infrarouge µ apparaissant dans (1.16) vérifie µ ≥ 1/2,
[75] fournit une méthode permettant d’avoir une telle estimation de Mourre à basses énergies.

Notre approche de la complétude asymptotique présente assez peu de points communs avec celle de
[95]. De plus un avantage de notre approche est qu’elle nous permet de traiter des modèles avec un seuil
d’ionisation fini (par exemple le modèle standard de la QED non relativiste avec le potentiel de Coulomb
comme potentiel extérieur) et d’obtenir la complétude asymptotique en dessous du seuil d’ionisation, en
supposant que le critère de la règle d’or de Fermi est vérifié, que le paramètre µ est strictement positif,
et que l’une des deux hypothèses (i) ou (i′) est satisfaite.

Comme dans la section précédente, nous utilisons la méthode des observables de propagation pour
démontrer les théorèmes 7.5 et 7.6. Au lieu de considérer directement l’observable |y|, qui pose un
certain nombre de difficultés techniques, nous commençons par démontrer des estimations correspondant
à celles des théorèmes 7.5 et 7.6 pour l’opérateur bε défini par

bε =
1
2

(v(k) · y + y · v(k)), v(k) =
k

|k|+ ε
, ε = t−κ,

avec κ > 0. Notons en particulier que l’opérateur bε est auto-adjoint lorsque ε > 0 ; ce n’est pas le
cas pour ε = 0, voir par exemple le chapitre 3. Une fois que l’on a obtenu ces estimations de propaga-
tions avec bε, nous en déduisons les théorèmes 7.5 et 7.6 en faisant intervenir d’autres observables de
propagation convenablement choisies.

Pour obtenir la complétude asymptotique formulée dans le théorème 7.8, un résultat central consiste
à démontrer l’existence de l’opérateur d’onde inverse de Deift-Simon W+. Celui-ci est défini de la façon
suivante : posons

j0 = χ bε
ctα
≤1,
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où χ·≤1 est une fonction de C∞(R) décroissante, bornée, et supportée dans ] − ∞, 1[, et définissons
j∞ par la relation j2

0 + j2
∞ = 1. On définit alors l’application j : L2(R3) → L2(R3) ⊕ L2(R3), par

j : h 7→ j0h⊕ j∞h. Transférée à l’espace de Fock, on obtient une application

Γ(j) : Γs(L2(R3))→ Γs(L2(R3)⊕ L2(R3)).

Les espaces Γs(L2(R3)⊕ L2(R3)) et Γs(L2(R3))⊗ Γs(L2(R3)) étant unitairement équivalents, on note
U l’opérateur unitaire permettant de passer du premier au second, et on pose

Γ̌(j) : Γs(L2(R3))→ Γs(L2(R3))⊗ Γs(L2(R3)), Γ̌(j) = UΓ(j).

Nous avons ainsi Γ̌(j)∗Γ̌(j) = 1. Notons qu’une telle construction abstraite de l’opérateur Γ̌(j) apparaı̂t
dans [61]. La particularité de notre approche consiste en le choix des opérateurs j0 et j∞ donnés par
j0 = χ bε

ctα
≤1 et j2

0 + j2
∞ = 1. Avec ces notations, l’opérateur d’onde inverse de Deift-Simon est défini

par l’expression
W± = s- lim

t→∞
eit(Hg⊗1+1⊗Hf )Γ̌(j)e−itHg . (7.9)

En choisissant bien les paramètres ε = t−κ et α, puis en utilisant l’estimation de vitesse minimale
du théorème 7.5 avec bε à la place de |y|, l’estimation de vitesse maximale obtenue dans la section
précédente, et l’hypothèse de borne uniforme (i) ou (i′) du théorème 7.8, nous démontrons alors à l’aide
d’un argument de type Cook que W± existe.

Finalement, les définitions (7.8) et (7.9) de Ω± et W±, combinées aux relations Γ̌(j)∗Γ̌(j) = 1,
Γ̌(j)∗ = IΓ(j0)⊗Γ(j∞), et à l’estimation de vitesse minimale du théorème 7.6 (encore une fois avec bε
à la place de |y|) nous permettent de démonter le théorème 7.8.
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Chapitre 8

Introduction

Le problème de base de la théorie spectrale inverse consiste à retrouver la forme d’un certain opéra-
teur à partir de son spectre. Dans cette optique, les résultats théoriques les plus précis ont sans doute été
obtenus pour les opérateurs de Sturm-Liouville, c’est-à-dire les opérateurs de Schrödinger en dimension
1,

A = − d2

dx2
+ q(x),

où q est un potentiel à valeurs réelles. Sur un intervalle borné, le spectre d’un tel opérateur est purement
discret ; le problème est alors de savoir si l’on peut retrouver le potentiel q(x) en supposant connues les
valeurs propres de H . La littérature existant sur ce sujet est extrêmement vaste ; nous nous contenterons
ici de mentionner quelques résultats importants en lien avec les travaux que nous allons présenter dans
la suite.

En 1946, Borg [37] montre que deux spectres d’opérateurs de Sturm-Liouville déterminent de ma-
nière unique le potentiel q. Plus précisément, soient deux opérateurs de Sturm-Liouville

H1 = − d2

dx2
+ q1(x), H2 = − d2

dx2
+ q2(x),

sur un intervalle borné. Si H1 et H2 ont les mêmes spectres lorsque l’on fixe un ensemble de conditions
aux bords, et s’ils ont toujours le même spectre pour un second ensemble de conditions aux bords, alors
q1 = q2 presque partout sur l’intervalle borné considéré. Voir aussi Levinson [131].

A la suite des travaux de Marčenko [140, 141], un rôle important dans la théorie spectrale inverse
des opérateurs de Sturm-Liouville est joué par certains opérateurs dits opérateurs de transformation.
En appliquant ceux-ci, Marčenko montre qu’un opérateur de Sturm-Liouville est déterminé de façon
unique par sa “fonction spectrale”. Voir aussi Gel’fand et Levitan [80]. La connaissance de la fonction
spectrale d’un opérateur de Sturm-LiouvilleA est par ailleurs équivalente à la connaissance de la “donnée
spectrale” de A, constituée de l’ensemble des valeurs propres de A et d’un ensemble de nombres appelés
“poids” (voir par exemple [67]).

En 1978, Hochstadt et Lieberman [111] initient un nouveau type de résultats en supposant que le
potentiel q est connu partiellement a priori. Il est établi que la connaissance du potentiel q(x) sur une
moitié de l’intervalle considéré, ajoutée à la connaissance du spectre deH , détermine q(x) sur l’intervalle
total de façon unique. Plus précisément, si q1 et q2 coı̈ncident sur [0, 1/2] et si, étant données certaines
conditions aux bords, les spectres de H1 et H2 sont égaux, alors q1 = q2 presque partout sur [0, 1].
Voir aussi Hald [97] où il est démontré que le résultat ne change pas si l’on suppose que l’on connaı̂t
seulement le spectre privé d’une valeur propre, pourvu que q soit continu au voisinage de 1/2.
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En 2000, Gesztezy et Simon [84] généralisent les résultats de Hochstadt–Lieberman et Hald dans
plusieurs directions (voir aussi Del Rio, Gesztesy et Simon [56, 57]). En particulier, Gesztezy et Simon
montrent que si q est de classe C2k dans un voisinage de 1/2, alors il suffit de connaı̂tre q sur [0, 1/2]
ainsi que le spectre de H privé de (k + 1) valeurs propres pour pouvoir déterminer q de façon unique
sur [0, 1]. De plus, il est établi dans [84] que l’on peut remplacer la connaissance de q sur [0, 1/2] par
la connaissance de q sur un intervalle plus grand [0, a], avec 1/2 ≤ a ≤ 1, ce qui autorise à supposer
connue une quantité plus petite, dépendant de a, de valeurs propres de H , pour pouvoir affirmer que q
est déterminé de façon unique.

Les résultats que nous allons présenter dans cette partie s’inscrivent dans la continuité des travaux
[56, 84, 97, 111] et concernent ainsi la théorie spectrale inverse en dimension 1 d’opérateurs pour les-
quelles certaines informations partielles sur le potentiel sont supposées connues a priori. Le chapitre 9
fournit une généralisation d’un résultat de Gesztezy et Simon pour les opérateurs de Sturm-Liouville
sur l’intervalle unité, les hypothèses de régularité de q apparaissant dans [84] (du type q ∈ C2k) étant
remplacées par des hypothèses de régularité de q dans des espaces de Sobolev. Dans le chapitre 10, nous
étudions la théorie spectrale inverse d’un opérateur AKNS (ou opérateur de Dirac) sur l’intervalle unité,
et obtenons, pour cet opérateur, des résultats du même type que ceux du chapitre 9.



Chapitre 9

Opérateurs de Sturm-Liouville sur [0, 1]
avec des potentiels dans des espaces de
Sobolev

Dans ce chapitre nous décrivons les résultats obtenus en collaboration avec L. Amour et T. Raoux
dans les articles [iv] et [vi]. Nous considérons l’opérateur de Schrödinger

Aq,h,H = − d2

dx2
+ q(x),

défini sur l’intervalle [0, 1], où q est un potentiel à valeurs réelles appartenant à L1([0, 1]). Cet opérateur
est associé aux conditions aux bords

u′(0) + hu(0) = 0, u′(1) +Hu(1) = 0,

où h et H sont des nombres réels. Rappelons que pour tout (q, h,H) ∈ L1([0, 1]) × R2, l’opérateur
Aq,h,H dans l’espace de Hilbert L2([0, 1]) est un opérateur auto-adjoint. Le spectre de Aq,h,H , noté
spec(Aq,h,H), est purement discret ; il est constitué d’une suite strictement croissante et non bornée de
valeurs propres de multiplicités 1 que l’on note (λj(q, h,H))j∈N.

Comme mentionné dans l’introduction, notre objectif est ici de déterminer un ensemble de valeurs
propres qui, ajouté à la connaissance du potentiel q sur [a, 1] pour un certain a ∈ [0, 1/2], permet de
déterminer q presque partout sur [0, 1] de façon unique. Comparé aux résultats de la littérature cités dans
l’introduction (voir en particulier [84]), l’hypothèse centrale de notre théorème concerne l’appartenance
des potentiels à des espaces de Sobolev W k,p.

Pour toute suite complexe α = (αj)j∈N et pour tout t ≥ 0, on pose

nα(t) = #{j ∈ N, |αj | ≤ t}.

Théorème 9.1 Soient q1, q2 ∈ L1([0, 1]), a ∈]0, 1/2], k ∈ N et p ∈ [1,+∞]. Supposons que q1 = q2

sur [a, 1], q1, q2 ∈W k,1(]a− ε, a[) et q1 − q2 ∈W k,p(]a− ε, a[ ) pour un certain ε ∈]0, a[.

Soient h1, h2, H ∈ R. Soit de plus un ensemble de valeurs propres communes

S ⊂ spec(Aq1,h1,H) ∩ spec(Aq2,h2,H),

tel que l’une des deux hypothèses suivantes est vérifiée :
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(i) Il existe t0 ∈ R tel que pour tout t ≥ t0, t ∈ spec(A),

nS(t) ≥ 2anspec(A)(t)−
k

2
+

1
2p
− 1

2
− a,

où A désigne Aq1,h1,H ou Aq2,h2,H .
ou bien

(i’) Il existe t0 ∈ R et C ∈ R tels que pour tout t ≥ t0, t ∈ S,

2anspec(A)(t) + C ≥ nS(t) ≥ 2anspec(A)(t)−
k

2
+

1
2p
− 2a,

où A désigne Aq1,h1,H ou Aq2,h2,H .

Alors h1 = h2 et q1 = q2.

Remarque 9.2
1. Dans le cas p = +∞, le terme 1/p dans les hypothèses (i) et (i′) est retiré.

2. Seule la différence entre q1 et q2 est supposée appartenir à W k,p au voisinage de a, et non les
potentiels q1 et q2 eux-mêmes.

3. Dans le cas où k = 0, p = 1 et a = 1/4, on retrouve grâce à l’hypothèse (i’) un résultat déjà
obtenu par Amour et Raoux dans [12] (où des potentiels dans des espaces Lp sont considérés) :
soient q ∈ L1([0, 1]) et H ∈ R. Alors le spectre pair (respectivement impair) (λ2j(q, h,H))j≥0

(respectivement (λ2j+1(q, h,H))j≥0), ajoutée à la connaissance de q sur [1/4, 1] et à la connais-
sance de H , déterminent h et le potentiel q presque partout sur [0, 1] de façon unique.

4. Dans le cas p = +∞ et a = 1/2, en utilisant l’hypothèse (i), on obtient un énoncé qui améliore
légèrement un théorème de Gesztesy et Simon [84]. Plus précisément, on a le résultat suivant :
soient k ∈ N, et q1, q2 ∈ L1([0, 1]) tels que q1 = q2 sur [1/2, 1], q1, q2 ∈ W 2k,1(]1/2− ε, 1/2[ et
q1 − q2 ∈W 2k,∞(]1/2− ε, 1/2[) pour un certain ε > 0. Soient h1, h2, H ∈ R. Si

spec(Aq1,h1,H) = spec(Aq2,h2,H),

sauf au plus pour k+ 1 valeurs propres, alors h1 = h2 et q1 = q2 presque partout sur [0, 1]. Dans
[84], l’hypothèse plus forte q1 − q2 ∈ C2k dans un voisinage de 1/2 est considérée.

5. Comme cas particulier du résultat énoncé dans la remarque précédente, on retrouve aussi le
résultat de Hald [97] : si q ∈ L1([0, 1]) est dans L∞ au voisinage de 1/2 (donc, en particu-
lier, si q est continue au voisinage de 1/2), alors la connaissance de q sur [1/2, 1], de H , et de
toutes les valeurs propres de Aq,h,H sauf au plus une, déterminent h et q presque partout sur [0, 1]
de façon unique.

6. Dans l’article [iv], nous obtenons un résultat similaire, mais seulement pour k ∈ {0, 1, 2}, et
avec des hypothèses de régularités de q1, q2 sur l’intervalle [0, a] entier. L’analyse de l’article
[vi], basée sur l’utilisation d’opérateurs de transformation, nous permet de considérer des valeurs
quelconques de k et de n’imposer la régularité de q1 et q2 que sur un voisinage arbitrairement
petit de a.

Notre approche pour démontrer le théorème 9.1 est différente de celle de Gesztesy et Simon [84].
La stratégie générale suivie dans la preuve du théorème 9.1 est néanmoins standard (voir par exemple
[130]) : écrivons l’ensemble S de valeurs propres communes du théorème 9.1 sous la forme S =
{sj}j∈N. On construit alors une fonction entière f qui s’annule en tous les points sj et dont on peut
estimer le taux de croissance à l’infini dans le plan complexe. En utilisant le fait que la distribution des



CHAPITRE 9. OPÉRATEURS DE STURM-LIOUVILLE SUR [0, 1] AVEC DES POTENTIELS DANS DES ESPACES DE SOBOLEV 79

zéros d’une fonction entière est liée à son taux de croissance à l’infini (théorème de Jensen, voir par
exemple [130]), on en déduit que la fonction f est identiquement nulle, puis que h1 = h2 et q1 = q2.

Plus précisément, la fonction f est définie comme suit : pour q ∈ L1([0, 1]), H,h ∈ R et z ∈ C, soit
ψ(·, z, q, h) la solution sur [0, 1] de l’équation

−d2ψ

dx2
+ qψ = z2ψ

avec conditions aux bords ψ(0) = 1, ψ′(0) = −h. Rappelons que ψ(x, ·, q, h) est une fonction entière
(voir par exemple [133]). Pour tout z ∈ C, posons

f(z) =
∫ a

0

(
ψ(x, z, q1, h1)ψ(x, z, q2, h2)− 1

2

)
(q1(x)− q2(x))dx.

L’estimation que nous obtenons sur la fonction f , basée sur l’utilisation d’opérateurs de transformation
(voir par exemple [67, 130, 134, 142]), est le point central de notre démonstration ; elle est énoncée dans
la proposition suivante :

Proposition 9.3 Soient a ∈]0, 1/2], k ∈ N, et p ∈ [1,+∞]. Soient q1, q2 ∈ L1([0, 1])∩W k,1(]a− ε, a[)
tels que q1 − q2 ∈ W k,p(]a − ε, a[) pour un certain ε ∈]0, a[. Supposons de plus que, dans le cas où
k ≥ 1, q1 − q2 ∈ Ck−1(]a − ε, a + ε[) pour un certain ε ∈]0, a[. Alors il existe C ≥ 0 telle que, pour
tout z ∈ C \ R,

|f(z)| ≤ C
e2|Imz|a

|Imz|k+1− 1
p

(e−ε
′|Imz| + o(1)),

quand ε′ → 0+.

Etant donnée cette estimation, on procède alors de la façon suivante pour démontrer le théorème 9.1 :
soit S1/2 = {±√sj , j ∈ N}. Pour toute suite complexe α, on pose

Nα(R) =
∫ R

0

nα(t)
t

dt,

pour tout R > 0, où nα(t) est défini plus haut. En utilisant le comportement asymptotique de la distribu-
tion des valeurs propres des opérateurs de Sturm-Liouville (voir par exemple [67, 153]), on vérifie que
l’une des deux hypothèses (i) ou (i′) impliquent que la suite(

N
S

1
2
(
√
sj)−

4a
π

√
sj +

(
k + 1− 1

p

)
ln
√
sj

)
j∈N

est semi-bornée inférieurement. D’autre part, en utilisant la proposition 9.3 et le théorème de Jensen, on
montre que, si f n’est pas identiquement nulle, alors

lim
R→+∞

Nf−1(0)(R)− 4a
π
R+

(
k + 1− 1

p

)
lnR = −∞.

Les deux dernières équations, combinées au fait que Nf−1(0) ≥ NS1/2 , entraı̂nent une contradiction si
l’on suppose que f n’est pas identiquement nulle. Pour conclure, on utilise le résultat bien connu que
f ≡ 0 implique (q1, h1) = (q2, h2) (voir par exemple [130]).
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Chapitre 10

Opérateurs AKNS sur [0, 1]

Ce chapitre décrit les résultats obtenus en collaboration avec L. Amour dans l’article [xv]. Nous
considérons l’opérateurH(p, q) agissant dans L2([0, 1])× L2([0, 1]) et défini par l’expression

H(p, q) =
(

0 −1
1 0

)
d

dx
+
(
−q p
p q

)
,

pour p, q ∈ L2([0, 1]; R). Cet opérateur est appelé opérateur AKNS (Ablowitz-Kaup-Newell-Segur [1]).
Rappelons que l’opérateur AKNS est unitairement équivalent à l’opérateur de Zakharov-Shabat [180],
et qu’il apparaı̂t comme le premier opérateur dans la décomposition en somme directe de l’opérateur de
Dirac avec potentiel radial dans R3 (voir par exemple [162]).

Un élément F ∈ L2([0, 1])× L2([0, 1]) est noté sous la forme

F =
(
Y
Z

)
.

L’opérateur AKNS est associé aux conditions de Dirichlet Y (0) = Y (1) = 0. Sans perte de généralité
(voir [8]), on peut en fait choisir les conditions aux bords Z(0) = Z(1) = 0, ou plus généralement{

cosα Y (0) + sinα Z(0) = 0
cosβ Y (1) + sinβ Z(1) = 0

(10.1)

avec (α, β) ∈ R2. Nous notons H(α, β, p, q) l’opérateur auto-adjoint de domaine

D(H(α, β, p, q)) =
{
F =

(
Y
Z

)
, F ∈ H1(0, 1)×H1(0, 1), F satisfait (10.1)

}
,

et défini par
H(α, β, p, q)F = H(p, q)F,

pour tout F ∈ D(H(α, β, p, q)). Le spectre de H(α, β, p, q) est purement discret et est constitué d’une
suite strictement croissante de valeurs propres non dégénérées (λk(α, β, p, q))k∈Z. Le développement
asymptotique des valeurs propres est donné par (voir par exemple [7, 87])

(λk(α, β, p, q)− kπ − α+ β)k∈Z ∈ `
2(Z). (10.2)

Notre principal résultat fournit un ensemble de valeurs propres suffisamment grand pour déterminer
de façon unique la paire de potentiels (p, q), pourvu que p et q soient déjà connus sur l’intervalle ]a, 1]
et qu’ils satisfassent une hypothèse de régularité au voisinage de a. Comme dans la section précédente,
pour tout ensemble de nombres complexes E et pour tout t ≥ 0, nous notons

nE(t) = #{e ∈ E, |e| ≤ t}.
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Théorème 10.1 Soient (p1, q1), (p2, q2) ∈ L2([0, 1]) × L2([0, 1]) et soit a ∈]0, 1/2] tels que (p1, q1) =
(p2, q2) sur ]a, 1]. Soient α, β ∈ R2. Soit S un ensemble commun de valeurs propres de H(α, β, p1, q1)
et H(α, β, p2, q2), i.e.

S ⊂ spec(H(α, β, p1, q1)) ∩ spec(H(α, β, p2, q2)).

Soient enfin k ∈ N et r ∈ [2,+∞].

Supposons qu’il existe M ≥ 0 tel que pour tout t ≥M , t ∈ spec(A),

nS(t) > 2anspec(A)(t)− k − 1 +
1
r
, (10.3)

où l’opérateur A désigne H(α, β, p1, q1) ou H(α, β, p2, q2). Supposons de plus que

x 7→ (a− x)−k((p1 − p2)(x), (q1 − q2)(x)) ∈ Lr(]a− ε, a[)× Lr(]a− ε, a[), (10.4)

pour un certain ε > 0.

Alors (p1, q1) = (p2, q2) sur [0, 1].

Remarque 10.2

1. En utilisant une inégalité de Hardy, on peut vérifier que l’hypothèse 10.4 peut être remplacée par
l’hypothèse plus forte

(p1 − p2, q1 − q2) ∈W k,r(]a− ε, a[)×W k,r(]a− ε, a[),

(p1, q1)(j)(a−) = (p2, q2)(j)(a−), j = 0, . . . , k − 1,

pour un certain ε > 0.

2. Dans le cas r = +∞, le terme 1/r est retiré dans l’hypothèse (10.3).

3. Seule la différence de potentiels est supposée satisfaire l’hypothèse (10.4), et non les potentiels
eux-mêmes.

4. On peut supposer que les paramètres α et β ne sont pas connus et les retrouver en utilisant (10.2).

Des résultats de théorie spectrale inverse pour l’opérateur AKNS avec des informations a priori sur
les potentiels sont démontrés par Del Rio et Grébert dans [58]. Dans [58], la partie supposée connue des
spectres de H(α, β, p1, q1) et H(α, β, p2, q2) est de la forme particulière S = {λj0j(p, q, α, β), j ∈ Z}
pour un certain j0 ∈ N, et les paramètres k et r du théorème 10.1 ont les valeurs particulières k = 0 et
r = 2. Le théorème 10.1 peut donc être vu comme une généralisation des résultats de [58].

L’approche générale que nous suivons pour démontrer le théorème 10.1 est la même que celle de
[58] (voir aussi [130] et la section précédente pour le cas des opérateurs de Sturm-Liouville). Plus
précisément, on définit une fonction entière f dépendant des deux paires de potentiels (p1, q1) et (p2, q2),
telle que, en particulier, f s’annule en tout point de l’ensemble S. La fonction f est définie de la façon
suivante : soit F (·, z, p, q) la solution définie sur [0, 1] de

H(p, q)F (·, z, p, q) = zF (·, z, p, q), F (0, z, p, q) =
(

0
1

)
,

pour (p, q) ∈ L2([0, 1]) × L2([0, 1]) et z ∈ C. Soient u et v les formes bilinéaires sur R2 × R2 définies
par u(a, b) = a1b1 − a2b2 et v(a, b) = a1b2 + a2b1 pour tous a = (a1, a2) ∈ R2 et b = (b1, b2) ∈ R2.
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On peut vérifier (voir [134]) que, pour tous x ∈ [0, 1] et (p, q) ∈ L2([0, 1]) × L2([0, 1]), chacune des
deux composantes de z 7→ F (x, z, p, q) est une fonction entière. Posons, pour tout z ∈ C,

f(z) =
∫ a

0

〈(
v(F (x, z, p1, q1), F (x, z, p2, q2))
−u(F (x, z, p1, q1), F (x, z, p2, q2))

)
,

(
p1(x)− p2(x)
q1(x)− q2(x)

)〉
dx.

Il n’est pas difficile de vérifier (voir [58] ou [xv]) que f s’annule en toute valeur propre commune de
H(0, 0, p1, q1) et H(0, 0, p2, q2).

La première étape de la preuve est d’estimer la croissance de la fonction f à l’infini dans le plan com-
plexe afin d’en déduire, à l’aide du théorème de Jensen, que f est identiquement nulle. Plus précisément,
nous montrons la proposition suivante :

Proposition 10.3 Soient (p1, q1), (p2, q2) ∈ L2([0, 1]) × L2([0, 1]), k ∈ N et r ∈ [2,+∞]. Supposons
que l’hypothèse (10.4) est vérifiée pour un certain ε > 0. Alors il existe C > 0 telle que, pour tout
z ∈ C \ R,

|f(z)| ≤ C
e2|Imz|a

|Imz|k+1− 1
r

(e−ε
′|Imz| + o(1)),

quand ε′ → 0+.

L’estimation de f à partir de l’hypothèse (10.4) apparaissant dans la proposition 10.3 constitue notre
principale contribution. Sa preuve est basée sur un découpage adéquat du domaine d’intégration, com-
biné essentiellement à des estimations de Hölder. En particulier, cette estimation ainsi que la méthode
pour l’obtenir diffèrent de celles employées dans [58]. Remarquons également que, si l’on compare
le théorème 10.1 au théorème 9.1 du chapitre précédent pour les opérateurs de Sturm-Liouville, une
différence notable est que, dans le théorème 10.1, l’hypothèse de régularité portant sur la différence de
potentiels n’est plus énoncée en termes d’espaces de Sobolev, mais plutôt en les termes de l’hypothèse
(10.4). D’après la remarque 10.2 1), l’hypothèse (10.4) est plus faible que l’hypothèse correspondante de
régularité dans des espaces de Sobolev ; cette amélioration par rapport au chapitre 9 est rendue possible
grâce à l’approche différente, plus directe, que nous suivons.

La deuxième étape de la preuve est de montrer que si f ≡ 0, alors (p1, q1) = (p2, q2). Ce point ne
dépend pas des hypothèses (10.3) et (10.4) ; il est établi dans [58].
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[10] L. Amour, B. Grébert, and J.-C. Guillot. The dressed nonrelativistic electron in a magnetic field.
Mathematical Methods in the Applied Sciences, 29(10) :1121–1146, 2006.
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[28] V. Bach, J. Fröhlich, I. M. Sigal, and A. Soffer. Positive commutators and the spectrum of
Pauli-Fierz Hamiltonian of atoms and molecules. Communications in Mathematical Physics,
207(3) :557–587, 1999.

[29] E. Balslev and J.-M. Combes. Spectral properties of many-body Schrödinger operators with
dilatation-analytic interactions. Communications in Mathematical Physics, 22(4) :280–294, 1971.

[30] J.-M. Barbaroux, M. Dimassi, and J.-C. Guillot. Quantum electrodynamics of relativistic bound
states with cutoffs, II. Contemporary Mathematics, 307(6) :9–14, 2002.

[31] J. M. Barbaroux, M. Dimassi, and J.-C. Guillot. Quantum electrodynamics of relativistic bound
states with cutoffs. Journal of Hyperbolic Differential Equations, 1(2) :271–314, 2004.

[32] J.-M. Barbaroux and J.-C. Guillot. Limiting absorption principle at low energies for a mathema-
tical model of weak interaction : The decay of a boson. Comptes Rendus Mathématique, 347(17-
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41(1) :272–284, 1982.
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Annales Henri Poincaré, 3(1) :107–170, 2002.
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