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Introduction

Systeme physique

o 1 électron “libre” décrit par les parameétres Xe1, pel = —iVx,,, @, Mel

e Spin négligé, He = L2(R?)

o Unités: h=c=1

o Electron non relativiste, Hey = pZ/(2me1)

e Interaction avec le champ électromagnétique quantifié en jauge de Coulomb
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Introduction

Systeme physique

o 1 électron “libre” décrit par les parameétres Xe1, pel = —iVx,,, @, Mel

e Spin négligé, He = L2(R?)

o Unités: h=c=1

o Electron non relativiste, Hey = pZ/(2me1)

e Interaction avec le champ électromagnétique quantifié en jauge de Coulomb

Hamiltonien réduit

e Le systeme physique est invariant par translation : le Hamiltonien H,
commute avec |'opérateur d'impulsion totale

e Pour une impulsion totale P fixée, on s'intéresse au Hamiltonien réduit
associé Hn(P)
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Introduction

Systeme physique

o 1 électron “libre” décrit par les parameétres Xe1, pel = —iVx,,, @, Mel

e Spin négligé, He = L2(R?)

o Unités: h=c=1

o Electron non relativiste, Hey = pZ/(2me1)

e Interaction avec le champ électromagnétique quantifié en jauge de Coulomb

Hamiltonien réduit

e Le systeme physique est invariant par translation : le Hamiltonien H,
commute avec |'opérateur d'impulsion totale

e Pour une impulsion totale P fixée, on s'intéresse au Hamiltonien réduit
associé Hn(P)

Question

Spectre de H.(P) pour « et P fixés suffisamment petits ?
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e Espace de Hilbert pour un photon :

Espace de Fock (1)

L2(R3 x Zy)
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Espace de Fock (1)

e Espace de Hilbert pour un photon : L*(R® x Z,)

e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

Fo=Co@PSLA(R* x Z)") =P F!

n>1 n>0

ou S, est I'opérateur de symétrisation
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Espace de Fock (1)

e Espace de Hilbert pour un photon : L*(R® x Z,)

e Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

=Cao P SL*((R® x 2,)") = P 77

n>1 n>0

ou S, est I'opérateur de symétrisation
e Opérateurs de création et d'annihilation pour f € L2(R? x Z,) :

(a*(f)d))(")(Kl, ’ n \/*Z o 1) K17 7ki7"' 7Kn)

@A)V (Ke - Ky = VAT [ FK)OPI(K, K- | Ko)dK

R3 X Z,
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Espace de Fock (1)

Espace de Hilbert pour un photon : L*(R® x Z,)

Espace de Fock symétrique pour le champ de photons :

=Cao P SL*((R® x 2,)") = P 77

n>1 n>0

ou S, est I'opérateur de symétrisation

e Opérateurs de création et d'annihilation pour f € L2(R? x Z,) :

(" (A®) " (Ky, -+, Kn) fz DKy, Ky

(a(F)®) (K, Ka) = Vn+1 FK)O" (K, Ky, -

R3 X Z,

e Relations canoniques de commutation :

[a(F), a"(g)] = [a(f), a(g)] =
[a(f), 2" (g)] = (f, &)

7K")

,Kn)dK
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Espace de Fock (2)

o Notations “physiques” :

a(f)z/RBXZZ f(K)a(K)dK, a*(f)z/JR

3xZp

f(K)a*(K)dK
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Espace de Fock (2)

o Notations “physiques”

.;;(1f)=/R3XZ f(K)a(K)dK, a*(f):~/JR3><Z f(K)a"(K)dK

e Soit b un opérateur de L?(R® x 7). La seconde quantification de b est
I'opérateur de F, défini par :

|fn—zll® @1

dr(b)Q =0

ol 2 =(1,0,0,-) est le vecteur du vide de photons
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Espace de Fock (2)

o Notations “physiques”

a(f)z/RBXZ f(K)a(K)dK, a*(f):~/JR3><Z f(K)a"(K)dK

e Soit b un opérateur de L?(R® x 7). La seconde quantification de b est
I'opérateur de Fs défini par :

b)|Fn = Z 1®- ®1
dr(p)2 =0
ol 2 =(1,0,0,-) est le vecteur du vide de photons
e Exemples :

* Opérateur du nombre de photons : Ap, = dI(1)
* Impulsion du champ de photons libre : P, = dI'(k)
* Energie du champ de photons libre : Hp, = dI'(||)

6
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Le Hamiltonien H,

e Espace de Hilbert pour I'électron et le champ de photons :

2]
H=L*(R? dxa) ® Fe ~ L2(R?,dxet; Fs) = [ Fodxa

R3
e Hamiltonien de Pauli-Fierz agissant dans H :
1 1 2
Ha = 5 \Pel — 2ZA H, 1
2me1(pl @ ) + Fpy
ou A= fm@ (Xe1)dxel et
k * —ik-x, ik-x,
A(xel):/ w(k) ex(k) (a (K)e 7 4+ a(K)e™ Cl)dK
R3 X7y |k‘

th:/ |kla® (K)a(K)dK
R3 X Zy
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e H, commute avec |'opérateur d'impulsion totale Piot = pel + Pph :

[Ha-, Ptot] =0
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Le Hamiltonien réduit H,(P)

e H, commute avec |'opérateur d'impulsion totale Piot = pel + Pph :

[Hou Ptot] =0

On en déduit

Proposition
Pour tout o € R,

® ®
He f:/ Ho(P)dP  dans H:/ FsdP,
JR R3

23

ol le Hamiltonien réduit Ha(P) est donné par :

Ha(P) = 2m 3 (P = Pon = a2 A(0))* + Hyn

De plus D(H.(P)) = D(ﬁPﬁh + Hpn) pour tout P € R® et o € R
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Spectre de H,(P)

(pour |P| < pe < mei)
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Energie fondamentale

2:%1 (P —Pon — a%A(O))z + Hpn, Eo(P) =info(Ha(P))

Ho(P) =

Proposition

Symétrie par rapport aux rotations = E,(P) = E.(|P|)
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Energie fondamentale

2:%1 (P —Pon — a%A(O))z + Hpn, Eo(P) =info(Ha(P))

Ha(P) =

Proposition

Symétrie par rapport aux rotations = E,(P) = E.(|P|)

Proposition ([Bach-Chen-Frohlich-Sigal’07], [Chen’08],
[Chen-Frohlich-Pizzo'09], [Frohlich-Pizzo'10])

Soit « fixé suffisamment petit. Alors P — E.(P) est 2 fois dérivable sur
{P,IP| < pc}

11/26
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Energie fondamentale

Ha(P) = 2; (P — Py — a2 A(0))’ + Hpn,  Ea(P) = inf o(Ha(P))
el
Proposition

Symétrie par rapport aux rotations = E,(P) = E.(|P|)

Proposition ([Bach-Chen-Frohlich-Sigal'07], [Chen’08],
[Chen-Frohlich-Pizzo'09], [Frohlich-Pizzo'10])

Soit « fixé suffisamment petit. Alors P — E,(P) est 2 fois dérivable sur
{P,IP| < pc}

Remarque

La masse renormalisée de |'électron peut étre définie de la fagon suivante :

1 P
Mien = —————~ oOU Op =—-Vp
(9% Ex)(0) AT
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Existence d’états fondamentaux

Théoreme ([Chen-Frdhlich’07], [Chen'08], [Chen-Frohlich-Pizzo'09])
Soit « fixé suffisamment petit. Pour tout |P| < p,

Eo(P) est une valeur propre < VE,(P)=0< P =0

Pour P # 0, un état fondamental existe dans une représentation non-Fock
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Existence d’états fondamentaux

Théoreme ([Chen-Frdhlich’07], [Chen'08], [Chen-Frohlich-Pizzo'09])
Soit « fixé suffisamment petit. Pour tout |P| < p,

Eo(P) est une valeur propre < VE,(P)=0< P =0

Pour P # 0, un état fondamental existe dans une représentation non-Fock

Résultats du méme type

o [Hasler-Herbst'08] : pour a quelconque, VEL(P) # 0 = Hu(P) n'a pas

d’'état fondamental

e [Amour-F-Grébert-Guillot'09] : résultats similaires pour un électron
habillé interagissant avec un champ électromagnétique classique

12 /2
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Opérateur conjugué

Régularité par rapport a un opérateur conjugué
e H opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H
e B opérateur auto-adjoint sur H (opérateur conjugué)
e On dit que H € C"(B) si Vz € C\ o(H),Y¢p € H,
s — e*®R,e P est de classe C"(R), R, =[H—z]"

e Remarque : H € C'(B) ssi Vz € C\ o(H), R.D(B) C D(B), et
V¢ € D(B) N D(H),

((Bp, Ho) — (Ho, Be)| < C(|[He|I + |16]I*)
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Principe d’absorption limite

Inégalité de Mourre

Soit I un intervalle ouvert borné, I C o(H). Inégalité de Mourre (stricte) :

ﬂI(H)[H, iB]ﬂI(H) 2 Co]].I(H),

>0

14 /26
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Principe d’absorption limite

Inégalité de Mourre

Soit I un intervalle ouvert borné, I C o(H). Inégalité de Mourre (stricte) :

]].I(H)[H, iB]]].I(H) > Co]].I(H), >0

Principe d'absorption limite ([Mourre'81], [Perry-Sigal-Simon’'81],
[Amrein-Boutet de Monvel-Georgescu'96],. . .)

Supposons H € C?(B) et une inégalité de Mourre stricte satisfaite. Alors

sup [|(B)™*[H — A — 0] (B)*

< o0

pour tout intervalle fermé J C I, et s > 1/2
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Principe d’absorption limite

Inégalité de Mourre

Soit I un intervalle ouvert borné, I C o(H). Inégalité de Mourre (stricte) :

HI(H)[H, iB]ﬂI(H) > CoﬂI(H), >0

Principe d'absorption limite ([Mourre'81], [Perry-Sigal-Simon’'81],
[Amrein-Boutet de Monvel-Georgescu'96],. . .)

Supposons H € C?(B) et une inégalité de Mourre stricte satisfaite. Alors

sup H(B)’S[H —x—i0]"YB)"|| <

AeJ

pour tout intervalle fermé J C I, et s > 1/2

Spectre absolument continu

Si un principe d’'absorption limite est satisfait sur un intervalle J C o(H), le
spectre de H dans J est purement absolument continu

14
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[reeriede Théoreme ([Chen-F-Fréhlich-Sigal'09])

Pyrincipe i 1
"l existe ae > 0, Co > 0 t.q. pour tous |P| < pe, 0 < a < ae, o > Coa?,
Conclusion

Références

1,z (Ha(P)[Ha(P), iB]L > (Ha(P)) > %HJ;(Ha(P)% Js = Ea(P)+|0,20]
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Suffisamment “loin” de I'énergie
fondamentale (1)

Opérateur conjugué : B =dr(b), b= 1(k-Vi+ Vi-k)

(=Générateur des dilatations dans I'espace de Fock)
Théoreme ([Chen-F-Frohlich-Sigal'09])

Il existe ae > 0, Co > 0 t.q. pour tous |P| < p., 0 < a < ae, 0 > Coa?,

1,z (Ha(P)[Ha(P), iB]L > (Ha(P)) > %HJ;(Ha(P)L Js = Ea(P)+|0,20]

Eléments de preuve
® [HthiB] = th7 [PthiB] = Pph
o [la> AQ)[Hon + 1172 < Ca?,  [|aZ[A(0), iB][Hpn + 1] /2| < Ca?
2
o |Ea(P) — £ < Car
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“Preuve”

Suffisamment “loin” de I'énergie
fondamentale (2)

1> (Ha(P))[Ha(P), iB]LL ;> (Ha(P))

— 1 (Ha(P)IH(P), iBIL; (Ha(P)) + O(al)
> 1 (Ha(P)) (Ho(P) = 51z (Ha(P) + O(a)

=1,> (Ha(P)) (Ha(P) — Ea(P))1 > (Ha(P)) + 0(a?)
> o1 > (Ha(P)) — Ca?

16
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Suffisamment “loin” de I'énergie
fondamentale (2)

“Preuve”
1> (Ha(P))[Ha(P), iB]1L > (Ha (P))
=1, (Ha(P))[Ho(P), iBIL > (Ha(P)) + O(a?)
> 1 (Ha(P)) (Ho(P) = 51z (Ha(P) + O(a)
=1,> (Ha(P)) (Ha(P) — Ea(P))1 > (Ha(P)) + 0(a?)
> o1 > (Ha(P)) — Ca?

Corollaire

o(Ha(P)) est purement absolument continu sur [Eo(P) + Coa%,—i—oo[

16

26
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“Pres” de I'énergie fondamentale :
introduction d’une troncature infrarouge

e Hamiltonien avec troncature infrarouge

Ho o (P) = P
o(P) = 5o
A

K (k

AU(O):/ w2 (k)
R3xz, |k|2

1

— Pon — a2 As(0))> + Hpn ol

Lj>0 (K)ea(k) (a"(K) + a(K)) dK

17 /26
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“Pres” de I'énergie fondamentale :
introduction d’une troncature infrarouge

e Hamiltonien avec troncature infrarouge
1
Hoo(P) = 5o (P Py~ ad As(0)" 4 H o
el

IQA(k) *

A = [ (0000 @ () + ak)) oK
R3xz, |k|2

o Photons d'énergie > 0 : Fo = C® @, SaL2({K, |k > 0}")

e Hamiltonien restreint aux photons d’énergie > o :
Ka,o(P) = Ha,o(P)|7,

17 /26
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“Pres” de I'énergie fondamentale :
introduction d’une troncature infrarouge

Hamiltonien avec troncature infrarouge

1

2 me)

Heo(P) = =—— (P — Py — @2 A,(0))° + Hpn ol

A
A,(0) = / L "”](lk)n.kpa(k)a(k)( “(K) + a(K)) dK

e Photons d'énergie > 0 : Fo = C® @, Sal2({K, |k| > 0}")

e Hamiltonien restreint aux photons d’énergie > o :
Ka,o(P) = Ha,o(P)|7,

Proposition

Il existe ac > 0et p>0tq. pourtous0 < a<acet0 <o <A,
0(Ka,o(P)) C {Ea,o(P)} U [Ea,o(P) + po, +oo]

De plus En,o(P) = inf (Ha,o(P)) est une valeur propre simple a la fois de
Ka,o(P) et de Ha,o(P)

17 /26
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damentau e Photons d'énergie <o : F7 = Cd @,-, SiL>({K, |k| < o}")
T hés de -

L’f‘“ re e Isomorphisme unitaire U, : Fs — F, @ F7 :

rincipe

d’absorption
limite

Conclusion

Références

. 1
UsHoo(PYU: = Kao(P) @1 +1® (WPf,h + Hpn)
el

— VKQ,U(P) ® Ppn
ol VKao(P) = (P — Py — a} Ay (0))

Mel
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Utilisation de I'application Feshbach-Schur

Application Feshbach-Schur (lisse)

e H, T opérateurs fermés sur un espace de Hilbert H, D(H) = D(T),
W=H-T

e X, X opérateurs bornés sur H t.q. x>+ x> =1,
boxl=Ix, T]=[x, T] =0, et xW, Wy sont bornés

e T —Xet T— X+ xWgx sont inversibles (en tant qu’opérateurs de
D(T) N Rany dans Rany)

e Application Feshbach-Schur :

Fx(H=X) =T = X+ xWx — xWXIT — A+ xWx]~"xWx

19/26
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Utilisation de I'application Feshbach-Schur

Application Feshbach-Schur (lisse)

e H, T opérateurs fermés sur un espace de Hilbert H, D(H) = D(T),
W=H-T

e X, X opérateurs bornés sur H t.q. x>+ x> =1,
boxl=Ix, T]=[x, T] =0, et xW, Wy sont bornés

e T —Xet T— X+ xWgx sont inversibles (en tant qu’opérateurs de
D(T) N Rany dans Rany)

e Application Feshbach-Schur :

Fx(H=X) =T = X+ xWx — xWXIT — A+ xWx]~"xWx

Proposition ([Bach-Chen-Frohlich-Sigal’'03], [Griesemer-Hasler'08])
Sous les hypothéses précédentes, A € o(H) < 0 € o(Fy(H — \)), et sinon
[H—= A" = Qu(H = NFx(H = )T QY(H = X) +XIT — A+ xWxl~'x
ot Qu(H = A) = x = X[T = A+ Wi "xWx
QU(H =) =x— xWXIT — A+ xWx]~'x

19/26
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Application Feshbach-Schur et principe
d’absorption limite

Proposition ([Frohlich-Griesemer-Sigal’'09])

Soit J un intervalle fermé. Supposons que B est un opérateur auto-adjoint

satisfaisant

[Gx, B] est borné

ot Gy est I'un des opérateurs x, X, xW, Wyx ou X[T — X + xWx]*x.

Alors :

sup 48) " [Fc(H = X) — i0](B)~* | < o
= sup H(B)’S[H —x—i0]"YB)*|| < 0

AeJ
= Le spectre de H dans J est purement
absolument continu (pour J C o(H))

20/26
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Application Feshbach-Schur pour le modeéle
considéré

e Hamiltonien avec troncature infrarouge :

* 1
Us Hovo(PYy = Kao(P) ® 1 + 1@ (5 Ppu + Hyn)
el
- Vch,o'(P) ® Pph
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Application Feshbach-Schur pour le modeéle

considéré
e Hamiltonien avec troncature infrarouge :

* 1
uo'Ha,a(P)uo- = Ka,o'(P) ® 1 + 1 & (W] gh + th)

- Vch,o'(P) ® Pph

e Soit N =1g, (p)}(Ka,o(P)). On définit :
x = N® k"’ (Hpn)

H = U, Ho (P)U;

T= Ka G'(P)®]l+]]-®( ph+th) VEw,rr(P)@Pph
W = —a"*VKa.o(P) ® A"(O) +a’1® (A"(O) : Pph)
+ 51@ (A7(0)) = (VKeo(P) = VEw o (P)) ® Pyn),

B =1®dr(b°), b” = ~k°(|k])(k Vi + Vi k)i’ (K])
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Estimée de Mourre pour I'opérateur de
Feshbach-Schur (1)

Théoreme ([Chen-F-Frohlich-Sigal'09])
Soit
F(A) = FX(H - )\)|Ran(n)®u
Pour tout Cj > 0, il existe ac > 0 t.q. pour tous |P| < pc, 0 < a < a,
0<o< Cf)oz% et A € JS = Eo(P) + [Bio, Ba0],
La, (F)IF(A), B a, (F(X)) = coolla, (F(X))

avec ¢g > 0 et A, = [—[30, B30]
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Estimée de Mourre pour I'opérateur de
Feshbach-Schur (1)

Théoreme ([Chen-F-Frohlich-Sigal'09])
Soit
F(A) = FX(H - )\)|Ran(n)®u
Pour tout Cj > 0, il existe ac > 0 t.q. pour tous |P| < pc, 0 < a < a,
0<o<Chazet e JS= Eo(P) + [B10, B20],

La, (FOIF(A), iB7]a, (F(A)) 2 coolla, (F(X))

avec ¢g > 0 et A, = [—[30, B30]

Corollaire ([Chen-F-Fréhlich-Sigal'09])

Avec les hypotheses et notations précédentes, le spectre de H,(P) dans J5
est purement absolument continu
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Estimée de Mourre pour I'opérateur de
Feshbach-Schur (2)

La, (FOIF(A), iB?]La, (F(A)) = coolla, (F(X))

Eléments de preuve
e On écrit F(A) = Fo(X\) + WA(X) + Wa(X) avec

1
Fo(A) = Eaw(P) = A +1® (§P§h + Hon) — VEao(P) ® Ppn

Wi(X) = xWx
Wa(X) = —xWX[T — X + xWx] 'y Wx
o Pour j € {1,2}, [W;(\)|| = O(a20) et [[W;()),iB]|| = O(azo)

(utilise le fait que (VKa,s(P) — VEa,o(P))IN est “petit” : formule de
Feynman-Hellman + argument dii & [Amour-F-Grébert-Guillot'09])

o Ifa, (FO)) = fa, (F(\)] = O(a?)
(Point précédent + calcul fonctionnel)
o fa, (Fo(N)[Fo(N), iB7fa, (Fo(N)) > coofa, (Fo(A))*

23 /26
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Conclusion (1)
Spectre de H,(P)

e SiP=0:

opp(Ha(0)) = {Ea(0)},  gac(Ha(0)) = [Ea(0), +o0];
e SiP#0 (et |P| < pc < meal) :

opp(Ha(P)) =0, 0ac(Ha(P)) = [Ea(P), +o9],

ose(Ha(P)) =

se(Ha(0)) =0

0

24 /26
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Conclusion (1)
Spectre de H,(P)
e SiP=0:
opp(Ha(0)) = {Ea(0)},  0ac(Ha(0)) = [Ea(0), +00[,  0sc(Ha(0)) =0
e SiP#0 (et |P| < pc < meal) :
opp(Ha(P)) =0, 0ac(Ha(P)) = [Ea(P),+o0[,  0sc(Ha(P)) =0

Principe d'absorption limite
Il existe ae > 0 t.q. pour tout |P| < pc, 0 < o < ac, s > 1/2, et pour tout
J C (Ea(P), 00),
sup 1(@F((iVe)) + 1) [Ha(P) — 2] 1AM ((iVi)) + 1) °|| < C,
Re(z)€J,Im(z)#0

ou C est une constante dépendant de J et s. De plus I'application

J3 A (dT((Vi)) 4+ 1) [Ha(P) — A £10] 71 (dF((iV4)) + 1) ~° € B(H)

est Holder continue d'ordre s — 1/2

26
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Conclusion (2)

Estimations de propagation

Soient S := {P € R*,|P| < pc} et ® = f;B ®(P)dP. On suppose qu'il existe
s> 1/2 t.q. ||[(dF({iVk)) + 1)°*®(P)|| < oo, pour tout P € S. Soit

fe G ({(AP)eRXS, N> EL(P)})

Alors

. —s _—itHg * C
(AT ((iVk — x1)) + 1) e f(Hy, - U PllL2(rs,apz) < =0

25/26
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