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Feuille 5, La méthode de Rankin pour les entiers friables
On note P (n) le plus grand facteur premier de n avec la convention P+ (1) = 1.

Un entier naturel n est dit y-friable si P*(n) < y. Soient

S(@,y) ={n<z:P"(n) <y} et U(z,y) = |S(z,y)|.

Le rapport
_ logx

u =
logy
interviendra souvent dans les estimations de W(x,y) que nous verrons.

Le but de cette feuille est de montrer la majoration

Théoréme 1. On a pour x>y > 2 :

U(z,y) < ve 2

La preuve repose sur une méthode simple et trés efficace appelée la méthode de
Rankin.

1. Montrer que pour tout ¢ > 0, 'indicatrice des entiers n < z est majorée
par (z/n)?. La méthode de Rankin consiste & utiliser cette astuce.

Soit o > 0 & choisir.

2. En utilisant une variante de la méthode de Rankin, montrer l'inégalité :

alogn
st ()R
(r.9) = 277+ Z x3/4) logw
x3/4<n§az
PF(n)<y

On choisit o = 2/(3logy).

3. En déduire que pour montrer le Théoréme I, il suffit de montrer 'inégalité
S(x) < xlogx, ot on a posé

S(z) = Z n®logn.

n<x

Pt (n)<y



. Montrer que S(x) = S1(z) + So(z) avec

Si(x) = Z naZIng, So(x) = Z n® Z log p*,

n<x plin n<x p*|n,k>2
Pt(n)<y Pt(n)<y

ott p’||n signifie que p* divise n mais que p**! ne divise pas n.

. Montrer que S)(z) < zL(z) avec

)= ¥ ==

P+ (m)<y

. Montrer une majoration identique pour Sy(x) : Sa(z) < xL(z). On pourra
de nouveau utiliser la méthode de Rankin pour majorer I'indicatrice des
entiers m inférieurs a x/pF.

. Montrer que pour y < zx

1 1
1 <<H<1——>.
08T p<y p

(On pourra utiliser la formule de Mertens.)

. Montrer que

S *—1
1(—x)<<xH<1+p )
08T P<y p

1
< zexp O( aﬂ> < x.

p<y

. Terminer la preuve du Théoréme I.



