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Feuille 4, Séries de Dirichlet

Exercice 1. Soient (an)nen €t (bn)nen deux suites de nombres complezes et o

un réel tels que
an by,
D=2y Voo

n>1 n>1

avec la notation s = o + 11. Montrer que a, = b, pour tout n € N*.

Exercice 2. Soit F'(s) = Y -, a,n™* une série de Dirichlet d’abscisse de conver-
gence o.. Montrer que pour tous d,¢ fixés tels que 0 < e < d < 1, on a pour tout
s=o0+iT avec 0 > 0,+ 0

F(S) <se T176+s.

Exercice 3. Soit F'(s) = Y -, a,n™° une série de Dirichlet d’abscisse de conver-
gence o.. Le but de cet exercice est de montrer le Théoréme de Landau suivant :
si tous les a, sont positifs pour n assez grand, alors o. est une singularité de
F(s).

1. Montrer qu’il suffit de montrer le Théoréeme de Landau dans le cas ot a,, > 0
Vn € N*.
2. Montrer que l’on peut se ramener au cas ot o, = 0.

3. Montrer que si F(s) =Y o, cx(s—1)F est le développement en série entiére
de I' au voisinage de 1, alors

1 _
Cp = Hzzlan(—logn)kn L

4. Montrer que si o. n’est pas une singularité de F', alors le rayon de conver-
gence de la série entiere Y, cx2® est strictement supérieur a 1 et arriver
une contradiction avec l’hypothése o, = 0.

Exercice 4. (Formule de Perron) Soit F(s) =) ., a,n"° une série de Dirichlet
d’abscisse de convergence absolue finie o,. Montrer que pour ¢ > max(0,0,)
T >0, et x > 1 non entier, on a les formules
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