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Feuille 3, les formules de Mertens

Dans cette feuille nous établissons plusieurs formules de Mertens. La référence est
toujours le chapitre 1 du livre de Gérald Tenenbaum, Introduction à la théorie
analytique et probabiliste des nombres. La lettre p désigne toujours un nombre
premier. Pour x ∈ R, bxc est la partie entière de x.

Exercice 1. Pour x ≥ 2, on considère la fonction

T (x) =
∑
n≤x

log n.

1. En comparant T (x) avec des intégrales, montrer l’encadrement

x log x− x ≤ T (x) ≤
∑
n≤x

log n ≤ (x+ 1) log(x+ 1)− x.

En déduire une forme faible de la formule de Stirling

T (x) = x log x− x+O(log x).

2. On rappelle que Λ est la fonction de Von Mangoldt. Montrer la deuxième
formule pour T (x) :

T (x) =
∑
d≤x

Λ(d)
⌊x
d

⌋
.

3. En déduire le premier théorème de Mertens :
Théorème I. Pour x ≥ 2,∑

p≤x

log p

p
= log x+O(1).

Exercice 2. (La somme des inverses des nombres premiers.) Soit S(x) =
∑

p≤x
log p
p

.
1. Montrer que ∑

p≤x

1

p
=
S(x)

log x
+

∫ x

2

S(t)

t(log t)2
d t.

2. Montrer qu’il existe une constante A telle que pour x ≥ 2 on ait∑
p≤x

1

p
= log log x+ A+O((log x)−1.
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Exercice 3. (Formule de Mertens)
1. Montrer que la série sur les nombres premiers

B :=
∑
p

(
log
( 1

1− 1
p

)
− 1

p

)
converge.

2. Montrer que pour x ≥ 2, il existe θ = θ(x) ∈]0, 1[ tel que∑
p≤x

1

p
= −

∑
p≤x

log
(

1− 1

p

)
−B +

θ

2(x− 1)
.

3. Montrer qu’il existe C > 0 telle que pour x ≥ 2, on ait∏
p≤x

(
1− 1

p

)
=

e−C

log x

(
1 +O

( 1

log x

))
.

La constante C de l’exercice 3, est en fait égale à γ, la constante d’Euler,

γ = lim
x→∞

∑
n≤x

1

n
− log x = 0, 577...

La formule de Mertens est ainsi∏
p≤x

(
1− 1

p

)
=

e−γ

log x

(
1 +O

( 1

log x

))
(x ≥ 2).


