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Exercices sur la fonction I' et sur les fonctions a variation bornée

Exercice 1. Soit f : [a,b] — R. En reprenant la notation V(f, o) vue en cours,
on définit
Wa,b](f) = V(f) :=sup V(f7 U)?

ot le sup porte sur toutes les subdivision o du segment [a,b].

1. Montrer que si f est C' sur [a,b], alors f est a variation bornée et que

V(f) = / () dt.

2. Montrer que si [ est lipschtzienne alors f est a variation bornée.
3. Montrer que si f est monotone alors f est a variation bornée.

4. Montrer que si f et g sont deuz fonctions définies sur [a,b], alors
V(f+9) <V()+V(g)
5. Montrer que si c € [a,b], alors Vigy(f) = Viag(f) + Viey (f)-

6. Montrer que f est a variation bornée sur |a, b si et seulement si f est somme
de deux fonctions monotones sur [a,b]. (Indication pour le sens direct : on
pourra considérer la fonction g définie par g(x) = Vigz(f)).

Exercice 2. On rappelle que la fonction I est définie sur Res > 0 par

F(s):/ e "zt d .
0

On définit deux fonctions associées :

1 400
[(s) = / e "z tda, Ty(s) = / e "zt du.
0 1

1. Montrer que la fonction 'y est entiére, ¢’est-a-dire holomorphe sur C.
2. Montrer que pour s € C\ (—N),

L=y (=)™ 1

m! s+m

m=0

3. En déduire que I admet un prolongement méromorphe a C entier avec
comme poles les élements de —N, le résidus en —m pour m € N wvallant

(—=1)™/ml.



