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2.10 Région sans zéro pour (

Remarques. 1. La fonction ¢’/¢ admet pour seuls poles sur o > 0, les zéros
de (et s =1.

2. A partir des formules de convolutions log = A*1 et %1 = e, on remarque
que A = p *log et ainsi pour o > 1 :

ZM ’ ’C Zlofsn, —g(s):ZAT(;L)

n>1 n>1 n>1

L’objectif de ce paragraphe est de montrer le théoréme suivant sur la région
sans zéro de (

Théoréme 2.10.1. [l existe une constante c telle que la fonction { n’ait pas
de zéro dans le domaine

1

>1 - —FF.
7 351og(|t| + ¢)

Preuve. On part de I'inégalité 3 + 4cos g + cos(2¢) = 2(1 + cosp)? > 0.
Rappelons que pour o > 1, ¢'/((s) = — > n>1 A(n)n™%. On applique cette
formule avec s = o, o + it, o + 2it

§Re(—3<—/( ) — C/(U—Fuf)—c—/ O'—I-Qlt) Z% ( A(n) + A(n))

< < < nfo'fzt n70'721t

- E &2)(3 + 4 cos(—tlogn) + cos(—2tlogn)) > 0
n
—1
(2.10.1)

Rappelons la formule

¢ 1 1 1 11’ log
‘g@—sl‘zg:(sg o) P T2 = 20T - B,

avec —B = 14 /2 — log(2y/7) et ainsi —B — log” = —0,5.... < 0. Pour
1 <0<2,3/2<140/2<2,T(c/2+ 1)/F(a/2+ 1) = O(1). De plus,
Re(—1/0—1/(c — o)) < 0 donc
¢ 1
C( o) < p— + O(1). (2.10.2)

On rappelle aussi la formule de Stirling sous la forme

F/
?(s) =logs+O(]s7Y), |s| = 4oo, |args| <0 < .
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Onapourl <o <2ett>2,

Relog(s/2 +1) =log\/(0/2 + 1)2 +2/4 = logt + O(1),

dotpour 1 <o <2ett>2

C’ logt
1).
Re's Z%e(sw Q)+o<)
De plus,
1 — 1 1
Re S 527 Re— = %, et ainsi Re + Re— > 0.
s—o |[s—o¢ o o s—o 0

En appliquant cela & s = o + 2it et en omettant la somme sur g, on trouve :

!/

1
—%ez(a + 2it) < —— gt

= +0(1).

Pour s = o + it, on choisit un ¢ qui coincide avec 'ordonnée ~ d’un zéro
B + iy et dans la somme sur p, on conserve seulement le terme 1/(s — p)
correspondant & ce zéro :

¢y ot
§R€C(U+Zt)< 5 p—

En remplagant dans (2.10.1), on obtient

+0(1).

3 4
0__1 logt—iﬁ—FO() 0.

On prend o =1+ 6/ log [t| avec § > 0. Alors

5 4
logt  (3/645/2)logt + O(1)’

B<1+

et en prenant 06 = 1/5, on a le résultat pour ¢ > 2. Pour |¢| < 2, on sait déja
qu’il n’y a pas de zéro, cela termina la preuve du Théoréme 2.10.1.
Remarque. La région sans zéro a été amélioré par Littlewood en 1922 puis
indépendemment par Vinogradov et Korobov en 1958 :

>1- ¢
- (logt)2/3(loglog t)1/3

2.11 Formules explicites

Rappelons que ¢(z) = }_, ., A(n) est la premiére fonction de Tchébychef.
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Théoréme 2.11.1. Pour 2 <T <z, on a la formule

Y(z) =z — Z — + O( (log:v)(long))

[v|<T

Preuve. On applique la formule de Perron (Lemme 2.4.1 avec y = x/n, et on
suppose que z est un demi-entier (pour contrdler (log(z/n))~!, en profitant
également de la remarque qui suit la preuve du lemme

c+iT / c
‘2277/ T 2( )7 —vl ‘ < ZA min(logT’Tlogl(:E/n))<2> '

n<zx

Nous prenons ¢ = 141/ log z. Pour majorer le membre de droite, on découpe
la somme sur n en trois parties. La premiére porte sur les n tels que |n —
z| < z/T, la seconde sur les /T < |n — x| < x/2 et la derniére sur les
|n — x| > x/2. Dans la premiére somme (x/n) < 1, dans la deuxiéme, on
utilise la minoration |log(z/n)| = |logz —logn > |z — n|/xz > |x — n|/n
tandis que dans la derniére partie, | log(x/n)| > 1. On arrive aux majorations

x A(n) | a° A(n)
> AmlogT+7 > n—a T 2 [ log(x/n)|

In—z|<z/T TF<|n—z|<3 In—z|>x/2

‘1
L 08T 2 log x)(log T'x).

T
— 1 logT + ———
< —logzlog +T(c—1)< T(

T

On déforme le contour vers la gauche jusqu’a l’abscisse —1. On récupére les
résidus et les intégrales sur chacun des trois segments (rappelons 1’expression
de ¢’/¢ du Corollaire 2.7.5 pour le résidu en 1) :

T
-1 c+1 s C/

-1 Cgds 2
pin | TS ;;T ¢ ¢V
1 T</ /

D’aprés le Corollaire 2.9.5, pour —1 < ¢ < 2 et T assez grand et qui n’est
pas 'ordonnée d’un zéro de (,

¢

CEDS jﬁ+mmn.

S
[v—T|<1

On a vu également que N(T'+1) — N(T') < logT. On en déduit que ?( 1+

it) = O(log T), la premiére intégrale est un O(x~!(log T')?). Pour la deuxiéme
intégrale, on ne peut plus garantir que |s — g| > 1, cependant comme N (T +

xada).
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1) = N(T) < log T, quitte & modifier 7" de O(1) au plus on peut s’assurer
que tous les zéros vérifie |y — T'| > (log T') 1. Dans ce cas on a
¢ : 1 2
—Z(a—i—zT):O( 3 77> — O(log?T),
(log T) 1| T—|k1

et la 2éme intégrale est en O(zT~'log® T'). Cela termine la preuve du Théo-
reme 2.11.1

2.12 Le théoréme des nombres premiers

Lemme 2.12.1. [] existe ¢c; > 0 telle que l’on ait pour tout x > 2

e 1
Z ‘:i‘ < z(log T)? exp ( - ogx)
[vI<T ¢ log T

Preuve. D’aprés le Théoréme 2.10.1 sur la région sans zéro de (, si o = B+
est un zéro non trivial avec |y| < T et T assez grand, alors

C1
<l-——
p log T
ol ¢ > 0 est une constante absolue. On en déduit que

log >
logT/"

De plus, |g| > ~, pour v > 0, ce qui nous ameéne a estimer ZO<’y<T 1/5. En
notant maintenant N (7") le nombre de zéros dans la bande critique d’ordon-
née entre 0 et ¢, on a

> i:/Tt_ldN(t):th)+/Tt_2N(t)dt,
0 0

0<y<T

22| = 2P <a:exp<—02

et comme N(t) < tlogt pour t assez grand, on obtient
1
Z — < (logT)%
0<y<T

Théoréme 2.12.2. Pour z > 2,

P(x) = Z A(n) =z 4+ O(z exp(—c2y/log z).

n<x

Preuve. Grace a la formule explicite (Théoréme 2.11.1), on a

0
Y(x) —r <K Z 4 %logmlog(Tﬂv).
i<t ¢

On applique alors le Lemme 2.12.1 en prenant T tel que T’ = exp ((y/log z)/7)
et on obtient le Théoréme 2.11.1.



2.12. LE THEOREME DES NOMBRES PREMIERS 35

Théoréme 2.12.3.
= Zlogp = 24 O(z exp(—ca/log ).
p<zw
Preuve. On a
0<(z Z logp < log x Z 2™y = O(y/z(log z)?).
pm<zx m>2
m>2
Théoréme 2.12.4. Pour x > 2,
m(x) = liz + O(x exp(—c3y/log x)),

T dt

avec liz = f Toa -

Preuve. On a

_ logp  [* dO(1)

_glogp _/2_ logt

B mﬂ T dOt) —t)

B /2_ logt +/2_ logt
:mm+m@_x+mn+/'ww%dt

log o tlog?t

On peut couper la derniére intégrale en z1/% par exemple. La contribution
des t < /%, est O(xl/4 et pour /4 < t < x, logt > log z. On obtient alors
le résultat.

Théoréme 2.12.5. Si tous les zéros de ( vérifient § < 6 ou % <6<,
alors

Y(x) =z + 02 log? z), w(x) = lix + O(2? log® ).

Remarque. L’hypothése de Riemann correspond & 6 = 1/2.

Preuve. Cest la méme que celle du Théoréme 2.12.2 avec |z2| < 2. On

choisit alors T = z1~?.

Théoréme 2.12.6. S’il existe a € [1/2,1] tel que P(x) = x + O(x®) alors
tous les zéros de ( vérifient B < a.

Preuve. On a

R LNy Ly L T IR

et si () =z + O(x®), 'intégrale représente une fonction holomorphe sur
o> «a (et s # 1), donc ¢ ne peut pas avoir de zéro dans ce demi-plan.
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Chapitre 3

Les entiers friables

On note P*(n) le plus grand facteur premier de n avec la convention P*(1) =
1.
Un entier naturel n est dit y-friable si P*(n) < y. Soient

S(z,y) ={n <a: PT(n) <y} et V(z,y) = |S(z,y).

Le rapport
__logzx

v= logy

interviendra souvent dans les estimations de ¥(z,y) que nous verrons.

3.1 La méthode de Rankin

Théoréme 3.1.1. On a pour x>y > 2 :

(z,y) < ze V2,
La preuve repose sur une méthode simple et trés efficace appelée la méthode
de Rankin. Pour ¢ > 0, on majore 'indicatrice des entiers n < x par (x/n)°.
En fait on applique une variante un peu plus compliquée.
Soit a > 0 & choisir.

U(z,y) < W(z, 2> + Z 1

x3/4<n§m
Pt(n)<y

logn
< 3/ Dy :
Z (x3/4) log =
x3/4<n§a:
P*(n)<y

En prenant o = 2/(3logy), on obtient z3%/4 = ¢=%/2,

37
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Pour montrer le Théoréme 3.1.1, il suffit de montrer que S(z) < zlogz, ou
on a posé

S(x) = Z n® logn.

n<x
P=(n)<y

On profite de 'additivité du log :

lognzZlogpk:Zlogp+ Z log p*.

pFn pln pFln, k>2

On coupe alors la somme S(z) en S(z) = Si(x)+ S2(z) o Si(x) correspond
a la contribution des p||n, So(x) a celle des p*||n avec k > 2. On majore
S1(z) en remplagant n par mp et en oubliant la condition (m,p) =1 et en
profitant du fait que p* = O(1) si p < y. On applique ensuite le Théoréme
des nombres premiers sous la forme ) logp < x/m quand m < z :

p<z/m
Siz)< Y. m* Y plogp
m<zx p<min(y,
Pt (m)<y
o0
< Y m'—=zLx),
m<x m
Pt (m)<y

par définition.
Pour Sa(z) on intervertit les sommations en m et p, k et on majore l'indica-
trice des entiers m inférieurs a x/p” par x/(mp”) :

Sele) = Do loaldpr Do mo(7).

p<y, v>2 m<x/pY
Pt(m)<y

Pour majorer les sommes sur m indépendamment des p, on remplace la
condition m < z/p” par m < x :

i) <L) Yoep Y

p<z k>2

Rappelons que pour 0 < a < ag < 1, Zk22 kaF <y 2. Pour nous, p~! <
p_1/3 pour y > 3 et ainsi

lo
So(x) < zL(x) %

p<y

< xL(x).

Nous en déduisons la majoration

S(x)
logx log:z: Z

Pt+(n)<
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D’aprés la formule de Mertens, pour y < z,

o < I ) <TI0 =)

et ainsi

E[ (1-5 O<p2<11a>)>
e
< xexp (Zpa;l) < xexpO(Zabi’p) <L .

p<y p<y

log T

Cela termine la preuve du Théoréme 3.1.1.

3.2 La méthode géométrique

Quand y est petit, plus petit qu'une puissance de x, le Théoréme 3.1.1 n’est
pas pertinent.
Sin=1[_, pfi est un entier compté dans W(x,y) alors les entiers k vérifient
I'inégalité
,

> kilog(pi) < log z.

i=1
Soit L = m(y); ¥(x,y) est alors le nombre de L-uplets d’entiers naturels
(k1,...,kr) € NF vérifiant

L

> kilogp; < logz,
i=1

ol ici p; est le ¢ éme nombre premier.
Le probléme revient donc a compter des points a coordonnées entiéres dans
RE.

Soit {a;};>1 une suite de réels positifs. On considére les ensembles

L
Ni(2) = {(kr,..., k) € NP> " kja; < 2}.
=1

Théoréme 3.2.1. Pour L>1,2>0, on a

ﬁal <Z+Zg ;)" Hi
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On admet ce théoréme. On trouvera un preuve dans le livre "Introduction &
la théorie analytique et probabiliste des nombres", de G. Tenenbaum Avec
le choix L = 7(y), z = logx, aj = logp;, le terme Z; H devient

& Iz, (logp) /(log y)) et

jla

z—i—Zaj = (logx) U(l—&-i)(:;)ﬂy

= (log z)™) exp (W(y) log (1 + O(logng)))
2
= (log )™ (1 + O(m)g;;m»’

lorsque y% = O(log zlog y). On en déduit le corollaire

Corollaire 3.2.2. (Ennola, 1969). Pour 2 < y < y/logzlogy, on a uni-
formément

3.3 Equations fonctionnelle et fonction de Dickman

Théoréme 3.3.1. Pourx>1,y>1,
U(z,y) =1+ U(z/p,p).
Py

Preuve. Si n > 2 est un entier compté dans ¥(z,y) et p = PT(n). Alors
n = mp avec P*(m) < p <y. En mettant l'entier 1 & part on arrive a

V(z,y) =1+ >
p<y mp<w
Pt(m)<p

=14+ U(x/p,p).

p<y
Cette équation est pratique pour évaluer la différence ¥(z, z) — U(z,y)
Corollaire 3.3.2. (Identité de Buchstab). Pourz>1,z2>y>1, on a
U(z,y) =P(z,2)— Y U(x/pp). (3.3.1)
y<p<z

Grace a cette identité, on va pouvoir évaluer de proche en proche ¥(z,y).
Tout d’abord, ¥(z,y) = |z] si y > x, cest-a-dire v < 1 avec toujours
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u = logz/logy. Puis, si x > y > /x, alors z/p < p et en appliquant
I’identité de Buchstabl avec z = =, on a :

U(z,y) = |e] = Y la/p] ~z(1—logu)

y<p<z

d’aprés le théoréme des nombres premiers.

En injectant cette formule dans (3.3.1) avec z = y/z on obtient une estima-
tion valide pour z!'/3
Nous allons montrer le théoréme suivant

et ainsi de suite.
Théoréme 3.3.3. On a uniformémment pour x > y > 2

W(r,y) = wolu) + O( 1 ).

ot ¢ est la fonction de Dickman. Cette fonction est définie par o(u) = 1 pour
0 <wu <1, elle est continue en u = 1, dérivable sur |1,4+o00| et est solution
de l’équation différentielle aux différences :

uo'(u) + o(u—1) =0 (u>1). (3.3.2)

Avant de démontrer le Théoréme 3.3.3 nous donnons quelques propriétés de
la fonction de Dickman

Théoréme 3.3.4. La fonction ¢ de Dickman vérifie les propriétés suivantes
1. up(u) = fuu_1 o(v)dw (u>1)
2. o(u) >0 (u>0)
3. 0 (u) <0 (u>1)
4. 0o(u) <1/T(u+1) (u>0).

Preuve. 1. Pour u > 1, la dérivée du membre de gauche est o(u) + uo'(u)
qui est d’aprés I’équation différentielle, égal & o(u) — o(u — 1), c’est-a-dire
la dérivée du membre de droite. Pour © = 1, les membres de gauche et de
droite vallent tous les deux 1. 2. Soit 7 = inf{u > 0: p(u) = 0}. Si 7 est fini
alors 7 > 1 car g est continue et vaut 1 sur le segment [0, 1]. En appliquant
(1), on a

Mais le membre de droite est strictement positif par définition de 7 et en
utilisant la continuité de p. Donc 7 n’est pas fini.

3. Ce point découle du point 2 et de (3.3.2) : pour u > 1, ¢'(u) = —o(u —
1)/u < 0.

4. On démontre cette assertion par récurrence sur k := [u]. Pour £ = 0,
c’est-a~dire pour u € [0, 1], o(u) = 1. La fonction I" est C*° sur |0, +oo], avec
I (v) = [, e 't *(logt)*dt > 0. Cette fonction est donc convexe. Comme
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I'(l) =1=T(2), I'(v) <1 pour tout v € [1,2]. Ainsi, (4) est vérifié pour
k=0.

On suppose que (4) est vérifiée jusqu’au rang k — 1 avec k£ > 1. On applique
les points 1 et 3 puis I’hypothése de récurrence :

1 o(lu—1) o 1
o) = u /u_l o(v)dv < u = ul'(v)  T(u41)

Preuve du Théoréeme 3.3.3. D’aprés le Théoréme 3.3.4 et la formule de Stir-
ling, o décroit trés vite, o(u) < e~unu/2) iy > 2loglogy, le terme d’erreur
annoncé dans le Théoréme 3.3.3 est d’un ordre supérieur au terme principal,
et le théoréme est alors une conséquence du Théoréme 3.1.1. On suppose
maintenant que u < 2loglogy.

On introduit la quantité A(z,y) définie par

7A(w,y)

] -
(@.9) = o) + "L

On a vu qu’en appliquant I'identité de Buchstab, pour 1 <u < 2:

U(r,y) =[o] - Y [f] :x(l—lnu)+0(7r(x)):a:g(u)—i—O( ‘ )

yopen P log x
Pour £ <1+ 2loglogy, on considére
Ar(y) = 1+sup{|AX,Y)|:y <Y < X <YL
Nous montrons par récurrence sur k < 14+2Inlny que Ag(y) est finie et uni-
formément bornée. (Rappelons que nous pouvons supposer que u < 2Inlny).
On suppose que Ag(y) < oo pour k > 2 donné. Soient X,Y tels que Y >y,

Y2 < X < Y5 En appliquant 'identité de Buchstab avec z = VX et en
notant U = (log X)/logY’, on obtient

V(XY)=U(XVX)— Y U(X/pp)

Y <p<v'X
= Xo(2) — Z §Q<10g(X/p)> n 2XA(X,VX) Z XA(X/PJU)_
Ny, P logp log X Ny, plnp

Notons T3 les termes attendus, c’est-a-dire sans les A :

T = Xo2) - Y EQ(M)‘

Y <p<vX p
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En utilisant I'intégrale de Stieltjes puis une sommation par partie, on obtient

n-xoe -x [ (D) a( ¥ 1)

Y <p<t
B log(X/T) 11X
= Xol2) - [XQ< log ¢ ) Ygxtp}y
1 log X (—1)log X
+X/ Q(logt _1) logt di

Y< <t

L’intégrale ci-dessus a une expression plus simple si on fait le changement
de variables t = X/? ;

U
Ty = Xo2) = XoL(/2) + [ L0 =1)dv.

ou on rappelle que g(1) = 1 et —L(v) correspond a la somme des inverses
des premiers dans [V, X/"] :

L(v) = — Z 1 log(v/U) + O(e*q”logy)7
Y <p<X1/v

pour une constante cg > 0 absolue d’aprés le théoréme des nombres premiers.
(En fait en appliquant le résultat de Korobov-Vinogradov, on remarque que
¢p = 1 est admissible). On insére cette estimation de L(v) dans T, puis
on refait une intégration par parties et dans la derniére ligne on profite de
I’équation fonctionnelle vérifiée par o :

U U
T = Xo(2) — XL(VX) — X/2 o0 — 1) In(v/U) dv + o(/2 10/ (v — 1)[e

Omdv)

=Xpo(2) — XL(1/2) — X[o(v—1) ln(v/U)]g n /2U Q(Uv_l) dv + O(Xe—coln(Y))

= XQ(Q) + X[Q(U)]g + O(Xe_COM) — XQ(U) + O(Xe_co\/m).

En reportant cela dans (3.3), on obtient pour ¥(X,Y) :

\II(X,Y):XQ(U)+O(Xe_Coln(Y))+ln€()(21:2( )) (X, VX)-lny >
Y<p<X

Il est temps d’introduire les quantités Ag(y). Tout d’abord, il est clair que
IAX, VX)) < (Ar(y) —1). Si Y2 < X <YFletY < p < VX, alors
Y < p < X/p < p¥. On est dans la zone o s’évalue le sup dans la définition
de Ak(y) et ainsi |A(X/p,p)| < Ag(y) — 1 pour tout ¥ < p < v/X. On

A(X/p,p ))_

plnp
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parvient enfin & une premiére majoration de |A(X,Y)] :

‘Xﬁh(l);l’)‘ _ ’\I/(X,Y)—XQ(U)

v X /2 1
< OXe ™) 4 (Mely) ~ D (G +m0) X0 ).
Y <p<v'X

Admettons provisoirement que la somme sur les nombres premiers ci-dessus

vérifie :

1 1 1

§ : O(e—q Iog\/Y)’
1 InY

yo Py Y VX

avec ¢1 > 0 absolue. On a alors

2 1

—+In(y) > =1 —erlos VY,

U +In(Y) P +O(e )
Y<p<vX

Puis pour 0 < ¢2 < min(cp, ¢1)/2,
1+ AX,Y) <1+e VY LA (y) =1 < Ap(y)(1 + O(e~2VIRY),
On prend ensuite le maximum sur les X,Y avec y <Y < X < yk+l (et

Y2 < X):
Api1(y) < Ap(y)(1 + Ceme2Viny),

pour un C' > 0 convenable. En itérant cette inégalité, on obtient :
A[Z%loglogy] < (1 + 06_02\/H)210g10gy < 1.

Ce qui termine la preuve du Théoréme 3.3.3.
Il reste & démontrer la formule 3.3. La preuve est analogue a celle du Théo-
réme des nombres premiers pour passer de ¢ (z) a 7(x).
On utilise les intégrales de Stieltjes puis on fait une sommation par partie,
en faisant intervenir #(z) — x, ou 6 est la fonction de Tchébychev, afin de
facilement controler les termes d’erreurs :

Z 1 _ Z logp

In p(lnp)?

X<p§\/fp P X<p<vX

VX de)
- /Y t(Int)?2
oYX ae VX q(t) — t
‘/Y (o) fy t(log?)
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ol pour alléger ’écriture on a noté h(t) = 1/(tlog?t). Par ailleurs on a utilisé
le théoréme des nombres premiers pour majorer |#(t) —t| pour Y <t < Vv X.

3.4 Pour aller plus loin

De Bruijn, Alladi puis Smida ont déterminé le comportement asymptotique
de la fonction de Dickman. En particulier, quand v — +o00, on a

log log(u + 2))))

o(u) = exp(—u(logu—l—loglog(u—i—2) —i—O( log(u 1 2)

En 1986 Hidebrand a montré I’équivalence ¥(z,y) ~ zo(u) dans un domaine
treés vaste. Pour y > 2, 1 < u < (log y)3/5*€,

log(u + 1

U(z,y) = zo(u) (1 + O(M)).
logy

De plus il a montré que toute amélioration de la condition u < (logy)3/>—¢

était équivalente & une amélioration de la région sans zéro de la fonction (.
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