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2 INTRODUCTION AUX EDP STOCHASTIQUES

1. RESUME

Durant ces quelques heures de cours, nous nous intéresserons a l'influence d’une
perturbation stochastique, autrement dit d’'un terme supplémentaire dirigé par un
processus aléatoire (typiquement un mouvement brownien), sur plusieurs modeles
d’équations différentielles classiques.

Le premier exemple & envisager est bien entendu celui de I’équation différentielle
standard a un parameétre, qui donne alors naissance a 1’équation différentielle stan-
dard stochastique

dY, =b(t, ) dt + o(t,Yy) dWy (1)
ou W : Qx[0,T] — R est un processus aléatoire, défini sur un espace de probabilité
(Q,F,P), et b,o:[0,T] x R — R.

Lorsque W correspond & un mouvement brownien, I’équation (1) peut étre inter-

prétée, par le biais de la théorie d’Itd, sous sa forme intégrale

t t
n:m+/b@mym+/a@nmwg 2)
0 0

Au-dela du caractere naturel de sa définition, 1’intégrale d’Ito fg o(s,Ys) dWy jouit
de propriétés stochastiques qui permettent facilement d’envisager la résolution du
modele (2). Nous rappellerons rapidement ce résultat d’existence et d’unicité, sous
des hypotheses de régularité standards concernant les applications b, o.

Nous nous intéresserons ensuite a des dynamiques différentielles plus sophistiquées
car multi-paramétriques, et ferons ainsi le lien avec la théorie des EDP stochastiques.

Nous nous pencherons plus particulierement sur ’étude de deux modeéles signifi-
catifs: 1'équation de la chaleur stochastique en dimension 1
ou  O0%*u o )82W
— =—+4o0(u
ot 0z otdx '
pour un certain processus stochastique W : ([0,7] x R) x Q — R, et 1'équation des
ondes stochastique en dimension 2
0%u PW
— =Ayut+ou)——r— te[0,T], z € R?, 4
gz = Da ( )8t8m18x2 ; (0,77, (4)
pour un certain processus stochastique W : ([0, 7] x R?) x Q — R. Les deux modeles
(3) et (4) nous permettront de nous familiariser avec les techniques les plus classiques
de la théorie des EDP stochastiques.

Il s’agit a priori d’équations beaucoup plus difficiles a aborder que le modele
(1). Nous verrons dans un premier temps qu’il est & nouveau possible de réécrire
naturellement ces équations sous une forme intégrale, en espace et en temps: c’est
la formulation dite mild. Nous étudierons ensuite I’extension multi-paramétrique de
la théorie d’Itd en présence d’un champ brownien W, qui correspond moralement a
la version multi-paramétrique du mouvement brownien standard.

te[0,7T], z € R, (3)

La combinaison de ces différentes constructions (et des controles associés) nous
permettra non seulement de donner sens aux équations ci-dessus, mais aussi de ré-
soudre ces équations (sous des hypotheéses de régularité standards concernant les
conditions initiales) et méme de fournir des informations sur la régularité trajecto-
rielle des solutions.
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2. PRE-REQUIS: LE MOUVEMENT BROWNIEN

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité. On appellera processus stochastique toute
application X : Ry x © — R telle que, pour tout ¢ > 0, X; : © — R est une
application mesurable (autrement dit X; et une variable aléatoire).

Définition 2.1. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité. Un processus stochastique
W R4 x Q — R est appelé un mouvement brownien si:

(1) Wo(w) = 0.
(i7) Pour tous s <t, Wy — W5 ~ N (0,¢ — s).
(7i1) Pour tous s < t, la vamable aléatoire Wy — W est indépendante du processus

w)o<u<s, c’est-d-dire de toute variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu

(W,
générée par (Wy)o<u<s-
(iv) Pour presque tout w € Q, t — Wi(w) est une fonction continue.

Remarque 2.2. De fagon équivalente, on peut définir un mouvement brownien comme
un processus gaussien (c’est-a-dire, toute combinaison linéaire \yWy, + ...+ N\, Wy,
est une variable gaussienne) continu (¢ — Wj(w) est une fonction continue pour
presque tout w € ), centré (c’est-a-dire E[W;] = 0 pour tout ¢ > 0) et dont la
fonction de covariance est donnée par

E[WW,;] = inf(s, ).

"l i wihy |

k=1

05 1 1
0 0.1 0.2 03 0.4 0.5 08 0.7 0.8 09 1



4 INTRODUCTION AUX EDP STOCHASTIQUES

3. INTRODUCTION: LES I:ZQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

3.1. Généralités. Quelques grandes idées a garder a l'esprit:

(1) Equation différentielle stochastique: un terme a priori tres général. Littérale-
ment:

o différentielle — impliquant des dérivées

e stochastique — impliquant des termes aléatoires.

(2) Il existe néanmoins des modeles d’équations de référence (“classiques”): I'objectif
de ces quelques heures de cours est d’en donner un apergu.

(3) Les techniques pour “traiter ces équations” peuvent étre tres différentes d’un type
d’équation a l'autre.

Bien entendu, cette diversité des techniques est déja présente pour les équations
différentielles déterministes (= sans terme aléatoire): par exemple, on ne peut pas
traiter I'’équation de la chaleur 0,y = 02y avec les mémes techniques quune équation
ordinaire 0yy = f(y) (cf opérateur borné/non-borné, etc).

Remarque 3.1. Qu’entend-on par “traiter une équation (stochastique)”? En général:
e Interprétation de 1’équation

e Résolution: existence (locale/globale/“temps d’explosion”), unicité de la solution.
Equation localement /globalement “bien posée” (well-posed): équation qui admet
une unique solution locale/globale (+ parfois: continuité vis-a-vis de la condition
initiale).

e Propriétés “déterministes” de la solution: régularité, dépendance vis-a-vis de la
condition initiale (ou d’autres parametres), comportement asymptotique,...

e Propriétés “stochastiques” de la solution: semimartingale, processus de Markov,
contréle des moments, existence d’une densité...

e Approximation/simulation des solutions

3.2. Quelques modeéles de référence = Plan du cours.
Ces différents modeles auront une structure globale similaire:

“Equation différentielle déterministe classique + Perturbation stochastique”.

Commencons par évoquer le modeéle différentiel le plus standard de la théorie des
processus stochastiques: ’'EDO stochastique.

3.2.1. L’équation différentielle ordinaire (EDO) stochastique.

Le modele général:

dy; AW,
d—tt:b(t,Y;)+a(t,Yt)Wt ,Yo=a, tel0,1], (5)

ona€R, bo:[0,T] xR — R, et surtout W est un processus stochastique, c’est-a-
dire

‘W :[0,T] x 2 — R, avec (©, F,P) un espace de probabilité. ‘
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Conséquence immédiate: la solution (potentielle) Y dépendra elle-méme d’'un aléa
w € Q. Ainsi, moralement, ’équation doit étre comprise comme: pour tous t € [0, 7]
et w e,
dYy(w)
dt

th (OJ)
dt

= b(t,Yy(w)) + o (t, Yi(w)) , Yow) =a. (6)

Modele le plus classique, sur lequel nous nous concentrerons:

‘W est un mouvement brownien. ‘

Toutefois, I'interprétation directe (= & w fixé) de (6) pose alors des difficultés: cf
cours de calcul stochastique du ler semestre (— voir rappel plus bas).

Les motivations derriére le modele (5) (en présence d’un mouvement brownien) sont
trés nombreuses:

e SVT: croissance de population, climatologie,... Phénomenes de diffusion (déplace-
ment de particules d’une zone hautement concentrée a une zone faiblement concen-
trée sous Iaction de forces aléatoires)

e finance (modele Black-Scholes,...)

e Lien avec certains modeles d’EDP déterministes.

Tournons nous & présent vers la présentation de modeles différentiels nettement
moins standards, et qui donnent véritablement naissance a la théorie des EDP stochastiques.

3.2.2. L’équation de la chaleur stochastique.

Le modele général:

oY oW
LAY+ ) o) —L T, z € D,
BN + f(Y)+o( )8t8:c1~~~8:td tel0,T], x € )
Y(0,)=2o,
ol D est un ouvert de R4, A,Y := 3¢, %27}2/, (Y)i(x) = f(Yi(x)), o(Y)(x) :=

o(Yi(z)) avec f,o : R — R, & : D — R, et surtout

‘W : ([0, 7] x D) x @ — R est un champ stochastique. ‘

Modele le plus classique — W est un champ brownien:

Définition 3.2. Soit C': D x D — R est une fonction de covariance sur D, c’est-a-
dire une fonction symétrique (C(x,y) = C(y,x)) et définie positive (3, ; cia;C(xi, x5) >
0). On appelle champ brownien (sur [0,7]x D) de covariance spatiale C' le processus
gaussien W : ([0, T] x D) x  — R centré et de fonction de covariance donnée par

la formule

E[W (s,z)W(t,y)] = inf(s,t)C(z,y) , s,t€[0,T], z,y€ D.

Si C(z,y) = le inf(z;,y;) (pour x;,y; > 0), on parle de champ brownien espace-

s e, o . . . d+1
temps; La dérivée (formelle, ou au sens des distributions) ath_fg%

bruit blanc espace-temps.

est alors appelée
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Comme pour le mouvement brownien, ’existence d’un tel champ brownien est
garantie par des théorémes gaussiens tres généraux (voir Proposition 5.3).

Possibles motivations derriere (7):

e Aléa “intrinseque”: évolution de la température d’une barre soumise a une multi-
tude de forces aléatoires (immersion dans un liquide,...).

e Aléa “extrinseque”: quantification d’une incertitude liée (par exemple) a I'imprécision
de la mesure (artéfact, parasite).

Extension possible du modele (hors programme): opérateurs paraboliques plus généraux.

3.2.3. L’équation des ondes stochastique.

Le modele général:

0%y oW
=AY Y V)i, T], xeD,
52 + f(Y)+o( )8t8x1-~~(9;1;d tel0,T], z € .
v, =0, X, )=
b - ) at b - )
ol D est un ouvert de R4, A,Y := 3¢, %273;, (Y)i(x) = f(Vi(x)), o(Y)(x) :=

o(Yi(x)) avec f,o :R =R, &, ¥ : D — R, et W : ([0,7] x D) x 2 — R est un
champ stochastique (typiquement, un champ brownien).

Possibles motivations derriere (8):

e Corde vibrante dans un milieu “aléatoire” (par ex, brin d’ADN).
e Neurophysiologie (cf livre Walsh [6]).

Extension possible du modele (hors programme): opérateurs hyperboliques plus généraux.

3.2.4. L’équation KPZ (hors programme).
Le modele général:

v _ oy (W)Q LW
ot 0x2 Oz otox ’
Y(0,)=0,

on®:R—Ret W:([0,7] x R) x Q — R est un champ stochastique.

te[0,T], z € R,

Possibles motivations derriere (9):

e Description de I’évolution de la frontiére d’une surface (par ex, combustion d’une
feuille de papier).

e Limite de plusieurs modeles discrets d’évolution aléatoire (par ex, frontiére créée
par des particuliéres en interaction).

Cas du champ brownien espace-temps:

e Manipulé depuis longtemps par les physiciens.

e Traitement mathématique rigoureux: Martin Hairer (2013) = médaille Fields
2014.
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3.3. La difficulté essentielle.

Aw fizé, le mouvement brownien n’est pas dérivable (cf cours de calcul stochas-
tique ler semestre). On dispose plus exactement du résultat suivant:
Proposition 3.3. Soit {W;, t > 0} un mouvement brownien sur un espace de prob-
abilité (2, F,P). Alors:
(i) Pour presque tout w € , pour tout T > 0 et pour tout v € (0, %), la fonction
t — Wi(w) esty-héldérienne sur [0,T], c’est-a-dire [Wy(w) —Ws(w)| < ery(w)|t—s|7
pour tous 0 < s <t <T.
(7i) Pour presque tout w € Q, la fonction t — Wy(w) n’est dérivable en aucun point.

—> Probléme d’interprétation de la dérivée % dans ’équation
dYy dWy
— =b(t, Vs t,Y,)— .
g~ UbY) +olt Y=g

= Besoin d’étendre le calcul différentiel classique (“de Lebesgue”) a des fonctions
(aléatoires) non dérivables.

= Recours a l'intégrale d’It6.

Evidemment, méme probleme d’irrégularité pour les champs browniens (intro-
duits dans la définition 3.2), et donc méme difficulté d’interprétation des modeles
d’EDP stochastiques (7), (8) et (9).

=—> Extension de la théorie d’It6 a des champs browniens.

3.4. Brefs rappels relatifs 4 la théorie des martingales continues.

Soit (2, F,P) un espace de probabilité et (F;)¢>o une filtration sur cet espace
(c’est-a-dire Fs C Fy C F pour tous s < t).

On rappelle d’abord qu’'une martingale continue (relativement & (F;)) est un
processus stochastique M : [0,7] x  — R tel que:

(i) My € F; pour tout t € [0,T7;

(73) My est intégrable, pour tout t € [0,77;

(ii1) E[M;|Fs] = Ms pour tous 0 < s <t < T;

(iv) pour presque tout w € €, la fonction ¢t — M;(w) est continue sur [0, 7.

Ezemple: un mouvement brownien {W;, ¢t € [0,7]} est une martingale continue
relativement & la filtration F; := o(Ws, 0 < s < t¢). En effet, pour s < t,
E[W,|F,] = E[W, — W, |F] + E[ W, |F] = E[W, — W] + W, = W, .
—_— ~~
AL Fs €Fs
3.4.1. Inégalité de Doob.

Proposition 3.4 (Inégalité de Doob). Si (M;)i>0 est une martingale continue, alors
pour tousp>1, T >0et A>0, ona

1
. p
P(OE?ST|M15| > )\> < > E[|M7|P] .
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3.4.2. Variation quadratique.

Proposition 3.5. Si M et N sont deux martingales continues (relativement a (Fy))
de carré intégrable (i.e., pour tout t € [0,T], E[M?] < oo et E[N}?] < o0), alors,
pour tout t € [0,T] et toute subdivision Ap = {0 < t; < ... < T} de [0,T] dont le
pas |Ar| tend vers 0, la suite de processus

D (Miyynt = Mine) (Nei o ae — Nigar)
i
converge (en probabilité) quand |Ar| — 0. Sa limite est appelée le crochet de M et
N (au temps t), et est notée (M, N);.

Remarque 3.6. Le processus-crochet ((M, N)¢)ejo,r) ainsi défini correspond égale-
ment & I'unique processus continu, adapté, a variation bornée, qui s’annule en 0, tel
que MN — (M, N) soit une martingale.

Quand M = N, on note plus simplement (M) := (M, M) et on parle aussi
(logiquement) de wvariation quadratique de M. 1l s’agit alors d’un processus positif
croissant.

Exercice 3.7. Soit {Wy, t > 0} un mouvement brownien sur un espace de probabilité
donné. Montrer que, relativement d la filtration (F;)i>0 générée par W, on a (W), =
t pour tout t > 0.

Preuve. On établit en fait la convergence de la variation quadratique de W (vers t)
dans L?(2). A cette fin, on écrit d’abord

EKZ (Whiane — W}NY - fﬂ

7

[ { (W~ W)~ (s n 01— )]

i

= ZE{{ <I”1”7f,’+1/\f — W’Yf,mt>2 — ((f,j+1 N 15) — (f,; A f))}
{(I’Vtﬁmf - I”L’ij/\tf — ((fjﬂ At) —(t; A f)) }}
= Z {E {(I’VZ,ZHN, - I/’[/’[,L/\L>2(WYL]_M\L - I/’V[,JM>1

~ (A - 6 AD) (G A~ (6 AD) ). (0)

Or, pour ¢ # j, on sait, d’apres la définition 2.1, que les variables aléatoires Wy, ¢ —
Wit €t Wi, i at — Wi ae sont indépendantes, centrées, et de variances respectives
(ti+1 AN t) — (ti AN t) et (tj+1 AN ZL/) — (tj AN t), d’ou

E {(W[,w ~Wint) (W mi - Wz,,,N,)Q}

=E {(Wrt,,ﬁmf - m’ft,j/\t>2:|E |:<I’/)ny‘+1/\f - I/""},At)ﬂ

= (i A ) = (& A0 ((ta AD) = (5 A1)
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Ainsi, en revenant a (10),

- K Z (I'mef _ I’I”rfmf,y - f) T

13

. Z{ {(m_w . Wwﬂ — (i1 A1) = (8 mf))Q}
_ zz( i A — (tAD) < 21AL,

ce qui fournit immédiatement le résultat de convergence désiré. ]

3.4.3. Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy. Désormais munis de la définition du
crochet (M), nous sommes en mesure d’énoncer le résultat classique suivant:

Théoréme 3.8 (Inégalités de Burkholder-Davis-Gundy). Pour tout p > 2, il existe
des constantes ¢, > 0 et C, > 0 telles que, pour tout T > 0 et toute martingale
continue M, de carré intégrable sur [0,T], vérifiant My =0, on a

cp]E[<M>p/2} <E[<t€s[%%]|Mt|> ] <C E[( >p/2}.

3.5. Rappels: modification, indistinguabilité.

Soient {X,, a € A} et {Ya, a € A} deux processus stochastiques indexés par
un méme ensemble A (quelconque) et définis sur un méme espace de probabilité
(Q,F,P).

On dit que Y est une modification de X si, pour tout a € A, il existe Q, € F tel
que ~ ~

P(Q,) =1 et X,(w)=7Y,(w) pour tout w € Q.
On dit que X et Y sont indistinguables I'un de Dautre s'il existe Q € F tel que

P(Q) =1 et X,(w)=Y,(w) pour tout w € Q et tout a € A.

Evidemment, si X et Y sont indistinguables, alors X et Y sont modifications I'un
de I'autre. Réciproquement:

Proposition 3.9. Dans le contexte ci-dessus, supposons que A est un sous-ensemble
de R, SiY est une modification de X, et si X et Y sont continus sur A (p.s.),
alors X et'Y sont indistinguables l'un de 'autre.

Preuve. Soit (Q(,)(,e A les événements (de probabilité 1) issus de la définition d’une
modification, et {2 un événement de probabilité 1 sur lequel les fonctions ¢ — X; et
t — Y; sont continues. Considérons alors I'événement Q := Q NaeAnQd Qq € F, et
notons d’abord que P(Q) = 1. Fixons ensuite w € Q. On sait que X4(w) = Yy (w)
pour tout a € A € Q%, et que les fonctions ¢ +— X;(w), t — Y;(w) sont continues:
par densité de AN Q? dans A, I'identité X,(w) = Y, (w) s’étend immédiatement &
tout a € A, ce qui correspond au résultat escompté. g
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4. L’EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE STOCHASTIQUE

Revenons rapidement, dans cette section, sur I’étude (& un niveau relativement
élémentaire) de I’équation uni-paramétrique

dY; AW,
d—;:b(t,}/})—i—a(t,}@)#,%:ael&, telo,T], (11)
oub,o:[0,T] xR —=RetW:[0,T] xQ— R désigne un mouvement brownien,
défini sur un espace de probabilité (2, F,P).

Comme nous 'avons évoqué dans la section précédente, une premiere étape con-
siste a fournir une interprétation raisonnable de ’équation. C’est en fait la forme
intégrale de I’équation que ’on va chercher a interpréter, autrement dit le modele

¢ ¢
Yi=a +/ b(s,Ys)ds +/ o(s,Ys)dWs, te€]0,T]. (12)
0 0

L’interprétation de (12) va s’appuyer sur l'utilisation de I'intégrale d’It6, dont nous
souhaitons brievement rappeler les grandes étapes de construction (en guise d’introduction
a l'intégrale stochastique multi-paramétrique utilisée dans les sections suivantes):

4.1. Rappels: mouvement brownien et intégrale d’It6.

4.1.1. Objectif. Donner sens a I'intégrale

t
0

pour une classe de processus stochastiques H : [0,7] x Q — R suffisamment large
(afin de pouvoir ensuite envisager l'interprétation et la résolution de (12) au sein de
cette classe).

Rappelons que la construction d’It6 de I'intégrale (13) s’appuie de fagon essentielle
sur les propriétés stochastiqgues du mouvement brownien W, qui vont permettre de
surmonter le probleme d’interprétation & w fixé (cf la proposition 3.3).

Soit (Fp)i>0 = (F}Y )i>0 la filtration associée & W, autrement dit
Fi := o-algebre engendrée par (Wy)o<s<t -
Grace aux propriétés du mouvement brownien, on sait en particulier que pour tous
s < t, la variable aléatoire W; — W est indépendante de F;.
4.1.2. Construction de l'intégrale d’Ité (grandes idées).
Etape 1: Définition pour un processus simple adapté.

Considérons d’abord I’ensemble £ des processus simples adaptés, c’est-a-dire I’ensemble
des processus H : [0,T] x 2 — R qui s’écrivent sous la forme d’une somme finie

Hyo=> Xily, (), on0=to<ti<...<T,
%

et, pour tout ¢, X; : Q@ — R est une variable aléatoire bornée (sup,cq |X;(w)| < 00)
et Fi,-mesurable.

Remarque: sit € [t;, ti+1), H = X; € Fy;, C Fy (donc H est effectivement adapté).
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Dans une telle situation, on pose naturellement

T
/0 HydWy =Y X; Wy, — We,) (14)
i
Etape 2: Isométrie. On rappelle ensuite que Pextension (& venir) de la définition
(14) va s’appuyer sur la propriété d’isométrie classique suivante:

Lemme 4.1. Pour tout processus simple adapté H,

EK/OTHuquﬂ :/OTE[HS] du

autrement dit ’application
H+— /OT H, dw,
est une isométrie de (€, L*([0,T) x Q)) dans L*(12).
Preuve. Si Hy = 37, Xi 1y, 4, ,((t) avec X; € Fy; et sup,,cq | Xi(w)| < oo, on a

B( [ )] = s[(Sx 0, )]

= ZE[XZXJ (Wti+1 - Wti)(Wth o Wti)] )
,J
Or, pour ¢ < j,
E[Xin (WtHl - W) (Wtj+1 - Wtj)]
G]:tj JL]:tj
= E[XiX; Wy, — W) JE[Wiy,, = W] = 0,
donc

Bl( [ )] = SE[XE (Wi, - W)
‘ €F; L7,

- ZE[Xz?]E[(WtiH - W)

= ;E[Xz?](ti-l—l_ti) = /OTE[HZ]du.

Etape 3: Argument de densité.

Lemme 4.2. Etant donné un processus H adapté (= pour tout t, H; est Fy-
mesurable), continu p.p. (c’est-a-dire, p.s., la fonction t — Hy est continue p.p.) et
tel que

T
/ E[HZ]du < oo, (15)
0
il existe une suite (H(”))nzl de processus simples adaptés telle que

/OTE[(H{L@ —H,)Ydu — 0. (16)
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Remarque 4.3. 1l s’avere que, par le biais d’arguments de mesurabilité sophistiqués
(voir [1, Lemma 3.2.4]), ce résultat de densité reste vrai si ’on retire I’hypothese de
continuité (p.p.) du processus H, c¢’est-a-dire si I'on suppose uniquement H adapté
et vérifiant (15). Comme nous n’aurons pas besoin d’une telle extension par la suite,
nous nous en tiendrons a 1’énoncé ci-dessus, dont nous pouvons aisément détailler
la preuve.

Preuve. Dans un souci de clarté, notons
H := {H processus adapté, continu p.p. et dans L?([0,T] x Q)} ,

B := {H processus adapté, continu p.p. et dans L*([0,7] x Q)} ,
et rappelons que £ désigne I'ensemble des processus simples adaptés.

Nous allons montrer successivement que, pour la norme de L?([0,T] x Q), B est
dense dans H et £ est dense dans B, ce qui fournira le résultat escompté.

Densité de B dans H. Etant donné H € H, il suffit de considérer la suite (H™),>;
donnée pour tout n > 1 par

Ht(”) = {Htl{\HtKn} + TL]_{Hth} — n]‘{HtS—n}} .

On a bien H™ € B, et comme |H | < |Hy|, nous sommes en mesure d’'invoquer le
théoreme de convergence dominée pour affirmer que H™ — H dans L*([0,T] x Q).

Densité de £ dans B. Etant donnés H € B et une suite de subdivisions A, := {0 <
i} < ...<T} dont le pas |A,| tend vers 0, on pose simplement

q"m = Zth s

Comme H est adapté et appartient a LOO([O,T] x ), on a bien, pour tout n > 1,
H®™ e &. Par ailleurs, on peut vérifier que Ht(n) — H; en tout point de continuité
t de H, donc presque partout. Nous sommes donc une nouvelle fois en mesure
d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour affirmer que

HH( — 0 quand n — oo .

HHL2(0T 1xQ)

4.1.3. Définition de l'intégrale.

Etant donné un processus H : [0,7] x @ — R adapté, continu p.p. et vérifi-
ant (15), nous savons désormais, grace a l’étape 3 ci-dessus, qu’il existe une suite
(H™),>1 de processus simples adaptés qui converge vers H au sens de (16). Par
ailleurs, en faisant appel a la propriété d’isométrie établie a I’étape 2, nous pouvons
immeédiatement voir que la suite des intégrales stochastiques fOT Hqsn) dW,, (définies
a Pétape 1) est de Cauchy dans L?(Q2). Nous avons ainsi justifié¢ la définition qui
suit:

Définition 4.4. Soit H : [0,T] x Q — R un processus adapté, continu p.p. et tel
que

T
/ E[HZ] du < oo .
0
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On appelle intégrale d’Ito de H contre W, et on note

T
/ Hy W,
0
la limite, dans L*(Q), de la suite fo ™) AW, pour toute suite (H™),>1 de pro-
cessus simples adaptés telle que
T
/ E[(H" — H,)?]du — 0 . (17)
0

4.1.4. Quelques propriétés de l'intégrale d’Ito.

On fixe un processus H adapté, continu p.p. et tel que fOT E[Hﬂ du < 0o. En
particulier, I'intégrale d’It6 fOT H, dW, est bien définie via la définition 4.4.

(7) En tant que variable aléatoire:

EUOTHuqu] =0 , EK/OTHuqu)Q} :/OTIE[Hﬁ] du

En outre, on a:

Proposition 4.5. Le processus

+ T
‘_715::/0 Hg dW <:A Hsl[O,t](S) dWS)

admet une modification continue (encore notée [J ), qui correspond d une martingale
continue de variation quadratique

>t—/0tH§ds. (18)

Preuve. Soit (H™),>; une suite de processus simples adaptés vérifiant (17), et
notons jt(n) = [ 7" aw, (définie explicitement par (14)).

Etape 1 (exercice): an fixé, J () est une martingale continue de variation quadra-
tique (J™), = ft(Hén))2 ds.

En notant H™ = ¥, X, (n) Lin 4n 1 (avec X; € Fy, et sup,eq [ Xi(w)| < 00), on a

par définition

T =3 X W s = Wnns} -

7

A partir de cette écriture, il apparait clairement que Jg(") € Fs et quc js ") est
intégrable, pour tout s € [0,7]. Par ailleurs, la continuité (p.s) de J découle
aisément de la continuité (p.s) de W. Ensuite, pour s < t fixés, soit k < ¢ tels que
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t”<s<tk+1< <t”<t<tHl On a alors

E[7"|F]
k—1
. ;) XIN W = W} + B[ X (Wi | — Wi }| F]
+ 3 E[X{ Wi ni — Wi }| F]
i=k+1
k—1
= S X" W~ W} + X{W, — Win}
=0
E[X" (W, F| + Z E[ X {Win n — Wi }| 7]
i=k+1
= ‘jgn)+»E{)(£”{l@QZ } + jz: HE[ (n {VVﬂllAt——I@Q?}.F;}.
i=k+1
Or
E[X (W, F| =X E[Wy  — W] =0,
et de méme, pour tout k+1 <17 </,
BT Wy v = Wi }| 7] = E[XVB[Wop, e = Wer | Fir||72] = 0.

A ce stade, nous avons donc établi que pour tout n > 1, 7™ était une martingale
continue.

Pour montrer que (J™), = [ (H§"))2 ds, appuyons-nous sur le critére énoncé
dans la remarque 3.6. Observons tout d’abord que pour tout ¢t € [0,7] et tout
€ [0,t], g™ e Fi, donc j 2ds € F; (en tant que limite d’applications
Fi-mesurables). Pour le deux1eme pomt, il est facile de constater que la variation
bornée de la fonction t — [ (Hg (n))2 ds est en fait explicitement donnée par I'intégrale
fo (H ( )2 ds. Cette variation bornée est en particulier finie (p.s). Enfin, pour établir

que le processus t (jt(n))2 - jg(Hr( )) dr est une martingale (ce qui achévera la
preuve de 'identité), fixons s < ¢ et écrivons d’abord

E[(7™)°|F]

- ZE[ (”) Wt?+1/\t - Wt?At)Q

7|

+ 23 E[XXG Wy ne = Wagnd) (W, e = W)
1<j

]

= 5t 425 . (19)
Considérons ensuite, comme ci-dessus, les entiers k < £ tels que & < s <t} | <
Lo< Yy <<t} de telle sorte que, d'une part,

1 n)\ 2 n 2
st = ; (X2 (Win, ns = Winns)? +1E{( X2 (W, ne = Wigns)*| ]
i<k—1
+ 30 B[ (Wi n = Wapn)*| 7] (20)

i>k+1
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avec

E[( XA (W e — Wt;;As)2

k+1

A
= (X)’E[(Wig, e = Wi + Wy — Winns)?

- ) (e fov,

k+1

7]

AV Ws)2

o]+ 2(W, = Wi )| (Wi, ni — W)
+ (Ws - Wt};/\s)Q}

= (X [(tar At) = |+ (Wa = Wipno)?)
et, pour tout 7 > k + 1,

7

E[(Xi(n))Z(WtyHAt - WtyAt)2

F]

= E[E[(X™)* (Wip,,nt = Wernt)*| 7]

F|

- ]E{(Xz'(n)ﬂ]'—s}E[(Wt;grlAt - Wt;mtﬂ = E{(Xi(n)f

It A D = @ Aol
donc, en revenant a (20),

n)\ 2 2 n)\ 2 n
S =3 (X2 (W, ns = Winn) + <X£ N2 |(tpy A ) — 8]

7

+ 3 B[Rl a - @ an]. (@)
i>k+1
D’autre part
st - ZE[ (n) th AL T Wt?/\t) (Wt;?+1At — Wt;?/\t) s}
1<j
=S+ Y Y 5(22)+S(23) (22)

1<j 1<j 1<j

J<k Jj=k j>k+1
avec

2,1 n n
Sg,t ) — Z Xz( )X]( )<Wt?+1/\s - Wt?/\s) (Wt;}Jrl/\s - Wt;?/\s) s
i<j<k
S (2,2) _ ZX X(”) (th As — thAs) [(WtZH/\t WtZ/\s) .7'—5}
i<k
=Y XX (Wan e = Wanns) (W = Wipns)

i<k

et enfin
5(2 3) Z E[ [X(” X(”) (th At T thﬂ/\t) (Wt?+1/\t — Wt;}/\t)‘.;rtj} .7'—3}
jiiil
= Z E[ Wt" AT Wt?/\t) S}E[(Wt%l/\t—Wt?/\t)} =0,
Jéif&-l

donc, en revenant a (22),

2 n n
5 =3 XX (Wi, ne = Winns) (Wan, ns — Winns) - (23)

1<J
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En injectant (21) et (23) dans (19), on obtient

. "t .
E|(7) - [

0

g

2

=E[(7")"

F] = (X)) F @ At = @A)
= () + ) A1) = sl = S0 (X (B A 8) = (8 )
1<k

S

n)\2 n)\2 n n n)\ 2 n)\-
= (T = STt A s) = (17 A s)| = (TM) - / (H{™)? dr

ce qui correspond a la propriété de martingale visée.

Etape 2: J est continue. Pour tous m,n > 1, le processus J™ — 7 est une
martingale continue, et par conséquent, en utilisant successivement 'inégalité de
Doob (Proposition 3.4) et I'isométrie d’It6, on obtient, pour tout € > 0,

m n 1 m n
p( s |77 -5 >¢) < SB[ - AP
te[0,T] €

1

m,n— 0o
- RS
g7 Jo

T
< E[(H™ — H™)?] du 0.

A partir de cette observation, nous pouvons facilement construire une suite (ng)>1
dans N croissante telle que pour tout £ > 1 et tous m,n > ny,

IP< sup |$(m) - jt(n)\ > 2_k) <27k,
te[0,7)

En particulier, pour tout & > 1,

P( sup |$(nk+1) _ \Zt(nk)’ > 2—k> < 9=k
te[0,T]

On sait alors, d’apres le lemme de Borel-Cantelli, que, p.s, il existe K > 1 tel que
pour tout k > K,

sup |7 — g < 27k,
t€[0,T7]

Cette derniére assertion nous garantit la convergence (p.s) de la sous-suite (7 "))z,

dans l'espace L*°([0,7). Sa limite, que nous noterons 7, est donc continue (p.s).
Pour montrer que J correspond & la modification continue de J recherchée,
observons d’abord que, comme Jt(n’“) — J; dans L%(Q) a t fixé (par définition de

J), il existe une sous-suite (Jt(m"(t)))gzl de (J; nk))k21 qui converge vers J; p.s. En
considérant un événement €2y de probabilité 1 sur lequel cette convergence a lieu,
ainsi qu'un événement €2 de probabilité 1 sur lequel J(") — 7 uniformément, on a
bien, par unicité de a limite, J;(w) = J;(w) pour tout w € Q; N Q.

FEtape 3: J est une martingale de variation quadratique donnée par (18). Observons
tout d’abord que pour tout ¢t € [0,7] fixé, J; est (par définition) limite de jt(n)
dans L?(€), donc il existe une sous-suite (jt("’“))kzl qui converge vers J; p.s: les

applications jt(nk) étant Fi-mesurables (cf étape 1), il en est de méme pour J;.
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Ensuite, pour montrer l'identité E[J;|Fs| = Js pour tous s < ¢, il suffit de passer
a la limite, dans L?(Q), dans la relation (obtenue & I’étape 1)

En effet, 'espérance conditionnelle étant une application contractante (relativement
a toute norme LP(Q2), p > 1), on a
2 (n) n—00

| <B[lA - af] =¥ o,

E[[E[7"|7] - BlAIF| | = BB - 217)

De méme, pour déduire (18), il suffit de passer & la limite, dans L'(f2), dans la
relation (obtenue a ’étape 1)

B - [ ar

| =@ - [Cazar.

Par exemple,

Nl

< B[ + 7T - 2] <E[|lF" + 77 B[ A - )
Or on sait que jt(n') — J; dans L?(2), ce qui garantit & la fois

sup EU«Z(“) + j[!z} < oo et E“Lﬂ('w — j,‘z} R0

n>1

(7i) En tant qu’intégrale du temps: si H est en outre un processus borné (c’est-a-
dire sup( oy, 11x [Ht(w)| < 00), alors, comme nous I'avons vu dans la preuve du
lemme 4.2, et pour toute suite (Ay)p>1 de subdivisions de [0,7] dont le pas |A,|
tend vers 0, la suite de processus simples adaptés

= Y Hyly,.,, @)

(t)EAR,
vérifie la condition de convergence (17), et ainsi, dans ce cas, on a
T ‘ )
/O Hy dW, = lim. (t.)gA Hy, (Wi, — Wy,) dans L*(2) .

En d’autres termes, dans les conditions décrites ci-dessus, I'intégrale d’It6 fOT H, dW,
est limite des sommes de Riemann (de H contre W).
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4.2. Interprétation et résolution de 1’équation.
L’interprétation découle naturellement de la construction précédente:

Définition 4.6. Etant donnés un mouvement brownien W : [0,T] x Q — R, un réel
a et deux applications b: R — R, 0 : R — R, on appelle solution (sur[0,T]) au sens
d’It6 de I’équation

Ay =b(Y)dt +o(Yy)dWy, Yo=a, te€][0,T],
tout processus Y adapté, continu p.p., vérifiant, pour tout t € [0,T],

t
/ Elo(Y:)?*]ds < oo,
0
et
t t
Y, :a+/ b(Ys)ds—i—/ o(Ys) dW, |
0 0
ot lintégrale (contre W) est comprise au sens d’Ito.
Le résultat le plus “standard” d’existence et d’unicité d’une solution est le suivant:

Théoréme 4.7. Soit W un mouvement brownien et b,o : R — R deuz applications
telles qu’il existe une constante cp, > 0 pour laquelle

b(2)| + lo(2)] < cbo

et
b(x) = b(y)| + lo(z) — o) < cholz—yl (24)
pour tous x,y € R. Alors, pour toute condition initiale a € R, I’équation
Ay =bY)dt+o(Yy)dW,, Yo=A,tel0,T], (25)

admet une unique solution (sur [0,T]) au sens d’Ito.

Remarque 4.8. Dans ce dernier énoncé, I'unicité doit étre comprise a indistinguabilité
pres, autrement dit: si Y et Y sont deux solutions (au sens d’Itd) de 'équation (25),
alors Y et Y sont indistinguables (cf section 3.5).

Remarque 4.9. Axes d’extension potentiels pour ce résultat d’existence et d’unicité:

e b et 0 moins “réguliers”: par ex non bornés, ou non Lipschitz, etc. Parfois:
existence locale seulement (sur [0,7p(w)]), non unicité, etc.

e on remplace la condition initale a (déterministe) par une variable aléatoire A :
Q) — R. Par exemple, si A est indépendante de W et si E[A?] < oo, on peut utiliser
les mémes arguments que dans la preuve qui suit.

Preuve.

Exercice 4.10 (Existence). Soit (Y(™),>1 la suite de processus définie par le

schéma d’itération de Picard: Y, 0= q et
t t
G / b(Y.™Y ds + / (VM) dW, | (26)
0 0

(i) Vérifier que cette suite est bien définie.

Montrons plus précisement, par récurrence sur n > 0, que Y™ est bien défini,
est adapté et est continu (p.s.). Pour n =0, le résultat est trivial. Supposons cette
propriété vraie pour un certain n > 0. On sait alors que o(Y ™) est adapté (puisque
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y(®) lest) et continu (puisque Y™ et o le sont). Par ailleurs, comme o est bornée,
il est clair que fOTE[U(Y;(n))Q} ds < oo. L’intégrale d’Ito f(fa(Yg(”))dWs est donc
bien définie, ce qui garantit par la méme la bonne définition de Y "tV . Le fait

(n

que Y, T soit Fi-mesurable découle ensuite du fait que les intégrales fg b(Yfg(n)) ds

et fot U(Ys(n)) dWy sont toutes deux Fi-mesurables, en tant que limites d’applications
Fi-mesurables (voir l'étape 3 de la preuve de la proposition 4.5). Enfin, la continuité
de Y"1 est une conséquence de la proposition 4.5.

(ii) Montrer que

S

t
B[V~ YOP) e [ B[V - ¥R ds 27)

pour une certaine constante cp 7 > 0.
On a

t t
vy = [ b ds - [ o (V) — o D) aw, . (28)

Or, d’une part, en utilisant successivement ’inégalité de Cauchy-Schwarz et la con-
dition (24), on obtient
t 2 t
2| [ o) v as| | <7 [CE[lpv®) - by D)) ds
0 0
t
< (e00)*T [ E[J¥" = Y0P ds.
0

D’autre part, en utilisant successivement l’isométrie d’Ité et la condition (24), on
obtient

= [ Bllotrd) o0 as
0

-t
< (ena)? [ E[J¥ v ds.

[ o) — oy aw,
0

En revenant a (28), on déduit immédiatement [’estimation désirée:

S

t
E[|Y;(n+1) _ Y;(n)m < Cbp,T/ EHy;(n) _ y(n—1)|2] ds |
0
avec ch o1 = 2(cho)?(1+T).
(i33) En déduire que la suite (Y ™)1 converge dans lespace L=([0,T); L*(Q)), puis

que sa limite correspond a une solution de l’équation.

En itérant Uinégalité (27), on obtient, pour tout n > 1,

S

(¢boT) // Em,’}ll 5,?12)|2]dsn,1dsn

<< (o) [ E[[Y) — YO P s - --ds, .
0<s81<...<8p <t
Or nous disposons bien entendu de [’expression explicite

YW — v = b(a)s; + o (a)W,,

t
EUYt(nH) N Yt(n)ﬂ < Cb,a,T/ EHYs(n) _ Y(:*UP] ds,,

| N
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ce qui permet finalement d’affirmer que pour tout n > 1,

sup B[V, — Y] < 2(cp0m) (ch0) AT +T) / dsy -+ dsn
te[0,77] 0<s1<...<sn<T

<9 (Cb,U,T T)n

= n (Cbp)Q(TQ + T) :

Cette inégalité montre (en particulier) que la suite de processus (Y (™),>q est de
Cauchy dans ’espace (complet) L>=([0,T]; L3(Q)): cette suite converge donc dans
l’espace en question. Notons Y sa limite.

En revenant d la relation (26) définissant la suite Y™, on montre ensuite, avec
les mémes arguments qu’au point (ii), que

(| [ o) - v s

et de méme

|| [ (o) - o) aw,

On constate ainsi que le processus Y est bien solution de l’équation (25).

’ t
} : (cb’”)%/ E[[y{” - v,[*]ds %0,
J0

2 ¢
} < (cb,g)Z/ ]E[|Ys(”) —Ysﬂ ds =230
0

Exercice 4.11 (Unicité). Soit Y,Y deuz solutions de I’équation.
(i) Montrer qu’en posant hy := supy<,<; E[|Ys — Yi|?], on a

¢
hy < cpor / hsds (29)
0

pour une certaine constante cp 1 > 0.

Avec les mémes arguments qu’au point (ii) ci-dessus, on obtient facilement, pour
tout t € [0,T] et tout n > 1,

~ t . t
E[Y: = ¥if?) < chr | B[V = Vil ds < o [ hods .
L’inégalité (29) en découle immédiatement.

(ii) En déduire que hp = 0, puis, en utilisant la proposition 3.9, que Y et Y sont
indistinguables.
En itérant (29), on obtient, pour tout m > 1,

T
0<hr< Cb,0, T / hsm dsm
J0

9 T Sm—1
(Cb,U,T) /0 /O hsm,1 dsm—l dsm
' (Cb,(T,T T>m

S (Cb,o.,Ter/ hsydsy -+~ dsp < ——=———hr,
0<851<...<5m <T m!

IN

et done, en faisant tendre m vers linfini, on obtient effectivement hp = 0.

Ceci permet d’affirmer dans un premier temps que Y et Y sont modifications 'un
de lautre (cf section 3.5). Or, grace a la proposition 4.5, nous savons que ces deux
processus sont continus (p.s). Nous sommes par conséquent en mesure d’invoquer
la proposition 3.9 pour conclure: les processus Y et Y sont bien indistinguables.

O
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4.3. Propriétés de la solution.
Soit Y solution de I’équation

dY, = b(Y;)dt + o(Y,)dW, , Yo=a, t€|0,T].

Les propriétés de Y peuvent étre examinées sous de multiples angles. Citons (sans
approfondir) quelques axes possibles:

4.3.1. Propriétés “classiques”.

(i) Régularité des trajectoires. Pour presque tout w et pour tout v < 1/2, la fonction
t — Yi(w) est y-holdérienne. Autrement dit, la solution hérite de la régularité du
mouvement brownien W.

(ii) Schémas d’approximation numérique. Par exemple, schéma d’Euler: on pose
;=17 = %, puis on définit
VP = YY) (b — ki) + o (V) (W

On peut alors montrer que

_Wti) :

141

Cb,0, T

\/ﬁ 9

N

E[|Y - Yr|*]% <

pour une certaine constante ¢, o7 > 0.

4.3.2. Propriétés “stochastiques”.

(i) Propriété de martingale. Si b = 0, on a V; = a + [j o(Ys) dWs, done, dans
ce cas particulier, on sait, par la proposition 4.5, que Y est une martingale con-
tinue de variation quadratique (Y); = [J o(Y;)?ds. Dans le cas général, Y est une
semimartingale.

(#i) Propriété de Markov. Pour tous 0 < s < t < T et pour toute fonction f : R — R,
E[f (V)] (Waosuss] = E[F(YD|W.] .

(#i7) Régularité stochastique (= régularité de Y;(w) vis-a-vis de w € ).

Par exemple: on sait que, sous de bonnes hypothéses sur b et o, la loi de la variable
aléatoire Y; admet une densité réguliére, pour tout ¢t € [0, 7.

On démontre ce type de résultat en utilisant la théorie du calcul de Malliavin.

(iv) Mesure invariante. On sait que, sous de bonnes hypotheéses surb et o, 1’équation
admet une unique mesure invariante p (c’est-a-dire, une mesure p telle que si Yy ~ p,
alors Y; ~ p pour tout ¢ € [0, 00[), et pour toute condition initiale A :  — R,

t .
Y; =% 4 enloi.
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5. L’EQUATION DE LA CHALEUR STOCHASTIQUE

Nous nous concentrerons sur I’étude du modele le plus standard, a savoir le modele
dirigé par le brownien espace-temps sur R, c’est-a-dire:

ou  0%u 0*W
E:@—Fa(u)atam, te[0,7T], z € R, (30)
u(0,.) =,

ou®:R — R, o:R — Rest continue, o(u)¢(x) := o(us(x)) et W : ([0, T] xR)xQ —
R est un champ brownien espace-temps sur [0,T] x R.

Pour une bonne définition de ce champ stochastique, procédons d’abord & quelques
rappels généraux sur les familles gaussiennes.

Définition 5.1. Soit A un ensemble quelconque. Une famille de variables aléatoires

{Xa, a € A} (a valeurs réelles) est dite gaussienne si pour tous ai,...,ar € A,
(Xays-- -5 Xa,) est un vecteur gaussien, autrement dit si pour tous ai,...,a, € A et
tous A1,..., A\x € R, la variable aléatoire Zle AiXq, est gaussienne.

Terminologie (au moins dans ce cours):
o A={1,...,N}: vecteur gaussien
e A intervalle de R: processus gaussien

e A produit d’intervalles dans R4, d > 1: champ gaussien.

Définition 5.2. Etant donné un ensemble A quelconque, on appelle fonction de
covariance sur A toute fonction C : A x A — R symétrique (c’est-a-dire C(z,y) =
C(y, ) pour tous x,y € A) et définie positive (c’est-a-dire Zﬁjzl a;jo;C(x,25) >0
pour tous k> 1, o; ER et z; € A).

Proposition 5.3. Etant données une fonction m : A — R et une fonction de
covariance C' : A x A — R, il existe une unique famille gaussienne {X,, a € A} de
moyenne m (E[X,] = m(a)) et de covariance C, c’est-a-dire

E[(th - E[Xal])(Xa2 - E[Xa2])] = C(a17a2) .

Remarque 5.4. La propriété d’unicité dans la proposition 5.3 est a comprendre
comme une unicité au sens des lois de dimension finie, c’est-a-dire: si {X,, a € A}
et {X,, a € A} sont deux familles gaussiennes, définies respectivement sur (Q, F,P)
et (Q, F , I@), de méme moyenne et de méme covariance, alors pour tout k£ > 1, tous
ai,...,ap € A et tout borélien B de R¥, on aura

P((Xay,- -, Xa,) € B) =P((Xuy,..., Xa,) € B).

A partir de ce résultat général, nous pouvons immédiatement introduire le champ
stochastique qui nous intéresse ici:
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Définition 5.5. Soit T' > 0 et d > 1. On appelle champ brownien espace-temps
(sur [0,T] x R?) le champ gaussien W : ([0,T] x R?) x Q — R continu (= p.s.,
(t,z) — Wi(z) est continue) centré et de covariance donnée par la formule

d
E[Ws(2x)Wi(y)] = inf(s, t) HR(:L‘i,yZ-) , s,te|0,T], z,y € R, (31)

=1

ot, pour tous a,b € R, R(a,b) est donné par

R(a,b) : *{Ia|+|bl o —b[} . (32)

Remarque 5.6. Le fait de pouvoir “supposer” W continu est une conséquence du
critére de Kolmogorov (multiparamétrique). Nous y reviendrons dans 'exercice 5.23.

Exercice 5.7. Vérifier que pour tous a,b > 0, R(a,b) = inf(a,b), et plus générale-
ment que, pour tous a,b € R,

R(a,) = [ Lpu@)1py(a)dz (33)

avec la convention usuelle 14 = —1j,0 st a < 0. En déduire que la formule
C((s,z), (t,y)) := inf(s,t) [T¢—, R(z®,y®)) définit bien une fonction de covariance
sur [0, T) x R

Pour tous a; € R, (s;,7;) € [0,T] x RY, on a, en utilisant (33),

Za ap (si, 2 Za a;inf(s;, s H]?

k=1

= Z(\c,ﬂj< /F i, (1)1 (h‘) H / 0,001 (y)1 ](1/) dy
- JR

k=1

(l (d) L 7.,(d)
/,,‘l <Z(11 () 2V ](, ) 1[0“)((1» (y' )> dtdy™ ... dy @ > 0.

La fonction R définie par (32) correspond en fait & la covariance du mouvement
brownien sur R, que l'on peut construire (et a vrai dire définir) a partir de deux
mouvements browniens indépendants W), W@ classiques (c’est-a-dire sur Ry, cf
la définition 2.1 ou la remarque 2.2), en posant, pour tout a € R,

W(a sia
Wia):= { %(Q)E—)a) sia i 8 ' (34)

On peut en effet vérifier que pour un tel processus (gaussien), on a, pour tous
a,beR,

E[W(a)] =0 et E[W(@W(®)] = R(a,b) .
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5.1. Heuristique: formulation mild de 1’équation de la chaleur.

Considérons pour 'instant une équation de la forme

ou  0%*u

Frr ) + fl,u), wu(x)=o(x), (35)
ou f:]0,T] x R xR — R une fonction bien définie et la notation dans (35) signifie
fluw)e(@) = f(t, 2, w(x)).

Comme dans le cas des EDO, on souhaiterait mettre 1’équation sous une forme
“intégrale” que l'on puisse ensuite étendre (par le biais d’arguments stochastiques)
au cas ou f est remplacée par la “distribution”

W
Flow) = o(w) oo

(36)

lére idée (mauvaise): on inteégre simplement 1’équation en temps (a z fixé) pour
obtenir .

0
Deux inconvénients majeurs apparaissent ici:

ur(x) = up(x) —|—/ (0%u)(z) ds + /Ot f(s,z,us(x))ds .

e L'opérateur u + O2u est non borné (si u € W2 alors d?u € L?), d'ot des
problémes de stabilité pour résoudre 1’équation sous cette forme.

. 7’ . 7 . N 2
e En vue de U'interprétation recherchée (quand f(.,u) laissera place a a(u)gt—gg), on
souhaite faire apparaitre une forme intégrale en temps, mais aussi en espace, pour

. s .92
compenser l'irrégularité du bruit gtgg.

2¢me idée (meilleure): s’appuyer sur la solution fondamentale de 1’équation linéaire

sous-jacente, soit ’équation de la chaleur standard
oG 0°G
—=——, teR,,z€eR. 37
ot~ 0a2 o (87)

Rappel: par définition, la solution fondamentale de I’équation (37) (avec condition
nulle en ¢t = 0) est la distribution G € §'(Ry x R) telle que, pour toute fonction-test
¢ : Ry xR — R, la solution (au sens des distributions) de I’équation

o 0%
E:@‘Hﬂa v(0,2) =0,

est donnée par la convolution (espace-temps) v := G * .

Cette solution fondamentale est en fait donnée ici par le noyau gaussien
1 x2

i exp ( - E) Loy -

Observons plus simplement que cette fonction G satisfait G¢(z) = 0 pour tout ¢ < 0,

oG 0*G
E(t,x) = @(t,m) pour tous t > 0, x € R, (39)

Gi(z) == (38)

t—0

et [ Gila—yul)dy = o). (40)
R
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pour toute fonction continue bornée i : R — R et tout = € R.
Grace a ces propriétés, nous pouvons établir le résultat suivant:

Proposition 5.8. Si u est solution de (35) au sens classique (c’est-a-dire u est C
en temps, C% en espace, et satisfait (35) pour tout (t,)), et si

sup  |u(t,z)| < oo sup

z)| < oo, (41)
te[0,T],z€R te[0,T],z€R ‘890 ‘

alors u est aussi solution de l’équation suivante (appelée forme mild de (35)): pour
tous t € [0,T]et x € R,

t
o) = [ Gila—powdy+ [ [ Geso )iy ) dsdy. (42
La formulation (42) fait cette fois bien apparaitre une intégrale en temps et en

espace: c’est cette formulation de ’équation que nous allons pouvoir étendre a la
situation (36).

Preuve de la proposition 5.8. On a, pour tous ¢t € [0,T], z € R et € > 0,

/G x—y)u(y) dy — /Gt+€l‘— O(y) dy

- /R {Ge(z = Y)ur(y) — Grae(z — y)uo(y) } dy

= /R/Ot O (Gi—ste(x — y)us(y)) ds dy

-/ (0u(Grosre(w — 1)) us(y)

+ Gt S+E( - y)as (us(y))} ds dy

// (0:G)1—sye(x — y)ua(y)

" /R/o Grste(w — )0, (us(y)) ds dy
+ /]R/O Gt—s+5($ - y)f(S, y,us(y)) dsdy . (43)

Ensuite, en utilisant (41) et le fait que, pour tous 0 < s <tet z,y € R,
—+ —+
0y(Gi—sye(z —y)) =500 ; Gioste(z —y) =00 )

on déduit facilement

[ Gt = maiu ) asa
- /Ot /]R Goste(® — y)as (us(y)) dy ds
B /t / (aZG)t*S“(x —y)us(y) dyds .

Ainsi, en revenant a (43) et en utilisant (39), on obtient

/G x—y)u(y) dy — /Gt+5x— O(y) dy
:/R/O Giste(z —y)f(s,y,us(y)) ds dy .
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11 suffit maintenant de faire tendre ¢ vers 0 et d’utiliser (40) pour obtenir (42).
O
5.2. Intégration par rapport a un champ brownien espace-temps.

En gardant la formulation (42) & lesprit, et étant donné un champ brownien
espace-temps W sur [0, 7] x R? (au sens de la définition 5.5), on cherche & donner

sens & 'intégrale
8d+1W
/ /Rd 088:61 e d(s,m)dsdx,

pour une certaine classe de champs stochastiques H : ([0, 7] x R?) x Q — R (la plus
large possible).
A cette fin, inspirons nous de la construction d’Ito (cf Section 4.1.2). Considérons

ici (Fs)s>0 = (FV)s>0 la filtration en temps associée & W, autrement dit

Fs := o-algebre engendrée par {W,(z); 0 <r <s, z € Rd} )

Reprenons maintenant une a une les étapes de la section 4.1.2.

Etape 1: Définition pour un champ simple adapté.

Considérons d’abord I'espace £ des champs simples adaptés, c’est-a-dire ’ensemble
des champs H : ([0,7] x R%) x Q — R de la forme

) = Z Lt ((8)1a, (2) X} (44)

ou la somme porte sur un nombre fini d’indices i,j, et ou 0 =tg <t; < ... < T,
1 dy, . (d),. k), . k), .
A= [ (), (D x @), as" G avee o (5) < 0 (),
AjlmAp:@ Sijl#j?a
et enfin, pour tous 7,7, X! : @ — R est une variable aléatoire bornée et Fi,-

mesurable.
On pose alors

ad+1W
/ /]Rd &Saxl e d(s,x)dsdx
; W, oW,
_ J i+1 _ 1
(-zxi] A.*axl...amdf L)
= ZXJ{WW — Wi (4))} (45)

ou, pour tous A := [agl), aél)] X ... X [agd), agd)] et s € [0,T], on définit W(A) par la

formule
2

8dW8 i1 ) d

11,...,0q=1

Par exemple, pour d = 2, on récupere l'incrément rectangulaire

Wo(A) i= Wi(ai” o) = Wite”, af”) = Wias?, o) + Wi(af”, o).

Soulignons deés a présent les quelques propriétés stochastiques suivantes pour la
famille de variables aléatoires W(A) (ces propriétés se réveleront par la suite essen-
tielles):
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Lemme 5.9. Pour tous A := [agl),ag)] X ... X [agd),agd)] , B = [bgl),bgl)] X ... X
[bgd), bgd)], et 0<s<t, on a:

(i) E[Ws(A)Wi(B)] = s u(AN B), ot u désigne la mesure de Lebesque dans RZ.
(“’) Wt(A) - WS(A) ~ Wt—s(A)'

(1ii) Wi(A) — W(A) est indépendant de Fs. En particulier, {Wi(A), t > 0} est une
martingale (centrée).

(iv) Le crochet de W(A) et W(B) est donné par (W (A),W(B)); =tu(ANB).

Exercice 5.10. Prouver les assertions du lemme 5.9.
(1) En combinant (31) et (46), on déduit immédiatement

E[WS(A =g H Z Z+jR (k) b(k’)) .
k=11,5=1

et l’'on peut ensuite vérifier, a partir de la représentation (33), que
2

i k: k)
> (1) R(a, b / {10,000y (@) = L oy () {1 oy () = Ly oy ()} die

ij=1

k k k k
*u([ () é)}ﬂ{bilbéﬂ)-

Remarquons en effet qu’avec la convention 1y ) := —1, ] pour a < 0 (utilisée dans
(33)), on a bien, pour tous ay < az € R, 1o 4] — Lj0,0,] = Ljay,as] P-P-

(13) Les deuz variables aléatoires en question sont de lois gaussiennes centrées, et
en utilisant (i), on constate immédiatement que

E[(Wi(A) — Wa(A))"] = (t — 5)u(A) = E[W;o(A)] .

(1i1) En utilisant la terminologie de [4, Definition 0.6.2], on sait que les espaces
G (s1) = Span(Wi(A) = Ws(A)) et Gas:= Span(W,(z), 0 <r < s, x € R9)
sont deux sous-espaces fermés de l’espace gaussien
G := Span(W,(x), 0 <r < T, z € R?) .

Ainsi, d’aprés [4, Proposition 0.6.3], les tribus o(Gy sy)) et 0(Gas)(= Fs) sont
indépendantes si et seulement si les espaces Gy (sy) et Gas sont orthogonauzr (dans

L%(Q)). 1l s’agit donc de vérifier que pour tous 0 <r < s et v € R%,
E[(Wi(A) = W(A))Wy(2)] =0

Et en effet
2
EWy(AW,(z)] = Y (~)rHHaE[W(al,. .., a”)W,(2)]
i1yeeyig=1
2 .
- r Z ( 1)“+-~+%1HR i (k))
01,..y0g=1 k=1
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(1v) Posons
91 Gz(A B) W917S2(A)W91,32(B) - (32 _SI)N(AQB)-/

en utilisant désormais la notation fs, s, 1= fs, — fs, lorsque f est une fonction a un
paramétre. On a alors, pour toute partition A := {0 =1ty <t1 <... <ty =T} de
pas |A| = sup; [t — ],

E[(Z (Wieant(A) = Wione(A)) (Wi, ni(B) — Wiona(B)) — tu(A 0 B))Q}
) K Z Kipttyosnt(A, B))Z] - ZE{K“MJMM(A? B) Kt i1, o ni( A, B)} .
Z v (47)

En utilisant les propriétés (i), (it) et (iii) ci-dessus, on vérifie ensuite facilement
que

E

—

(Ko1,52(4, B))?|

2{B[[Woroa (AW o (B)[ ] + (52 = s1)° (A 0 B)
< oE[ W ('] "E[We )]
< 2{3(s2 — 51)*u(A)(B) + (s2 — 51)* (A N B)?} < 8(s2 — 51)2u(A)u(B) ,

tandis que pour s1 < s9 < 83 < 84,

E[KS1,52 (A, B>K83,54 (A, B)} =0.

IN

A

+ (s9 — 51)2u(AN B)2}

Pour obtenir cette dernicre identité, on s’appuie en particulier sur le fait que
E[Wa 0 (A) 1,0 Wer 0 (B)Wag 0 (A) W, 5, (B)]
= E|E | Wi, 00 (A) Wi, 00 (B) W 54 (A) Wi 5, (B) [ Fog ||
= E|[Way00 (A) Wy 0 (B) | E [ Wo s () Wes . (B)
= (s9— 51)(54 — s3) (AN B)?2.
En revenant a (47), on déduit

EKZ (Weipant(A) = Wine(A)) (Wi ne(B) = Wiae(B)) — tu(AN B)>2]

7

< 8u(A)u(B) Y (tip1 — ti)* < 8u(A IAIZ i1 — 1) < 8u(A)u(B)|A[t,

1

et cette derniére quantité tend évidemment vers 0 lorsque |A| — 0.

Etape 2: Isométrie. Comme dans le cas classique (uni-paramétrique), Pextension de
la définition (45) va étre rendue possible par une propriété d’isométrie:

Lemme 5.11. Pour tout champ simple adapté H, on a

T o+
([ L) gy iote) | = [ el s
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autrement dit application

oty
Hr—)/ /Rd asaxl e d(s,az)dsdx

est une isométrie de (€, L?([0,T] x R? x Q)) dans L*(Q).

Preuve. Soit H de la forme (44). On a alors

£ Lm0 gy o) |

= E[( X7 (W (4) = Wi (4 >})2}

- Z Z E[XHXD {WtzlJrl A'l) - Wt }{Wt12+1 A’z) - Wtig (A]é)}} :

11,12 J1,J2

Pour 71 = i = 7, on utilise les propriétés mises en évidence dans la lemme 5.9 pour
affirmer successivement que

Bl X X7 (Wi (A3) = Wi (A3) MW (As) — Wi (A3)} ]
———
6-7'—1,1- JL]:ti
= E[XZMX@JQ} E{{Wti-y-l(Ah) - Wti(Ajl)}{Wti+1 (Aj2) - Wti (Ajz)}}
= B[X7 XP)(t = $)n(Aj, N Agp) = Loy (¢ = 8)u(A;)E[(X])?]
tandis que, grace a ces mémes propriétés, on a, pour i1 < ig,
E[ijlleJ; {Wti1+1(Aj1) - Wtzl J1 } {Wt12+1 A ) WtzQ (A )}}
eFy. L F:

2 i

e (Aj) = W (A HE[W:,, L (Ag) = Wiy, (Ap)] = 0.

= E[X] X7 {W,

0

Nous pouvons a présent nous tourner vers 'argument de densité qui clot la procé-
dure.

Etape 3: Argument de densité.

Lemme 5.12. Soit H : ([0,T] x RY) x Q — R un champ stochastique tel que:
(i) pour tous t € [0,T] et x € RY, Hy(x) est F;-mesurable (“H adapté”);
(7i) p.s., la fonction (t,x) — Hy(x) est continue presque partout (“H continu p.p.”);

(7it) on a
//d ]H dsdx < 00 .
R

Alors il existe une suite H™ de champs simples adaptés telle que

/ /Rd [|H® (&) — Hy(z)|*] dsdz — 0. (48)



30 INTRODUCTION AUX EDP STOCHASTIQUES

Preuve. Dans un souci de clarté, notons
#H := {H champ adapté, continu p.p. et dans L*([0,T] x R x Q)} ,
B := {H champ adapté, continu p.p., & support compact en z, dans L*([0, T]xR¥xQ)} ,

et rappelons que £ désigne I’ensemble des champs simples adaptés.

Densité de B dans H. Etant donné H € H, il suffit de considérer la suite
(H("))nzl donnée pour tout » > 1 par

H™ (@) = 1jo)<n { Hy () (), 0) <n) + 1Lt (0)20) — MLy ()<} }

On a bien H™ € B, et comme ]H ] < |H¢|, nous sommes en mesure d’invoquer

le théoréme de convergence dominée pour affirmer que H (n) converge vers H dans
L2([0,T] x R% x Q).

Densité de £ dans B. Etant donné H € B, on pose simplement

n—1
) B Z ; Z 1[t?’t?+l[(t)1[x?1’x}L1+1[X X[xjd Jd+1[( )thl (37?1’ o "x?d)’

1=0 j1,....Jd€Z
ou t? := % et o 1= % Pour tout n > 1, H™ définit clairement un champ simple
adapté (car H est adapté, borné et a support compact en z), et la condition de
continuité permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour affirmer
que H™ converge vers H dans L?([0,T] x R% x Q).

O

Il est clair que nous pouvons désormais reprendre mot pour mot les arguments
du début de la section 4.1.3 pour obtenir la définition recherchée:

Définition 5.13. Soit H : ([0,7] x R%) x Q — R un chamyp stochastique vérifiant
les conditions (i)-(ii)-(iii) du lemme 5.12. On appelle intégrale d’Ité de H contre
W, et on notera

/ i H,(z) W(dsdzx) ,

la limite, dans L?*(Q), de la suite

ad—i—lW
/ /Rd 353m1 e d(s,a:)dsah,

pour toute suite (H("))nzl de champs simples adaptés telle que

/T/ E[[H™ (2) - Hy(2)]*] dsdz — 0. (49)
0 R4

L’intégrale d’It6 vérifie en particulier la propriété d’isométrie fondamentale:

K//H dex)] //Rd (| Hy()|*] ds da. (50)

C’est cette interprétation de l'intégrale qui va nous permettre de donner sens a
Péquation (3). Juste avant cela, soulignons rapidement 'une des principales pro-
priétés “stochastiques” de l'intégrale: la propriété de martingale.
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Proposition 5.14. Pour tout champ H : ([0,T] x R?) x Q — R vérifiant les condi-
tions (i)-(ii)-(i13) du lemme 5.12, le processus

M, —// H,(z) W(ds dz)

est une martingale continue (relativement a {Fs}) de variation quadratique

M), = /Ot /Rd |H,(x)|* ds dz .

Preuve. 1l suffit de reprendre les arguments de la preuve de la proposition 4.5
(vérifier les détails en exercice). O

Corollaire 5.15 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy). Soit t > 0 fizé, et Hy  :
([0,1] x R%) x © — R un champ vérifiant les conditions (i)-(ii)-(iii) du lemme 5.12
(avec T =1t). Pour tout p > 2, il existe une constante ¢, > 0 telle que

i T<ar[( [ [ an)]

Preuve. Par la proposition 5.14, nous savons que le processus

/ Hy s(x) W(ds dx)

t/
Mt7 t 6 0 t '—>/ / Hts del‘)

est une martingale continue de variation quadratique

t/
<Mt,->t’ :/ / |Ht,5(l')|2dsdl'.
0 R4

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le théoréme (général) de Burkholder-
Davis-Gundy (théoréeme 3.8, avec T' = t), ce qui donne

E[|Meal”] < cp B[ (M )] .

Ceci correspond exactement au résultat souhaité. O

5.3. Interprétation de I’équation.
Rappelons que nous nous intéressons dans cette section au modele dynamique

ou  0%*u O*wW
o Wy TEDTLTER, (51)
u(0,.) = ,

ou®:R — R, 0: R — Rest continue, o(u)¢(x) := o(u(x)) et W : ([0, T| xR)xQ —
R est un champ brownien espace-temps sur [0, 7] x R.

En combinant les considérations heuristiques de la section 5.1 et les constructions
de la section 5.2, nous sommes désormais en mesure de fournir une interprétation
naturelle (et rigoureuse) de cette équation:

Définition 5.16. On appelle solution (au sens mild) de l’équation (51) tout champ
u: ([0,T] xR) x Q — R adapté et continu tel que, pour tout t € [0,T)] et tout x € R,
on a

/Ot/RIE“Gts(x—y)cr(us(y))|2} dsdy < oo (52)
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et

wie) = [ Gle =@y + [ [ Gose—potu) Wsdy) . (5)

ot la derniére intégrale est comprise au sens d’Ito, et ou 'on rappelle que G désigne
le noyau gaussien
1 x?
Gi(x) = exp| ——)1 )
@)= e (- 5) ten

5.4. Résolution.

On dispose du résultat général suivant:

Théoréme 5.17. Soit 0 : R — R une application telle qu’il existe une constante
¢y > 0 vérifiant

lo(@)] <co et |o(z) —o(y)| < colw—yl, (54)

pour tous x,y € R. Par ailleurs, soit ® : R — R une fonction continue, bornée et de
carré intégrable. Alors l’équation (51) admet une unique solution u (au sens mild).

Remarque 5.18. Dans ce dernier énoncé, 'unicité doit étre comprise a indistingua-
bilité prés, autrement dit: si u et v sont deux solutions de I’équation (51), alors u et
v sont indistinguables, autrement dit il existe une événement Q de probabilité 1 tel
que pour tout w € Q et tout (t,2) € [0, 7] x RY, uy(x)(w) = ve(2)(w).

Comme dans le cas classique uni-paramétrique, la preuve de 'existence d’une
telle solution va s’appuyer sur la considération d’un schéma itératif de type Picard.
Afin de garantir la bonne définition de ce schéma, nous aurons besoin du résultat
de stabilité suivant:

Lemme 5.19. Etant donné un champ {vs(y), s € [0,T),y € R} adapté, con-
tinu et borné (c’est-d-dire Sup(s y e, 1xRx 0 [Vs(¥)(W)| < 00), on définit le champ
{w(z), t € [0,T],x € R} par la formule

wy(z) = /OtAGt_s(x—y)vs(y)W(ds dy) -

Alors w est bien défini, w est adapté et il existe une modification de ce champ (que
nous noterons encore w) telle que, pour tout intervalle I C R, tout 0 < v < i et

tout 0 < B < %, on a p.s.

- lwi(y) — ws(z)]
P B
(s,2)#£(ty)elo, T <1 [t — s[7 + |y — 7|

< 0. (55)

En particulier, cette modification est (p.s.) continue.

Preuve. Pour garantir la bonne définition de w, il suffit de vérifier que les conditions
()-(i4)-(791) du lemme 5.12 sont effectivement satisfaites par le champ

(8,9) — Gr—s(x — y)vs(y) 10,4 (5) -
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La vérification des conditions (7)-(i7) est immédiate. Quant a la condition d’intégrabilité

(#ii), on a bien, en notant M := sup(, , .)efo,r]xrx0 [Vs(¥)(W)],

[ [ElG e = i) s dy
<P At4|ats<x—y>|2dsdy
M?% [t ds (z —y)?
SE/O (t—s)/ReXp(_ 2(t—ys)>dy
gﬁf/otjz Re_y;dy < 00. (56)

Ainsi, le champ w est bien défini. Par construction de I'intégrale stochastique,
wy(x) correspond a une limite de variables aléatoires Fi-mesurables: wy(z) est donc
elle-méme Fi-mesurable, et par conséquent w est bien adapté.

La preuve du résultat de régularité (55) est plus compliquée, et fait appel au
critére de Kolmogorov (dans sa version multi-paramétrique). Nous examinerons en
détails ces arguments dans la section 5.5. ([l

Le traitement du terme impliquant la condition initiale ® s’appuiera quant a lui
sur le résultat intermédiaire suivant:

Lemme 5.20. Etant donnée ® : R — R continue, bornée et de carré intégrable, soit
{wi(z), t € [0,T],z € R} la fonction définie par
To(z) = ®(z) , @ulz) = /RGt(x —)®(y)dy si t>0.
Alors w est continue sur [0,T] x R. En outre, pour tout Ty € (0,T], on a
Wi (y) — ws(x)|

sup < 00 . (57)
(s,2)£(t.w)E[To,T] xR |t — 8| + [y — x|

Preuve. Voir la encore la section 5.5. OJ

Preuve du théoreme 5.17. La stratégie consiste naturellement a adapter les argu-
ments de la preuve du cas uni-paramétrique (c’est-a-dire la preuve du théoréme

4.7).
Ezxistence. On s’appuie sur un procédé itératif de type “schéma de Picard”. On
considére ainsi la suite de champs stochastiques u(™ définie par u,(fo) (x) :== ®(x) et

u" (@) = /RGt(.’L' —y)®(y) dy + /ot /]R Gi-s(z =)o (ul () W(dsdy) . (58)

La combinaison des lemmes 5.19 et 5.20 nous garantit que cette suite est bien définie
au sein de la classe des champs adaptés et (p.s.) continus.

Posons alors ) (1) ™
th (z) = utn (7) — Utn (7).
On a par définition

1) = [ [ Geate = ol ) — o )] Wdsdy).
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et par conséquent, en utilisant successivement I'isométrie d’It6 (50) et la condition
de régularité (54), on obtient

Ewﬁ“uW]S%Z?@GFAw—w%MHy*Mwﬁduw-

En posant h§”) ‘= SUPg<s<t supzeREHHgSn) (x)m et en reprenant les majorations

menant & (56), on a donc

(n—1)
n) 2 2/15 (n—l)/ N2 2/t hs
E||H, < h Gi_s dyds < - | ——=ds,
[[H" (2)]"] < 5 o . (z—y) dyds<cic 0 Vi—s S

pour une certaine constante c¢; > 0. En utilisant a présent 1’inégalité de Holder, on

déduit
t g 2/3 t
(n) 2 2 S n—1)\3
Bl @) < ad( [ o mads) ([ o)

t
(") < o2 5 [ ) as,
0

1/3
et ainsi

pour une certaine constante co > 0. En itérant le procédé, il vient

(W) < (2712 8)" / ()3 dsy ... ds,, .

0<81<...<8p <t

Or il est facile de constater (exercice) que
E[[HO (2)] < es{||®]% + T2},

pour une certaine constante cz > 0, et ol |||/ := sup,cp |®(x)|. Ainsi, on obtient

n 3
(h") < (@12 &) (aflolk + 722)) [ dst...dsn

0<s1<...<sn <t

(o

(02 T3/2 (6

IN

— >(%m®&+Tméni

ce qui garantit la convergence ano(hgrn ))1/ 2 < 00, autrement dit la convergence

(nt1) () 2]} 2
%tesgg}igﬁ(lﬁﬂut () = u"(@)*]) " <o

Par conséquent, la suite (u(™),,>0 est de Cauchy dans 'espace L°([0, T] x R; L3(Q2)):
elle converge donc dans cet espace, vers une limite que nous noterons u.

En associant cette propriété de convergence a l'isométrie d’Ité (50), on montre
aisément (exercice) que

/ t/ Grs(z = y)o(ul™ (y)) W (ds dy)
0 JR

nif /Ot /R Gt—s(eT - y)a(us(y)) W(dS dy) dans LQ(Q) .

11 suffit maintenant de faire tendre n vers l'infini dans la relation (58) pour obtenir
le résultat escompté: le champ u est bien solution de I’équation (51).

Unicité. Soient u,v deux solutions de 1’équation (de méme condition initiale @)
et notons
Hy(z) = u(z) — v ().
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On a par définition

Hiw) = [ [ Guala =) loualy) — oen(0))] W (s dy).

En utilisant successivement 1'isométrie d’It6 (50) et la condition de régularité (54)
(comme précédemment), on déduit

Bl <& [ [ Gt~ yP B dsdy.

o 2 . .
Par suite, si h¢ 1= supg<,<; Sup,cg E[|Hs(x)|"], on obtient, avec les mémes argu-
ments que ci-dessus,

E[|Hy(x)|"]

t
Sci/ hs/ Gt,s(y)Qd,yds
0 R

<c cz/t s ds < ¢ 02(/td8)2/3</t(h )3ds>1/3

et donc, pour tout m > 1,

t
0<hl<eyT? 0[2,/ (hs)3 ds
0

IN

(co TY? cg)m/ (he, )2 dsy . ..dsm,
0<s1< - <sm <t
(caT322)™
(TP,

m!

En faisant tendre m vers l'infini, on obtient h; = 0, ce qui permet d’affirmer que
pour tout ¢ € [0,T] et tout = € R,

Pui(x) = v(z)) = 1.

Les champs u et v étant en outre continus, on en déduit qu’ils sont indistinguables
I'un de lautre (d’apres le résultat de la proposition 3.9). O

L’application des lemmes 5.19 et 5.20 a ’équation (53) (que nous venons de
résoudre) conduit immédiatement au résultat de régularité trajectorielle suivant:

Corollaire 5.21. Supposons les hypothéses du théoréme 5.17 vérifiées, et notons
{u(z), t € [0,T],x € R} la solution de l’équation (51).

Alors il existe une modification continue de u sur [0,T] X R (que nous noterons
encore u) telle que, pour tout Ty € (0,T] et tout intervalle I C R borné, on a presque
stirement

) —w@|
T :

sup

(59)
(s,2)#(ty)eTo,T)x1 [t = s[7 + |y

pourt0u50<’y<iet0<ﬁ<%.
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5.5. Fin de la preuve des lemmes 5.19 et 5.20.

La preuve du lemme 5.19 va nous donner 'occasion de mettre en ceuvre un outil
trés puissant de I'analyse stochastique: le critére de Kolmogorov. L’énoncé de la ver-
sion classique (c’est-a-dire uni-paramétrique) de ce résultat peut étre trouvé dans [4,
Theorem 1.8]. Nous nous appuierons ici sur I'extension multi-paramétrique suivante
(empruntée a [2, Theorem 1.4.1]):

Lemme 5.22 (Critére de Kolmogorov multi-paramétrique). Soit d > 1, A un sous-
ensemble de RY, et soit un champ stochastique

{X(x0,...,2za), (x0,...,2q) € A}.
Supposons que pour tout sous-ensemble compact I de A de la forme I := |ag, bp] X
. X [ag, bg] (avec a; < by € R), et pour tout p > 2, il existe une constante cp 1 telle
que pour tous (zo,...,xq), (Yo,...,yq) € I,
d
E“X(yo?yl, cesYd) — X(x0,$17~-a55d)|p} <cpr Y lyi— ;NP
=0
pour certains coefficients 0 < A\; < 1.
Alors il existe une modification continue X de X sur A telle que pour tout I :=
[ap, bo] X ... X [ag,bq] C A (avec a; < b; € R), on a (p.s.)

‘X(y()vyla"'vyd) —X(.%'U,.Tl,...,l'd)}
sup < 00,
(%0,-,2a)# (Y0, ya) €L o — x| + -+ + |yg — wal

pour tous 0 < v; < A;.

Exercice 5.23. Utiliser le critére de Kolmogorov pour montrer l’existence d’une
modification continue du champ brownien espace-temps, autrement dit pour montrer
que si W : ([0,T] x R?) x Q — R est un champ gaussien centré et de fonction de
covariance donnée par (31), alors il existe une modification continue de ce champ.

Soit I := [a1,b1] X -+ X [ag,bq] (avec a; < b; € R) et (s,z),(t,y) € [0,T] x I.
Observons d’abord que, comme le champ W est gaussien, la variable W;(y) — W(z)
est gaussienne, et par conséquent, pour tout p > 2,

(NIiS)

. , p - v 2
E[[Wi(y) — Ws(@)['] < & B[|Wily) = Wi()[*] ", (60)
pour une certaine constante ¢, > 0 qui ne dépend que de p.

Ensuite, grace a (31), on peut écrire
EUIV,,(;/) - ”,is(;lfﬂﬂ
— E[Wi(y)?] - 2E[Wi(y)We()] + E[W,(2)?]
d d d
=t H R(y:,yi) — 2s H R(xi,yi) + s H R(x;, x;)

1=1 1=1 1=1

d
= (t—s) [[ Ry, vi)

1=1

o { { 1 o= ,:li{]{(mi7 Ui)} ’ {H R(x;, ;) — i{l_][ljf/(”?i, L’/zﬁﬂ } . (61)

1=1

d
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A ce stade, on a d’une part
d d
(t—s) [[ R wi) =t =) [] il <erlt—s| .
i=1 i=1
D’autre part, si par exemple d = 2, on a
R(y1,y1)R(y2,y2) — R(z1, y1) R(22, y2)
= [R(y1,y1) — R(z1,91)] R(y2,y2) + R(z1,y1) [R(y2, y2) — R(w2,92)] |

avec

1 1
IR 35) = Rwio)] =[] = o)+ o = ] < s ]

En revenant a (61), on déduit aisément

d
E|[Wily) - We(@)*] < er{lt = sl + 3 lyi — il}
i=1

et donc, par (60),

d

E[[Wi(y) - Wa(@)|"] < cpr{lt —sl% + 3 [y — 2l B} -
i=1

Nous sommes donc en mesure d’appliquer le critere de Kolmogorov (Lemme 5.22)
pour garantir I'existence d’une modification de W (encore notée W) telle que, pour
tozlt I)— [a1,b1] X -+ X [aq,bg], tout 0 <y < et tous0 < fB; < 3 (i=1,...,d), on
a (p.s.

- (Wi(y) — W(2)|

(s,0)£tyeor]x1 [t = sV +y1 —z1|P + ...+ |yg — 2zq/Pd

Cette modification est en particulier continue (p.s.).

Fin de la preuve du lemme 5.19. Pour étre en mesure d’appliquer le critere de Kol-
mogorov ci-dessus, il s’agit donc d’estimer le moment

EHwt(y) - ws(x)|p] )

pour tous p > 2 et (t,y), (s,x) € [0,T] x I, ou I est un intervalle borné de R fixé.
Dans ce qui suit, nous noterons ¢, (resp. ¢p¢,Cpe 1, ...) toute constante dépendant

seulement du parametre p (resp. (p,¢), (p,e,T),...). Notons par ailleurs

M= sup [vs(y)(w)] < oo.
(8,y,w)€[0,TTXR X
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Nous nous appuierons sur la décomposition (immédiate): pour 0 < s <t < T et
z,y €1,

wi(y) — ws(z) = /:/RGt_r(y — 2)vp(2) W (dr dz)
+ /0 /R [Grr(y — 2) = Gs—r(y — 2)]vp(2) W (dr d2)
+ /0 /R [Gser(y — 2) — G — 2)]vp(2) W (dr d2)
3

=Y T (s,2), (t,9)) - (62)

(=1
Estimation de JW((s,z),(t,y)). Appliquons ici 'inégalité de Burkholder-Davis-

Gundy, sous la forme présentée dans le corollaire 5.15. Gréace a ce dernier résultat,
on sait en effet que
]

(|
t p/2
/S/R|Gt_r(y—z)vr(z)‘2drdz ]

< CpE|:
t 5 p/2 t o dr p/2
ScpMp</s /R|Gt,r(y—z)| drdz) ScpMp< : \/75—77") ,

/St/RGtr(y — 2)v,(2) W (dr dz)

et ainsi

E[|70((s,2), )| ] < o lt = s1P/%. (63)

Estimation de J®((s, ), (t,y)). En utilisant le corollaire 5.15 (comme précédem-
ment), on a d’abord
]

([ [ 16 - Gorta ar dz)m- (64)

Utilisons ensuite le théoréeme de Plancherel: en notant F la transformation de

Fourier en espace (F(f)(&) := [pe “®f(x)dz), on a, pour tout r € (0,s) et tout

e € (0, i),

8| [ 16irt=2) = Gty = 2ontz) Wi 2

/R (G p(2) = Gap(2)]? dz

—c [ 1F(G-)(©) - FG)(©) de
— /R =€) _ €62 g

—c /R =€) 2] =€) _ 12 ge

|t _ S|%—2s

k2 —€2(s—7) 2] ¢ |14
<elt o372 [ @O e < oo =
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Ainsi, en revenant a (64), on obtient

» L s r p/
][0, 0[] < cpaset— ([t )

‘S _ T|1 2e

et donc, finalement,

E[|7®((s,2). (t.v)|] < e

pour tout € € (0, 1).

Estimation de J®)((s,z), (t,y)). A nouveau, commencons par écrire
P
g |
0 JR
s p/2
<ot (/0 /R Goer(y — 2) — Gaor(z — 2)2dr dz> . (66)

Ensuite, par le théoréeme de Plancherel, on a, pour tout € € (0, %),

[Gs—r(y — 2) — Gs—r(x — 2)]v,(2) W (dr dz)

/ |Gs—r(y — 2) — Go—p(z — z)}2 dz
R
= C/ |8y — ez£x|2|e—€2(s—r) |2 d¢

<m/xP%/wP%—%sr%<%%_rP€,

‘1725

d’ou, en revenant a (66),

E[|7® ((s,2), (£ )] < epanely — 2l ( / ,s_r,l )/

1
< epuerly — |27 (67)

Conclusion. En mettant bout a bout les bornes (63), (65) et (67) (tout en gardant la
décomposition (62) a 'esprit), on obtient, pour tous p > 1, € (0, 1) et (¢, y), (s,z) €
[0,T] x I,

E[[ur(y) — ua(@)”] < parame{ |t — s + Jy - afpz2) ).

Le résultat escompté découle a présent immédiatement du critere de Kolmogorov
multi-paramétrique (lemme 5.22). O

Preuve du lemme 5.20. Etablissons d’abord (57), pour tout Ty € (0,7 fixé. A cette
fin, écrivons naturellement

Bily) — (o) = [ [Guly — )~ Gulo = 2)] () dz,
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puis

’/R[Gt(y—z)—GS(x—z)]q)(z)dz

1/2
< @l [ [61t = 2) - Gule = 2" )

R) </R |Gt(2) - Gs(z)|2dz> v + </R |Gs(y —z2)— Gs(x — z)]2 dz)1/2] )

(68)

Pour la premiere intégrale, on utilise les mémes arguments que dans la preuve du
lemme 5.19 (voir Pestimation de 7)) pour affirmer que

/ 1Gy(2) — Ga(2)Pdz = c/ =€ 2|e=€20=9) _ 1% g
R

_ 5/2
<ct—s]2/]e§3] |tde < ¢ i 5/2’ <cTy /|t—s|2.

< (1@l 2

Pour la seconde intégrale, on utilise 1a encore les mémes arguments que dans la
preuve du lemme 5.19 (voir Iestimation de 7)) pour obtenir

/R ‘Gs(y —z)— Gg(x — z)|2 dz = c/ ‘elfy — 615I’2|67£25|2 dg

< 2 2,—26%s | $|2 3/2

En revenant a (68), on a ainsi montré le résultat escompté, a savoir: pour tout
To € (0,T] et tous (s,x), (t,y) € (Tp, T] x R,

|we(y) — ws(x)| < com{[t —s|+ |y —z|}.

Ce résultat garantit en particulier la continuité de w en tout point (s, z) € (0, 7] x
R. Quant a la continuité de w au point (0,z) (pour x € R), il suffit d’écrire

[ Gty - )0(:)dz — () = | [ Gy - )0(:) 4z~ b(w)| + [2(0) - B(a)].

puis d’appliquer (40) (la fonction ® étant supposée continue bornée). ]

5.6. Remarque sur les dimensions spatiales d > 2.

Un examen rapide de la preuve du théoréme 5.17 (voir par exemple (56)) montre
que I'un des ingrédients-clés de I'analyse dans ce chapitre (relative a I’équation (51),
c’est-a-dire I’équation de la chaleur sur [0, 7] X R, en présence d’un champ brownien
espace-temps) est I'intégrabilité espace-temps du carré de la solution fondamentale,

autrement dit le fait que
T
/ / |Gs(z)]?dsdr < oo .
o JR

Malheureusement, en dimension (spatiale) d > 2, cette propriété n’est plus véri-
fiée. En effet, pour d > 2, la solution fondamentale de I’équation de la chaleur (sur
RY) est donnée par

d 1 |z |?
Gg )(x) = W exp < | )1{t>0}
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et 'on a alors

t t d ‘x|2 t ds
ot [ s e (1)
/O/Rd|GS (a:)] ds dx ) (dms) Rdd:c exp 5 cd | 592 0.

Ce constat nous empéche ainsi d’étendre ’analyse précédente en dimension spa-
tiale d > 2. Une fagon de surmonter (ou plutot de contourner) le probléme est
d’envisager un modele dans lequel le champ W, tout en restant gaussien et “brown-
ien en temps”, présenterait une régularité spatiale “supérieure a celle du champ
brownien espace-temps”. Nous illustrerons cette stratégie dans la section suivante,
a travers la considération de ’équation des ondes en dimension d > 2.
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6. L’EQUATION DES ONDES STOCHASTIQUE

On s’intéresse dans cette section a I’équation

0%u PW
S A,
52 u+ o(u)

u() =, (%)0(.) =,

ot ®, ¥ :R? » Ret W:([0,7] x R?) x Q — R est un processus stochastique dont
nous préciserons la nature exacte ultérieurement.

_— T R?
8158.%’181‘2 ) le [07 ]7 T € ) (69)

Comme dans la section précédente, interrogeons nous en premier lieu sur 'interprétation
de ce modele.

6.1. Heuristique: formulation mild de 1’équation des ondes. Considérons
pour l'instant une équation de la forme

@—Au+f( u), tel0,T], zeR?
atQ_ x *9 Y Y 9 )

u() =20, (?;:)0(.) —

ot f:[0,T] x R? x R — R une fonction bien définie et la notation dans (70) signifie
fl u)(z) == f(t, z,ue(x)).

(70)

Cherchons maintenant & nous inspirer de la procédure utilisée dans la section 5.1
afin de réécrire I’équation sous une forme “intégrale” (ou “mild”) qui facilitera son
extension au cas ou

3
Fow) = o(w) =2

—_— 1
Y otox,024 (1)

L’équation linéaire sous-jacente correspond ici & 1’équation des ondes standard

0%G
dont nous allons exploiter la solution fondamentale. Dans ce cadre hyperbolique,
la solution fondamentale (avec conditions nulles en t = 0) est définie comme la
distribution G € &’'(R; x R?) telle que, pour toute fonction-test ¢ : Ry x R? — R,

la solution (au sens des distributions) de I’équation
v
ot?

est donnée par la convolution (espace-temps) v := G * .

=Av+p, v0,2)=(0v)0,z) =0,

Cette solution fondamentale est en fait explicitement donnée par la fonction
1 1

Gi(x) = ﬂﬁ 1{\x|<t} . (73)
Les propriétés (39)-(40) laissent alors place aux résultats suivants:
%G _ (A
w(t,x) = (AzG)(t,x) pour presque tous t,z, (74)

@@=y o, (75)
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ot s fLaw-uewn) o, (76)

pour tout z € R?, toute fonction v : R? — R continue bornée, et toute fonction
¢ : R? — R différentiable, bornée, et & différentielle continue bornée.

Exercice 6.1. Vérifier (74), (75) et (76). Les formules (75) et (76) peuvent étre
facilement vérifiées a partir de (73), en utilisant ’identité

no.

dz
/ (<0 = ~ 2

Proposition 6.2. Siu est solution de (70) au sens classique (c’est-a-dire u est C?
en temps, C% en espace, et satisfait (70) pour tout (t,x)), et si

max < sup  |ug(z)], sup }(@u)t(:n)}, sup |(81u)t(x)|> <00,
t€[0,T),z€R2 t€[0,T],z€R? t€[0,T],z€R2
(77)

alors u est aussi solution de l’équation suivante (appelée forme mild de (70)): pour
tous t € [0,T] et x € R?,

wi) =5 ([ Gtz =neway) + [ G- ¥y
[ ] Geste =)l dsdy.

Comme dans la section 5.1, la formulation (78) laisse apparaitre une intégrale
en temps et en espace, et va permettre d’étendre l'interprétation de ’équation a la
situation donnée par (71).

(78)

Preuve de la proposition 6.2. Pour simplifier la présentation, considérons, pour n >
0, 'approximation G de G donnée par
1 1
Mo
gt (CU) = g\/ﬁ 1{t2—|$|2>772} .
A n > 0 fixé, G" satisfait toujours (74), mais cette fonction est en outre telle que
pour tout k > 0 et tout ¢ > 0, (OFG"); € L'(R?).

A présent, soit u une solution classique vérifiant (77). On a alors, pour tous
te0,T],zeRete>n>0,

(297 (& = y)un(y) + G2 (= — 1) (Ow), (v)] dy
R2
- / [(atg )t+€(x —y)®(y) + G/ (z — y)\Il(y)} dy

2 /t 05| (0:G"), sre(@ —Y)us(y) + G iz —y) (8tu)s(y)L ds dy

J

=

ﬁ

— (929"),_, (@ = 9)us(y) + Gl s ew = ) (97u) ()| ds dy

2

3 &

/R

i are(@ = Yus) + G ocle — 9) (Asu) ()] dy ds

+ /Ot /IRE gf,ers(w — ) f(s,y,us(y)) dy ds . (79)

o
»
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En intégrant par parties, on obtient ensuite

LG sselo =) (0) () dy = [ (A7), (o = y)us(v) dy.

d’ou, par (74),

[ L[ @000, o= 0usto) + Gl = ) (A0 )] dyds =0,

En faisant finalement tendre 7, puis €, vers 0 dans (79), et en utilisant les propriétés
(75)-(76), on déduit facilement (78). O

6.2. Probléme en présence d’un champ brownien espace-temps.

Considérons un champ brownien espace-temps W (au sens de la définition 5.13)
et supposons f de la forme (71). L’intégrale impliquée dans 1’équation (78) devient
alors (formellement)

t PBPW
/0 /R2 Gi—s(z — y)o(us(y)) m(& y)dsdy,

et I'on serait a priori tentés de vouloir interpréter cette intégrale comme une intégrale
d’Itd

/Ot /RQ Gis(x —y)o(us(y)) W(ds dy),

au sens de la définition 5.13.

Malheureusement, les conditions d’existence mises en évidence dans cette derniere
définition (et plus exactement la condition d’intégrabilité (iii) du lemme 5.12) ne
sont généralement pas satisfaites par 'intégrant considéré ici. En effet, si o est par
exemple constante (le cas le plus élémentaire), on a

// |Gs(y |d8dy—// 1jy<s) dscﬁju

L d
:27r//7drds:7rt 7'0:00.
o Jo s2—1r2 o L—p

La situation est ici comparable a celle décrite dans la section 5.6 pour I’équation
de la chaleur stochastique en dimension (spatiale) d > 2. Comme nous 1’évoquions
alors, nous allons contourner le probleme a travers la considération d’une classe
spécifique de bruits “moins irréguliers” (en espace) que le bruit blanc espace-temps:
les champs browniens homogeénes en espace.

6.3. Champ brownien homogeéne en espace.

Définition 6.3. Une fonction positive f : RY — R est dite définie positive si: (i)
f(z) = f(—=) pour tout x € R%; (ii) la fonction (z,y) — f(x —y) est localement
intégrable sur R% x RY; (i) on a

[ o@ew)fla—y)dody >0 (80)
R4 xR4

pour toute fonction réelle ¢ € C* a support compact.

Remarque 6.4. Si les conditions (iz) et (ii7) sont vérifiées, alors (80) est également
vraie pour toute fonction ¢ bornée a support compact.



INTRODUCTION AUX EDP STOCHASTIQUES 45

Exemple 6.5. Si f € L'(RY) est une fonction positive telle que, pour toute x € RY,
f(z) = f(=x), et, pour presque tous & € RE, f(€) > 0, alors f est une fonction
définie positive.

En effet, comme f et fsont réelles (par hypothése), on est en droit d’écrire, pour
toute fonction réelle ¢ € C* a support compact,

Lo e@e@i@—y)dedy= [ fa)(p+§)@)da
RexR R
—c [ FOGra©d=c [ FOROPdE >0, @1
Rd Rd

ot l'on a noté ¢(x) := p(—x), et ou c > 0 désigne une constante.

En s’appuyant sur cette observation, on montre par exemple que les deux fonctions
suivantes sont définies positives:

(i) f(z) == e " qvec a > 0. On rappelle en effet que f(&) = (g)d/26_|§‘2/4“.
(i) f(x):=e ! avec a > 0. On a en effet

A

fl©) =24 0/ e (D)= e ),

ce que l'on peut déduire (exercice) de 'exemple (i) en utilisant la représentation

—alxr| _ o a —a?s_—|x|?/4s
e ||—/0 ds(ﬂs)lﬂe e~ 12P/4s (82)

Définition 6.6. Une fonction de covariance C : R x R4 — R est dite homogene
s’il existe une fonction f : R — R définie positive telle que, pour tous ensembles

A= [agl),agl)] X ... X [agd),agd)] et B := [bgl),bgl)] X ... X [bgd),bgd)], on a

o0%c
/A><B 8$1."8$d6y1"'8yd(:§ y) Tay AxBf(x y) T ay ( )

en observant que le membre de gauche est systématiquement bien défini (par inté-
grations successives), méme si C' est irréquliére. Par exemple, pour d =1,

92C
/[ Ix[b1.6a] m(:c,y) dx dy = C(az, by) — C(ag,by) — C(a1, bs) + C(ay,b).
ai,a2|X|[01,02

Définition 6.7. On appelle champ brownien homogene en espace (sur [0,7] x RY)
tout processus gaussien W) : ([0,T] x RY) x Q@ — R centré dont la covariance est
donnée par la formule

EW O (@)W (y)] = inf(s,£)C(x,y) , s,te[0,T], z,y R,  (84)

avec C une fonction de covariance homogéne sur R%.

Proposition 6.8. Pour toute fonction définie positive f : RT — R, il existe un
champ brownien homogéne en espace W& dont la covariance spatiale C vérifie (83).
On dira que W) est un champ brownien homogéne en espace associé a f.
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Preuve (pour d =1). Il s’agit donc de montrer qu’il existe une fonction de covariance
C : R x R — R vérifiant (83). On pose en fait simplement, pour tous a,b € R,

Clah)i= [ dudy fla—y),
[0,a] x[0,b]

en utilisant la convention usuelle [, dz := — [, g dz si a < 0.

Cette fonction C est bien symétrique (puisque f l'est). Ensuite, pour tous oy, a; €
R et en posant ¢(x) := 37, il q,(7) (avec 1jgq,) := —1j4, 0] si a; < 0), on a, grace
a (80),

%:aiajc(ai,aj) = /leR dzdy o(x)p(y) f(z —y) >0,

et donc C est définie positive (au sens des fonctions définies sur un espace produit).
Enfin, pour tous a1 < ag et by < by,
0*C
(2,y) dx dy
/[alza2]><[b1,b2] Oxdy
= C(az,b2) — C(az,b1) — C(a1,b2) + C(a1,b1)

N (/[o,aQ]x[o,bQ] T /[O,aQ]X[O,bl] . > a </[D,a1}><[0,b2} T /[O,al]x[o,bl] a >

—/ c= dxdy f(x —vy),
[O,QQ]X[bl,bg] [O,aﬂX[bl,bz] [al,aQ]X[bl,bg]

comme souhaité. O

Tentons de justifier (au moins partiellement) I'introduction de ces différents con-
cepts, au-dela du fait que, d’un point de vue technique, leur combinaison permettra
par la suite une construction rigoureuse de 'intégrale recherchée.

La considération de la quantité (toujours bien définie!)

?C
v y)dx d
‘/AXBa‘Tl'”axdayl"'ayd(x y) x dy

est en fait directement liée a I’étude des “variations” (au sens généralisé d-dimensionnel)
du processus gaussien (disons X ) sous-jacent, autrement dit & I’étude des variables

X : ot (1) (d)
_ . i1+t d
X(4) / ST (x)dx : g (—1)" dX(ai1 s Oy ),

i1,eig=1

qui apparaissaient déja dans les constructions de la section 5.2 (voir (46)), et que
I'on retrouvera par la suite.

En effet, en dérivant (au moins formellement) I'identité
E[X(2)X(y)] = C(z,y),

on constate immédiatement que

X X
E[X(A)X(B)] = /A Bl g ) g gy )| dzdy
2d
- O7C (g dudy. (85)

AxB Ox1 -+ - 0xq0y1 - - - Oyq
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Remarque 6.9. A partir du constat ci-dessus, il est facile de voir que la notion
d’homogénéité décrite dans la définition 6.6 est étroitement liée aux propriétés de
stationarité des “variations” (& nouveau, au sens généralisé d-dimensionnel) du pro-
cessus gaussien sous-jacent: si X : R? >< Q2 — R est le processus gaussien (centré) en

(1) ) agd)]

question, on a en effet, pour A := [al Sy ] X% [agd ,

2 82d0 B
E[X )T = /A><A Oy -+ 0x40y1 -+ Oyq (.y) dzdy = /A><A flo—y)dody

- 0,05 —a{")2 Ay /[o,aéd)—aid)P deatya f(71 = -, %4 = 4a),

et ainsi la loi de la “variation” X (A) ne dépend que de la différence
1 1 d d
(1 _ 1) (d) _ ag )).

a2_a1:(a‘2 a1 y...509

Remarque 6.10. Moralement, la covariance brownienne est homogene avec “f = dp”.
On sait en effet, par le lemme 5.9, que si C(z,y) = Hle inf(x;,y;), alors

9%C
,y)dx d
/AxBam'waxdayl...ayd(m y) dx dy

= EWy(AWA(B)] = p(ANB) = [, du(w—y)dady.

C’est en ce sens que les processus considérés ici sont “moins irréguliers” que le
brownien en espace.

Exercice 6.11. L’exemple de référence (pour une telle covariance homogéne C') est
celui de la covariance fractionnaire

d

Cr(x,y) = [ en | + [5:*" — |2 — v} (86)
1=1

ou H := (Hy,...,Hy) € (5,1)% est un (jeu de) paramétre(s) donné et cp, =
(2H;(2H; — 1))~L. On peut en effet vérifier que la fonction Cy satisfait lidentité
(83) avec

H ‘ll‘z 1. |2—2H;

et, pour toute fonction ¢ € C* a support compact, on a bien

[, e@elint—g)drdy = [ fu()(os @) ds
JR2 x R4

—

= | Fal©) @) ©ds =cn [ |2 HKP” ds > 0

ot l'on a noté p(x) := p(—x), et ot c,cg > 0 désignent des constantes.
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6.4. Intégration par rapport & un champ brownien homogeéne en espace.

Fixons une fonction définie positive f : R? — R,, et considérons un champ
brownien homogene en espace W) associé & f, au sens de la proposition 6.8.

Une fois munis de ce processus, nous souhaitons poursuivre le méme objectif
général que dans la section 4.1.2, a savoir donner sens a 'intégrale

ad—i-lw( )
/ /Rd 8383:1 e d(s,m)dsdw.

La procédure de construction sera en fait en tout point similaire a celle de la
section 4.1.2. Notons a nouveau (Fs)s>o la filtration en temps associée a wf ),
autrement dit

F, := o-algebre engendrée par {W, ) (z); 0 <r < s,z € R} .

Etape 1: Définition pour un processus simple adapté.

On se contente ici de reproduire I’exemple du brownien espace-temps. Ainsi, on
considere la encore, dans un premier temps, l'espace £ des processus simples adaptés,
soit I’ensemble des processus H : ([0,7] x R%) x © — R de la forme

) = Z 1[ti7ti+1[(8)1A1 () Xz] (87)
,J

ou la somme porte sur un nombre fini d’indices i,j, et ou 0 =tg <t; < ... < T,
1 d); -~ (d) . K, . k), .
45 = 1a"(), a8 ()¢ x [ (). as G avee () < af (),
AjlﬂAjQ :@ Sijl 75]2 s
et enfin, pour tous 4,7, Xg : Q@ = R est une variable aléatoire bornée et Fy,-

mesurable.
On pose alors, comme précédemment,

T Ha+1 ()
— J _wig.

| @) g (s dsda = Al ) —wil @)
ol, pour tous A := [ag ), (1)] SoX [agd),agd)] et s € (0,77, Ws(f)(A) est défini par
la formule

adw(f) 2 ) )

Ny = | —=— - _pyitetiayy (D (oD @y

W) = [ ST 3 el all) )

i1yeig=1

Le lemme 5.9 laisse ici place aux quelques propriétés suivantes:

[ (1) (1)]

Lemme 6.12. Avec les notatz’ons ci-dessus, on a, pour tous ensembles A := |ay ', a

(d) (d)

X [ay a7, [ ] S X [bgd),bgd)], et pour tous 0 < s < t:
(i) E[wi)(4) <f> B)] =5 foBﬂx —y) da dy.
(i) W (4) = WD (a) ~ W) (4).

(4i7) Wt( )(A) S( )(A) est indépendant de Fs. En particulier, {Wt(f)(A), t >0}

est une martingale (centrée).

(iv) Le crochet de W) (A) et WU)(B) est donné par

WA WO B =t [ fw=y)dedy
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Exercice 6.13. Prouver les assertions (i)-(ii)-(iii)-(iv) du lemme 6.12.

(1) Formellement, on peut déduire l’identité recherchée en dérivant la formule (84),
comme nous l'avons fait pour obtenir (85). La preuve rigoureuse de cette identité
est en fait une conséquence de l’expression exacte

. )2(1(/v
5 z,y) dx dr
./AxB 0xy - - 0x40y; - - 'f)!/d( ) Y
2 2

= | Z Z | (fl)le‘“H(’(*1)‘jl+"‘+'j{l(,7(((1gll), o ’(lg(fj))? ({)5}). . ’bfjij)» ?

que l’on peut vérifier par récurrence sur d > 2.
Les points (ii), (i) et (iv) se démontrent ensuite avec les mémes arquments que
ceur de la preuve du lemme 5.9.

Etape 2: Isométrie.

Lemme 6.14. Pour tout processus simple adapté H, on a

5 ([ [, ) g (o s |

~ | /0 Lo H@H )@~ y) dsdody).

Preuve. 1l suffit de reprendre un a un les arguments de la preuve du lemme 5.11, en
s’appuyant sur les propriétés du lemme 6.12. O

Etape 3: Argument de densité.

Nous allons (enfin) utiliser le fait que f est définie positive pour établir le résultat
préliminaire suivant:

Lemme 6.15. Soit H; l’ensemble des processus H : ([0,T] x RY) x @ — R tels que

T
B, =5 [ [ @) @) dsdedy] < 0. (59)
0 JRIxRC
Alors (Hy, ||-l34;) est un espace vectoriel normé.

Il est implicitement entendu que le résultat s’applique au quotient sous-jacent,
induit par la relation: H ~ K si et seulement si, p.s., Hs(z)Hs(y)f(x —y) =
K (2)Ks(y) f(x — y) pour presque tous s, z,y.

Preuve. 11 s’agit de montrer la sous-additivité de ||.[|3;,. Introduisons d’abord, pour

tous processus H, K : ([0,7] x R%) x © — R bornés a support compact (en ), la
quantité (finie)

@y =s] [ [ @KW ) dsdrdy]

Etape 1: Inégalité de Cauchy-Schwarz.

Dans un premier temps, considérons H, K : ([0, T] x R%) x © — R deux processus
bornés & support compact (en x). Pour de tels processus, et pour tout A € R, on
sait par (80) que

0 < ([H|+ K| H| + MK s = [ K15, X+ 2X{H|, [K|); + | H|[3, ,
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ce qui permet immédiatement d’affirmer que 4(|H]|, |K|>? - 4|]H||$_LfHK||§_lf <0,
autrement dit

(KD g < [[H |, 1K Nl - (90)
Le résultat s’étend ensuite facilement, par convergence monotone, a tous processus
H, K € Hj (en utilisant par exemple I'approximation définie a travers (77)).
Etape 2: Conclusion. Pour tous H, K € Hy, on a

|H + K3, < [HIB, + 1K 13, +2(H|, K]

ce qui, associé a (90), prouve la sous-additivité de |||/,

Lemme 6.16. Soit H un processus dans Hy tel que, en outre:

(i) pour tous t € [0,T] et x € RY, Hy(z) est F;-mesurable;

(7i) p.s., la fonction (t,x) — Hi(x) est continue presque partout.
Alors il existe une suite H™ de processus simples adaptés telle que

|H — H"|[3, "z,

Preuve. Nous pouvons en fait reprendre les mémes approximations successives que
dans la preuve du lemme 5.12. En effet, grace a la condition d’intégrabilité (89), nous
pouvons d’abord appliquer le théoréme de convergence dominée pour affirmer que la
suite de processus bornés a support compact définie par (?7) vérifie ||[H—H" ||, — 0
(on utilise ici la présence des valeurs absolues a l'intérieur des intégrales dans (89)).
En supposant ensuite le processus H borné & support compact, nous pouvons a
nouveau considérer la suite H™ de processus simples adaptés définie par (?7): la
condition de continuité (i7), combinée au théoréeme de convergence dominée, nous

garantit que ||H — H"[|]3;, — 0.
O

Soit H un processus dans Hy vérifiant en outre les conditions (7)-(ii) du lemme
6.16. Pour un tel processus, on sait, par le lemme 6.16, qu’il existe une suite H" de
processus simples adaptés telle que ||H — H "HHf — 0.

Définition 6.17. Soit H : ([0,7] x R?) x Q — R un processus adapté tel que

T
/ / E[|Hs(x)|[Hs(y)[] f(z — y)dsdzdy < oo. (91)
0 R4xRd
On appelle intégrale d’Ité de H contre W), et on notera

/ Hy(z) W (ds dz) |
R4

la limite, dans L*(Q), de la suite

8d+lw(f)
/ /Rd 858:{;1 e d(s,a:)dsdx,

pour toute suite H™ de processus simples adaptés telle que |H™ — Hl|lz, — 0.
L’intégrale d’Ité vérifie en particulier la propriété d’isométrie fondamentale:

]E[(/OT . H,(x) W(f)(dsdx)>2] :EUOT /]Rdx]Rd H,(z)Hy(y) f(x —y)dsdzdy| . (92)
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Avec les mémes arguments que dans la section 5.2 (Proposition 5.14 et Corollaire
5.15), on obtient ensuite facilement:

Proposition 6.18. Pour tout processus H : ([0,7] x R?) x Q — R wvérifiant les
conditions du lemme 6.16, le processus

M, —// Hy( (ds da)

est une martingale continue (relativement a {Fs}) de variation quadratique
¢
o= [ [ H )~ y) dsdudy
0 JRIxRE

Corollaire 6.19 (Burkholder-Davis-Gundy inequality). Soit t > 0 fizé, et Hy :
([0,2] x RY) x © — R un processus vérifiant les conditions du lemme 6.16 (avec
=t). Alors, pour tout p > 2, il existe une constante c, > 0 telle que

[ /Hts )(dsdx)p]
<oi[( [ [ B dsiea) ]

6.5. Interprétation et résolution de 1’équation.

Rappelons que nous nous intéressons, dans cette section, au modele dynamique

0%u o*w ) 9

up() =@ , (‘21;)0(.) =,

ot &, ¥ :R? - Ret W) : ([0,T] x R?) x Q — R est un champ brownien homogene
en espace, dont la covariance spatiale C' vérifie (83) pour une certaine fonction définie
positive f.

En combinant les résultats des sections 6.1 et 6.4, nous sommes en mesure de
donner une interprétation rigoureuse de cette équation:

Définition 6.20. On appelle solution de l’équation (93) tout processus {us(x), t €
[0, 7],z € R?} continu et adapté (au sens de la condition (i) du lemme 6.16) tel que,
presque sirement, et pour tous t € [0,T],z € R?, l'intégrale

T
/ / E[|G—s(x — 1) (5, 4 ua(®))]|Grs(z — 2)0 (s, 2,ua(2))|] fly — 2) ds dydz (94)
0 R2xR2

est finie et

ut(x):gt(/ Gi(z —y) ) /gtm_ (y) dy

(95)
+A /1;2 gtfs(l'_y)g(s,y,us(y)) W(f)(dé’dy) )
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Pour mettre en évidence des conditions (sur f, o et ®,¥) garantissant une
équation bien posée, c’est-a-dire admettant une unique solution, nous avons be-
soin d’introduire deux quantités intermédiaires, qui apparaitront tres vite dans les
estimations qui suivent:

6= [ 16N~ w)lGetw)]| dz
et

J}Q)(s,m;t,y) = /Ot alr/RZXR2 dzdw f(z —w)
|gt—7“(y —2) = Gs—r(x — Z)Hgt_r(y —w) = Gs_r(x — w)| .

Hypothése (H)¢: la fonction (définie positive) f est telle que

sup J](el)(s) < 00 (96)
$€[0,7T

et, pour tout compact A de R? et tous (s, ), (¢,y) € [0,T] x A,
I (s, 25t,9)| < era (It — s + |y — 21%) (97)

pour certains coefficients 7, 3 > 0 et pour une certaine constante cy 4 > 0.

Pour tout k > 0, on notera CF(R?) I'ensemble des fonctions ¢ : R? — R dif-
férentiables k fois, et dont les dérivées partielles d’ordres 0 < £ < k sont continues
bornées. Nous sommes & présent en mesure d’établir le résultat général suivant:

Théoréme 6.21. Soit o : R — R une application dérivable telle que

lollo,1 := sup supsup {|o(s,y,a)| + |0a0(s,y,a)]} < oo. (98)
s€[0,T] yeR a€R

Par ailleurs, soit W) un champ brownien homogéne en espace dont la fonction de
covariance vérifie l'identité (83), pour une certaine fonction définie positive f qui

satisfait I’hypothése (H)g. Enfin, soit ® € CZ(R?) et U € CL(R?).
Alors Iéquation (93) admet une unique solution u sur [0,T] x R

Comme dans I’énoncé du théoréme 5.17, 'unicité est ici comprise “a indistingua-
bilité pres” (voir la remarque 5.18 & ce sujet).

Commencons par étudier les analogues des lemmes 5.19 et 5.20 dans ce contexte.

Lemme 6.22. Soient f une fonction définie positive f vérifiant I’hypothése (H)g, et
{vs(y), s € [0,T),y € R} un processus adapté (au sens de la condition (i) du lemme
6.16), continu (p.s.) et borné. On définit le processus {wy(z), t € [0,T],z € R}
par la formule

t .
w@) = [ [ Gisla —yesln) W dsdy)
Alors w est bien défini et admet une modification continue.

Preuve. Comme dans le lemme 5.19, il s’agit d’abord de vérifier que les conditions
du lemme 6.16 sont satifaites par I'intégrant

(37 y) = gt—s(x - y)vs(y)l[oﬂ(s) :
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La vérification des conditions (7)-(i7) est en fait immédiate, tandis que la condition
d’intégrabilité (89) est une conséquence directe de I’hypothese supycjo 7 J](fl) (s) < o0
(le processus v étant supposé borné). Ceci nous garantit que le processus w est
effectivement bien défini.

Sa continuité découle ensuite du critére de Kolmogorov multi-paramétrique (lemme
5.22), puisque, grace a l'isométrie (92) et I'hypotheése (H)g, on sait que, si v est par
exemple majoré par une constante M,

E[[wi(y) — wa(@)[*] < M2 (s,2:t,)| < era MP(|t = s + [y — 2)?)

pour certains coefficients ~, 5 > 0. ]

Lemme 6.23. Etant données ® € CZ(R?) et ¥ € C}(R?), soit {wi(x), t € [0,T],z €
R?} la fonction définie par wo(x) = ®(z) et, pourt > 0,

e = 5 ([ G- newan) + [ Gz —uetdy.

Alors, pour tous (s, ), (t,y) € [0,T] x R?, on a
Wi (y) — Ws(x)| < cawflt —s| + |y — x|}
Preuve. En notant que [p» 12 |<1}\/d727|2 < 00, le résultat découle rapidement des

deux identités (faciles a vérifier successivement):

d
/ Gi(z — y)U(y) dy = ct/Rz 1{|z<1}¢1_zwqf(x ) (99)

et

gt(/R2 Gi(z = y)®(y) dy>t

dz
= 1,y ————=®(x — t2) — / 1, Vo(x ,
C[/RQ {lz|<1} T2 ]2 (z —tz) {lzI<1} %P (z, tz))

(100)

pour une certaine constante c. ]

Preuve du théoréme 6.21. On reprend le schéma de preuve usuel, déja utilisé pour
montrer les théorémes 4.7 et 5.17.

Ezistence. On considere la suite de processus u(™ définie par u§0> () :== P(x) et

W) =g ([ G = nawdy) + [ Gie = ety

+ /0 /]R? Gi—s(x —y)o(s,y, ugn) (y)) W(f)(ds dy) .

La combinaison des lemmes 6.22 et 6.23 nous garantit que cette suite est bien définie
au sein de la classe des processus (p.s.) continus.

(101)

Posons alors
n n+1 n
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On a par définition

- /Ot /R Gr—s(@ = y)[o (5,9, u{ (y)) — o (5,5, ul V()] W (ds dy),

et par conséquent, en utilisant successivement l'isométrie (92) et la condition de
régularité (98), on obtient

E[|H" (2)]"] < [lolI3,
/Ot /R?sz |Gi—s(x — 2)|f(z — w)|Gt—s(x — w)|IEHHs(”*1)(z)‘|Hs(n*1)(w)|] ds deduw .

En posant h§”> 1= SUP<s<¢ SUPer E[| H ) (x) |2] et en utilisant I'inégalité de Cauchy-

Schwarz (pour 'espérance), on déduit

hgn) < HUH(Q),I( sup Jf / h
s€[0,T

<ol [ HYas.

pour une certaine constante c¢; > 0. En itérant le procédé, il vient

h§") < (61 ||a||g71) / hg?) dsy...dspy
0<s1<...<spn<t

Or il est facile de constater, en utilisant notamment les écritures (99) et (100), que
E[[H (2)]%] < ca{ll®llcz + 1911 +2 +llo 131}

pour une certaine constante co > 0. Ainsi, on obtient
n
Y < (erllollfs) (cofl@llez + 1903 +* +lol31}) /0 < dsi ...ds,

<s51<...<sp<t
n
(T ol3,)
<~ 00007

(oIl + 1wy +2 +113.1))

(n ))1/2

ce qui garantit la convergence >, ~q(hy < 00, autrement dit la convergence

(n+1) ) 2]\ 2
gtes[%%}igg@[!ut (2) =" (@)[*]) " <00,

et par conséquent la convergence de u(™ dans espace (complet) L>® ([0, T]xR; L?(Q)).
Notons u la limite de cette suite. En associant cette propriété de convergence a
I'isométrie (92), on montre aisément que

ni))O /t/ Gt—s($ - y)0(57 Y, us(y)) W(f)(ds dy) dans L2(Q) :
0 JR

I1 suffit maintenant de faire tendre n vers l'infini dans la relation (101) pour obtenir
le résultat escompté: le processus u est solution de ’équation (95).

Unicité. Soient u,v deux solutions de I’équation (de méme conditions initiales
®, ¥) et notons

Hy(z) = u(z) — v ().
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En utilisant successivement l'isométrie (92) et la condition de régularité (98) (comme
précédemment), on déduit

E[|Hi()|]
t
<ol [ ds [ dedwGis@—2)f(z = w)Gr-s(x [ HL()| Ho(w)]

L 2 . .
Par suite, si hy := supg<,<; Sup,cr E[|H¢(z)|"], on obtient, avec les mémes argu-
ments que ci-dessus,

t
he < erlloly [ hds.

et donc, pour tout m > 1,

0<h < (e \\ay\al)m/ hs, dsy ... dsp,

0<81< <8 <t

_ (@Tloli)"

h3..
m! T

En faisant tendre m vers I'infini, on obtient h; = 0, et donc v est une modification
de u. La continuité des deux processus nous permet ensuite d’affirmer qu’ils sont
en fait indistinguables I'un de l'autre. (]

6.6. Applications.

Proposition 6.24. Soit f : R? — R une fonction définie positive et bornée. Alors
f satisfait 'hypothése (H)g.

Les fonctions f(z) := e~l2l* et f(z) := e~1#| vérifient en particulier I'hypothese
(H)s.

Preuve. On a d’abord

T (s) < r|f||Lw<R2>( [ da gs<x>)2

dx 2
< CHfHLOO(R?)(/'IKS ’32—|~’U\2|1/2>

$  pdp ?
§C||f||Lo<>(R2)</0 |32—p2]1/2>

s? dr 2
< C||f||L°°(R2)</O \32—7“\1/2) < C||f||L°°(R2)S2-

pour une certaine constante ¢ dont la valeur peut changer d’une inégalité a l'autre.
On constate ainsi que ’hypothese (96) est bien vérifiée.

Fixons ensuite un compact A de R? et soient (s, ), (t,y) € [0,T] x A, avec (par
exemple) s < t. On a clairement

t
2
TP (5s0t9) < [l ey [ A 1Ger(y =) = Gorrla =) 7

puis

t
/0 dr([Ge—r(y — ) = Gorl@ = )|[1 g2y < BN + NP (@)} (102)
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avec .
N = [ dr G = el o
et
(2) - [ LGz — P
NEw,y) = [ dr 00— = Gola =) Fugee

Estimation de ./\/'S(?(y) Décomposons la variation Gi(y) — Gs(y) en

Gi(y) — Gs(y) = e [AL (9) + A2 )], (103)
avec 1
@,y —
As,t (y) - 1{s<|y|<t} t2 — ’y|2
et

1 1
AP () = Loer o [ - } .
st (y) {0<|yl<s} \/t2 —[y? \/52 —[y?

On a d’une part, comme ci-dessus,

1) — :
A2 1 g2y = /}R2 dy 1{s<\y|<t}ﬁ

t
P
B
- K] P t2—p2
2 d
Sc/ tzr < eVttt —s?2 < ept—s. (104)
52 —r

D’autre part, observons que, pour tout A € [0, 1],

1

2
AW < enlt = PPN wvee MDA = Loy o

g
ce qui permet de reproduire les estimations ci-dessus pour affirmer que, pour tout
A€ (0,3),
(2)
[Ast Il 1 e
En revenant a (103), on a ainsi montré que pour tout A € (0, 1),

) < CT7)\|t—S|)\.

N <eralt—sP. (105)

Estimation de /\fg,(Q)(:c, y). Ecrivons d’abord
NP (x,y) < 3{NP (z,9) + NP (y,2)} (106)

avec
2

N (z,y) = /O dT(/RQ dz 1o z|<ly—2y|Gr(y — 2) — Gr(z — Z)|)
Il est ensuite facile de constater que
NP (z,y) <3{0M (2, y) + TP (2,9)}, (107)

avec

. 1 1 2
(1) o —
I (2, y) := /0 dr( o d2 1{ja—z|<|y—z|<r} L/?a "y 2P |z ZPD
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et

S 1 ?
2 e
[g>(x,y),_LA dr(/Ldel{m4<r<wz}\/ﬁ2_|x__zP> '

Pour Hgl)(x,y), on a, pour tout A € (0, %),

1Y (z, y)

s 1
<ec / dr( dz Li1p_slcly—sl<r
> Jo R? {lz—z|<|y—=z|<r}

2
A
ol e

S 1 2
<ely - 96!”/ dr T2A</ dz 1{z|<r}1+)\> < eraly—*, (108)
0 R2 |r2 _ ‘Z|2|2

ot 'on a utilisé le méme argument que dans (104) pour obtenir la derniére inégalité.

Enfin, en ce qui concerne ng) (z,y), il suffit d’écrire, si |y — x| < s,

) (2, y)
s 1 2
- [ a dz1 U —
/0 7’( - 2 L zl<r<|y—z+2|} m)
ly—z| dz 2 s da 2
AL el [ )
0 |z|<r /T — |Z’ ly—=z| r—ly—z|<|z|<r /T — |Z’

ly=al s 1 2
Sc{/ drre + dr(/ dp2) ]
0 |ly—a| (r—ly—z|)><p<r? re—p

S
Sc[[y—acf’%— | |dr[r2—(r—]y—x])2}§cT7A
y—x

y_m‘a (109)

et sily — x| > s,

P (z %{/yﬂw</ dz>2<c|—x| (110)
s Y= 0 lol<r VT2 — |22 T AlY '

En injectant les bornes (108) et (109)-(110) dans (106) et (107), on déduit, pour
tout A € (0,1),
NP (z,y) <eranly -,

et en associant ce résultat & (105), on obtient finalement

‘]J(“2)(57$;t’y) < CT,A,)\||f||Loo(R2){|t - S|>\ + ’y - $|>\} )

pour tout A € (0,1).
|

En utilisant des estimations plus sophistiquées (voir par exemple [5]), on peut
également établir le résultat suivant:

Proposition 6.25. Pour tout H = (Hy, H) € (% 1)2, la fonction fy définie dans
lexemple 6.11 satisfait ’hypothése (H)s.
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6.7. Annexe: preuve de la formule (82).
Calculons d’abord la transformée de Fourier de la fonction A € R — e~@Al:

f(e_aH)(g) :/Rd)\e_’g)‘e_a‘)"

0 00
:t/n dAe’A“5’®-+&/) dX e~ ME+a)
—00 0
1 1 2a

on a

a—1€ atif  alter’

wwzﬁ/dz& 1
e gy fe PR
_a INE o —a?s _—&2s
=— [ de dse e
T JR 0

_— /oo ds e_CLQS/ d¢ M e — a/oo ds e s g /4s
7 Jo R 0 (ms)1/2

d’ou
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