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Résumé

Real forms of affine Kac—Moody Lie algebras are either almost split or almost compact. Almost
splitones have been already classified [J. Algebra 171, 43—-96]. We give here a complete classification
of almost compact real forms. Among other results this involves a study a la Borel-Tits of these
forms.
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Introduction

Les algebres de Kac—Moody affines sont les généralisations les plus utiles en dimension
infinie des algébres de Lie semi-simples complexes et il est logique de s'intéresser a leurs
formes réelles, c’est-a-dire a des algebres de Lie réelles qui, une fois tensoriségs par
deviennent isomorphes a une algébre de Kac—Moody affine [27]. Il se trouve que ces
formes se répartissent naturellement en deux classes : les formes presque déployées et les
formes presque compactes. Nous avons déja étudié et entierement classifié les premiéres
[2,7] et nous nous intéressons ici aux secondes; elles ont déja été étudiées dans certains
cas particuliers [1,9] et de maniére plus générale dans [23].
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L'idée de [23] pour classifier ces formes presque compactes est de les comparer aux
formes compactes, définies par exemple dans [15]. Plus précisément, si laggrme
(presque compacte, mais non compacte) correspond a une conjugaiden’algébre
de Kac—Moody affingy, il existe une conjugaison’ compacte (i.e., correspondant a une
forme compacte) dg qui commute &’ ; ainsic = o'’ est une involution linéaire dg,
dite de Cartan qui est «de premiére espece» (1.3). Malheureusement, cela ne se passe
pas aussi bien que dans le cas classique ou le cas presque déployé [2,7] et on obtient
ainsi dans [23] uniguement une bijection entre les classes de conjugaison d'involutions de
premiére espéce deet les classes de conjugaison de paitgs o) formées d'une forme
réelle presque compacte non compacte et d'une involution de Cartan (2.8 et 2.9). Ainsi,
la classification par F. Levstein [19] et J. Bausch [6] des involutions de premiére espéce
fournit une liste compléte (reproduite ici dans une table) des formes presque compactes
non compactes d'algébres de Kac—Moody affines; mais il était a priori possible que deux
formes de cette liste soient isomorphes. On montre dans cet article que ce n’est pas le cas
(Théoreme 7.6).

Pour cela nous introduisons des invariants a isomorphismes prés de ces formes réelles.
Le premier est classique (formes intérieures ou formes extérieures), c'est la classe de
conjugaison de I'automorphisme de diagranyressocié @ ouc’. Pour les autres il faut
réaliser I'algébre affine comme algébre de lacets, tordue ou non tordue. Plus précisément,
le quotientg” de I'algebre dérivée dg par son centre est, dans le cas non tordu, de la
formed ® C[r, r~1], ol g est une algébre de Lie simple complexe ; de maniére géngrale
est l'algébre des points fixes d’un automorphisme, d’okdeel, 2 ou 3, de§ @ C[z, 1~ 1].

La forme réellegy, de g” qui nous intéresse admet des quotients simples de dimension
finie qui sont soit une forme réelle gesoitg considérée comme algébre de Lie réelle ; on
montre que I'on obtient ainsi un invariant (2.15, 3.10 et 3.11).

L'algébre associativé\ = C[r*, %] est canoniquement associég &1.10) etg” est
une A-algebre de Lie. En particulier, la conjugaisehde g par rapport aggr induit un
automorphisme’ de A, qui détermine un signe* tel queo’(t*) € R¥ ekt =% (cf. 2.4 et
2.13). Par comparaison avec l'invariant précédent, on affine cet invariant en un nouvel
invariant : le signe: (6.6).

Une autre voie d’approche est de comparer ces formes réelles aux formes presque dé-
ployées. Plus précisément, on cherche les sous-algébres toriques déployées maximales
(SATDM de gy, c'est-a-dire les sous-algébres commutativegflegui sont diagonali-
sables a valeurs propres réelles pour la représentation adjointe et maximales pour cette
propriété. Malheureusement cBATDMne sont, en général, pas conjuguées (4.9); on
montre cependant (4.8) qu’elles ont toutes la méme dimension : le rang relafif qig
est le quatrieme invariant. Pour cela on se ramene aux résultats de Borel et Tits [11] pour
les groupes réductifs sur les corpg,: est uneA” -algébre de Lie, et en tensorisant par le

corps de fraction¥&, = C(t5)?" de A?’, on obtient une algebre de Lie simple &y qui
est en fait une forme dg® C(¢) et est canoniquement associggaSi tg est uneSATDM
degg, on montre (Théoreme 4.7) que®r K. est uneSATDMdegy, ; la dimension deg
est donc bien un invariant. De plus, l'indice gig,, au sens de Tits [30], est un cinquiéme
invariant, plus fin que le précédent mais a peine plus discriminant en fait (Table).

La table du paragraphe 6 indigue tous ces invariants pour les formes déduites de la liste
de Bausch. On s’apercoit qu'il reste encore un trés petit nombre de cas particuliers ou
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on ne sait pas encore décider si les formes sont ou non isomorphes. On est alors conduit
a regarder de plus prés ces cas résiduels : on détermine la structure égmmedule

(libre ou non libre, mais de rang 1) de certains espaces radicigl§ gar rapport &g.

Ceci permet de lever l'incertitude : il n’y a donc aucun isomorphisme entre les formes
réelles presque compactes décrites dans la table (Théoréme 7.6) et en conséquence, il y
a bijection entre formes réelles presque compactes non compagjest davolutions de
premiére espéce dg les involutions de Cartan d’une forme réelle presque compacte sont
conjuguées (Corollaires 7.7 et 7.8).

Pour arriver a ce résultat, nous avons été amenés a développer une théorie a la Borel-
Tits des formes réelles presque compactes, qui a beaucoup moins de ressemblance avec le
cas classique que pour les formes presque déployées [2]. Nous espérons approfondir cette
étude ultérieurement.

Le paragraphe 1 est consacré aux généralités sur les algébres de Kac—Moody affines
et leurs réalisations comme algebres de lacets. Nous y introduisons aussi, dans le cas non
tordu, I'algebre de Ligc(;) = g ety étudions des propriétés des sous-algébres paraboliques
(fractionnaires) de celle-ci. Au paragraphe 2, nous parlons de formes réelles en rappelant
les résultats de [23] et nous étudions les quotients simplgs dee paragraphe 3 introduit
la notion de réalisation adaptée, ce qui permet une démonstration simple d’'un certain
nombre de résultats. L'étude theéorique du rang relatifjdlest effectuée au paragraphe 4,
tandis que le principe de son calcul effectif est montré au paragraphe 5. La table des formes
réelles presque compactes hon compactes occupe avec ses explications le paragraphe 6.
Enfin, au paragraphe 7, on étudie les cas particuliers résiduels pour énoncer enfin les
résultats principaux. Un index récapitule les principales notations et définitions.

Cet article reprend (surtout au paragraphe 3 et paragraphe 5) une partie des résultats
de la thése [7] du premier auteur. Par ailleurs, nous remercions le Comité Mixte Franco-
Tunisien de Coopération Universitaire qui, en facilitant nos rencontres, a grandement aidé
a I'élaboration de cet article.

1. Algébres de Kac—Moody affines

1.1. On considére une algébre de Kac—Moody complegee I'on suppose construite
comme dans [15] et avec toutes ses composantes de dimension infinie. Pour les résultats
standard suivants, on renvoie a [15] et [20] ou parfois a [16,17,23,25] ou [2]. Il existe une
matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice de Kac—Maedy; ;)i jer
telle queg = g(A) soit engendrée pardigébre de Cartan standafglet des éléments, f;
pouri € I. On ala décomposition=h & (P, 9«), OU A désigne le systéme de racines
A(g,h) C b*\ {0}. On notelT = {&; ; i € I} la base (standard) da. L'ensemble des
racines positives (respectivement négatives)fst= A N (P, ; Nu;) (respectivement
A =—AM),

Les coracineg; dansh sont telles que; ; = «j () pour touti, j. Le groupe de Weyl
W de (g, h) est engendré par I'ensembfedes réflexions fondamentalesdéfinies par
ri(h) = h — a;(h)ai pourh € h. Uneracine réelleest une racine conjuguée pra une
racine dang7, leur ensemble est not€®. Les éléments da'™ = A\ A sont lesacines
imaginaires Le centredgy estc={h € b ; «(h) =0, Va € IT}.
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1.2. On définit un groupes (ne dépendant que de l'algébre dériygeagissant sur
g par la représentation adjointe AG:— Aut(g). Il est engendré par des sous-groupes
U,, poura racine réelle, isomorphes aux groupes addgifspar un isomorphisme exp
tel que Ado exp= expo ad. Le grouped associé a la sous-algébre de Cartan standard
h est 'ensemble deg € G qui agissent sug, (poura € A U {0}) par multiplication par
un scalairex(g) dépendant multiplicativement de(en particulierH fixe h = go). Ainsi,
pourh € H etX € gy, on ahexp(X)h ! = exp(ae(h) X), et doncH normaliseU,.

1.3. Une sous-algébre de Carta(SACen abrégé) dg est une sous-algébre de Lie
ad;-diagonalisable (pour des valeurs propres complexes) maximaleSA€sle g sont
conjuguées paiG. Une sous-algébre de Borel-lwahdriSAB) de g est une sous-
algébre de Lie complétement résoluble maximalegd€’est le cas des sous-algébres
b =h® (Bycns 9o) [OUb™ =h D (D, - 94)] appelées respectivement sous-algeébre
de Borel-lwahori standard positive ou négative. Ces sous-algébres de Borel-lwahori
et b~ ne sont pas conjuguées péar. Les sous-algebres de Borel-lwahori conjuguées
parG ab™ (respectivement~) sont ditespositives(respectivememégativek Si g est
indécomposable, tout®@ABlest positive ou négative.

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) glagit de maniére compatible a Ad
sur G et donc transforme deu®ABI conjuguées en deuRABI conjuguées; il est dit de
premiére espécgespectivemergeconde espére’il transforme uné&ABIpositive en une
SABIpositive (respectivement négative).gSest indécomposable, tout automorphisme est
de premiere ou de seconde espece.

1.4. Automorphismes dg

Soith la SACstandard dg. On définit dans [20] un group® qui agit surG etg et qui,
dans le cas complexe, vérifie o) = expadh). L' involution de Cartanv deg est définie
parw(e;) = —fi, o(fi) = —e; etw(h) = —h pourh € b ; elle dépend donc du choix de
I'épinglage(h, I1, (e;, fidier) de 1.1. Legroupe des automorphismes intériedis g est
limage Int(g) := Ad(H x G) du produit semi-direct dél et G. Son groupe dérivé est
le groupe adjointAd(G) (noté aussi Iritg) ou Int(g’)) ou groupe des automorphismes
intérieurs de l'algebre dérivég. Ces groupes sont intrinsequement définis gpdcf.
[23]). On considere le groupe Aut) des permutationg de I telles quea,; ,j = a;,;
pouri, j € I. On en déduit une action fidéle de AdY sur g’ en posantp(e;) = e,
et p(fi) = foi; cette action commute &, et p(h) =h, ouh’ =hNg =P Coi;
plus précisémenip (i) = ;. D'aprés [20], le groupe A@R) x Int(g) (respectivement
(Aut(A) x £2) x Int(g), ou $2 désigne le groupe commutatif engendré par les involutions
de Cartan des composantes gleavec 2 = {1, w} dans le cas affine) est le groupe
Auty(g’) des automorphismes de premiére espéce (respectivement le groupé Aat
tous les automorphismes) g@é(ou g/ ou g'/.). On peut prolonger I'action de A(#)

1 Le nom usuel, en théorie de Kac—Moody, est sous-algébre de Borel, mais dans le cadre des algébres de Kac—
Moody affines on rencontrera ici des sous-algebres de Borel en un sens plus classique. Ce nom permettra d’'éviter
la confusion et se justifie aussi par le fait que ces sous-algébres sont (dans le cas affine) liées aux sous-groupes
d’lwahori des groupes réductifs sur les corps « locaux » d’égale caractéristique 0.
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de b’ a b, et donc deg’ a g, par le choix d’'un supplémentaire d¢ dansh. On peut
ainsi considérer AytA) comme un groupe d’automorphismes (dits diagrammgde

(g, ), commutant a» et normalisant Aut(g’) et £2, et considérer Auf’) comme un
groupe d’automorphismes gg mais ces définitions ne sont pas intrinseques (cf. [23]).
Le sous-groupe T+ Tr(g, ¢/, ¢) destransvectionsie g (noté Auig, g’) dans [18, 4.20])

est formé des automorphismes glgui induisent I'identité sury’ (respectivemeng/ .
oug'/.); il commute a Infg) et w, et est isomorphe au groupe additif des applications
C-linéaires dgg/, dansc (cf. [23]). Le groupe des automorphismes (respectivement des
automorphismes de premiére espéece)gdest Auig) = Aut(g’) x Tr (respectivement
Auty(g) = Auti(g) x Tr).

1.5. Réalisations des algebres affines

Soientg une algébre de Lie complexe réductigg,un automorphisme dg d'ordre
divisantm, ¢, = ¢%7/™ une racine primitiveniémede 'unité, et(., .) une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée guinvariante sous a@) ety (lorsqueg est semi-simple on
prendra pouf., .) la forme de KiIIing)

Pourj € Z, on poseg, ={x € g :00(x) = (¢m)/x} ; ce sous-espace dgene dépend

m—1-¢

que de la classe dg modulom, etg = D' 9. D’aprés Borel-Mostow [10]¢p fixe

un élément semi-simple réguliét deg. Notonsb le centralisateur de& dansg; alors
b est une sous-algébre de Cartanstable dej, eth = f)o = (h)‘?0 = (b N go) est une
sous-algebre de Cartan @g On noteg I'algébre de Lie infinie :

(8. 60, £m) == <@(§, ® tf')) ®CcdCd.

JEZ
La structure d'algébre de Lie syrest telle que: est central et
[x®t +ad,y@t/]| =[x, y1®1 +i8; _;(x,y)c+ jay @t/

L'élémentd agit diagonalement suy (via la représentation adjointe) avec des valeurs
propres entiéres et induit 1Z-graduation évidente suXg, 6o, £,,) ; on dit qued est

I’ élément de graduatiode [(g, 0o, &,,). Ainsi, la sous-algébré = (h ® 1) ® Cc & Cd

est une sous-algebre de Cartangdgque I'on appelle standard (pour un choix standard
deb).

Remarques.

(1) On noteg! = (@jez(ﬁj ® t/)) ® Cc : c’est une sous-algébre dequi contient
l'algébre dérivégy’ (et lui est égale sj est semi-simple). De méni@c est contenu
dans le centre dg' ou g’ (et leur est égal §i est semi-simple).

(2) Lorsqueg est simple, on retrouve la réalisation des algébres de Kac—Moody affines au
sens de Kac [15]. Lorsqueest commutativey est une algébre de Heisenberg infinie.
Lorsqueg se décompose en prodiit= g1 @ g» d’algébres de Lie stables pés,
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I'algébreg! ainsi obtenue est le quotient d%ea g% par le sous-espadé(c1 — ¢2) de
son centre. Pour ces raisons, on peut dire que I'algébre dg tiedessus définie
est presque un produit d'algébres de Kac—Moody affines; on I'appeli@igebre
réductive-affin@ssociée au coupl@, 6o) (cf. [22]).

Une réalisation d’'une algébre (réductive-) affing est un isomorphisme dg sur une
algébrel(g, 6, &p).

Notation. On noteA = A(g b) le systeme de racines depar rapport a la sous-algébre de
Cartanb eti] = {a, i€ I} la base det déterminée paR. L'automorphisme) permute
A en stabilisant’]. Ainsi A = A h) ={a= “lh’ o€ A} est le systéeme de racines de

§ par rapport &, etIT = ACE o € [T} sa base. On a doric= f) @ (Bsei8a)- On note
(p,)le[ la base duale dé dansh dont les éléments sont lgwids fondamentauXette
base est permutée péy. La base duale d& dansh est donc formée des; = > pj,ou

la somme porte sur leg tels quea; = @;. Dans la suite, on identifie un élémente g

avec son image ® 1 dansg (ou g! ou g”, cf. ci-dessous). En particulier, lgs sont des
éléments d@, eth est une partie dg.

1.6. L'application translation (cf{2] ou[24])

On note :

(1) g’ =1"(g, 60, em) le gt-moduleg!/c. (c’est aussi une algébre de Lie, identifiée avec
la sous-algébr@jez(ﬁj ®1/) deg®c Clt, t~1]), etT I'application translatiorde g”
définie parT (x ® t/) = x @ t/7" . Lapplication7 ainsi définie est un automorphisme
degl-modules.

L'applicationg:g”/(Id — T)g” — g, définie pap (x ® t/) = (&,,)/ x, est un isomor-
phisme d’algebres de Lie et permet d'identifier ces deux algébres; on peut en fait
remplacers,, par n'importe quelle racine:'®™€ de I'unité, mais on fixera ce choix
pour la suite.

(2) A l'algebre (parfois appeléeentroidg¢ des endomorphismes linéaires glecommu-
tant a I'action adjointe dg’ (ou g”). Pour tout polyndme de Laurekte C[t™,~™],
la multiplication parP est un endomorphisme linéaire glequi appartient a\ ; donc
C[t™,t~™] C A, eten particulie € A.

1.7. Changement de réalisation d’une algebre

Soienth un élément dé’)o a valeurs propres entieres (pour la représentation adjointe
deg), p € N*, ete,,, = ¢2™/"P) une racinep'®™e dee,,. Alors H := exp(z’” adh) est
un automorphisme dg tel que H (x) = (ex,)Yx pourx € g tel que[h, x] = Nx. Cet
automorphisme commuteda, eto :=6pH est un automorphisme ded’ordre divisant
mp. On considére donc l'algébre de Lig = [(ﬁ,e,sm,,) et on noteC, D et 7y les
analogues pouy; dec, d et7 pourg.
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Proposition 1.8(cf. [24] ou [2]). L'applicationy : g — g1 définie par:

Y(x®@t))=x@tP N +§;0(h,x)C; pourx € §; tel queli, x] = Nx,
V(c)=pC, v(d)=(D—h)/p,

est un isomorphisme d’algébres de Lie qui commute aux applications translatigfistie
g] (i.e., v Ty ~1=T1). Cetisomorphisme induit un isomorphisme entre les sous-algébres

de Cartan standard dg et g1 associées a

Remarque. En particulier, lorsque: = 0, on trouve que(g, 6o, &) €st isomorphe a
[(ﬁa 0o, Smp)-

Corollaire 1.9. Lorsque g est simple, l'algébreg = (g, 6, &,,) ne dépend(a un
isomorphisme prdsque deg et du plus petit entiek tel que (6p)¢ soit intérieur. Il
existe alors un automorphisme de diagramjvae g d’ordre k tel queg soit isomorphe a
(8. &, 1)

Définition [15]. Dans ce cas, I'algebre de Kac—Moody affinest ditede typeAff k. Elle
est ditetorduesi k > 1 (donc= 2, 3) etnon torduesi k =1 (on a alors en particulier
g’ = § ®c Clt,171]). Si le nom dej estX,,, alors le nom dey est X%, La réalisation
[(g, &, &) deg est ditestandard

Démonstration. Il est connu et assez facile de démontrer (en adaptant la démonstration
de [4,19] ou [5]) que tout automorphisme d’ordre finiglest de la form#&gH ci-dessus,
avectp un automorphisme de diagramme, et il est alors clairdguest déterminé (a un
isomorphisme prés) par O

Proposition 1.10. On conserve les notations de6(2), et on suppose qug est simple.
Alors:

(1) A=C[,t™] est l'algébre engendrée par et7 1.
(2) Tout automorphism& duad(g”)-moduleg” tel que(ld — T')g” soit un idéal maximal
deg” estde laforme7 ouaT ! aveca e C*.

N.B. :

(i) Ainsi, l'application translatiorZ” est canoniqguement déterminée par l'algébre de Lie
g’ au changement prés deena7 *1, aveca e C*.
(i) Si g n’est pas simple, ceci peut ne plus étre vrai.

Démonstration. D’aprés le Corollaire 1.9, on peut se ramener au cagpod £ est un
automorphisme de diagramme @ed’ordre m = k. Ainsi, 'assertion (2) est I'’énoncé

de la Proposition 5.6 de [2]; le début de la démonstration de cette proposition prouve
l'assertion (1). O
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1.11. On suppose dans la suite de ce paragraphe § gaesimple, et donc qugedéfinie
en 1.5 est une algébre affine.

(1) On considére la réalisation standdcd, £, ;) de g. Fixons (¢;, f,), 1,2,..n Un
systéme de générateurs de Chevalleygdgur lequelé agit comme un automorphlsme
de dlagramme d ordrk Soite l'involution de Cartan de (a)(e,) = —f,, et(®)2=1d) et
posonsy; = [é¢;, f, ces coracines simples forment une base de

(2) On numerote par{1,2,...,n} de maniere qu'un systeme de représentants des
orbites de¢ dans! soit J = {1,2,...,/}. Pour cela on choisit la numérotation de
Bourbaki [12] sauf dans le casde typeEg, eté d’ordre 2, ol I'on choisit la numérotation
suivante :

Pouri =1,...,/,onnote:

(i) n; le cardinal de l'orbite dez, ou dei ;

(i) e; =& +E&(&)+---+&"1(&) sauf dans le cas de(z) olie; =28 + é141) ;
(i) fi =d(e);
(iv) ai =le;, fil

Ainsi (e;, fi)i=1,..;1 est un systeme de générateurs de Chevalley de l'algébre de Lie
simplego.

(3) Il existe un unique poid% € (h)* du go-moduled; qui soit de hauteur maximale (cf.
[15] ou [4]). On choaisitEg € (gl) , eton poseip = —&(Eg), eo=1t®Ep, fo=t"1® Fo
et ag = [eo, fo]. On normalise de fagon convenahlfy et la forme invariante suf
(cf. [15]). Alors (B, e;, fi; i =0,1,...,1) est un systéme générateur (siandard de g
associé a une matrice de Cartan généralisée (cf. 1.1). La numérotation de ces générateurs
est la méme que celle de Kac [15] sauf dans IeA;%%ou elle est inversée.

(4) RACINES : L'ensembleA ; des poids d@-moduleﬁj ne dépend d¢ que moduldk.
On prolonge un élément € A_,- ah=h @ (Cc @ Cd), en posani(Cc @ Cd) =

On définit§ € h*, en posant(d) = 1, ets(h @ Cc) = 0. Alors on a la description
suivante du systéema des racines de\(g, ), en séparant racines réelles et imaginaires,
A={j§+a;je Z aeAj}, AM={js; j e Z*} avec pour espaces radiciglg 1, =
(g])a ®t/ etgjs = (h]) .

(5) BASE : Pouri =1, ...,1, & est un poids dé dansgo, son prolongement; ah
est donc dangi. On a en faitgy, = Ce;, g—o, = Cf;. Le poidsép se prolonge &, et
ap = & — g est aussi une racine d&. On a en faitgy, = Ceo, g—ay = C fo. La famille
IT = (@i)i=0,1,...1 €St une base de racines de

Soient(a;);=1...; les coordonnées d& dans la base de®;, et si on poseai = 1,
alors la plus petite racine imaginaire positivele A esté = Zé:o a;a; (les coefficients
ao, a1, . . ., a; sont ceux figurant sur le diagramme de Dynkingdgoir, par exemple, [15,
4.8]) si on tient compte de la numérotation choisie mgﬁ’).
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Si on posepp =d, et p; = p; + a;d pouri =1,...,1, on obtient une famille libre
(pi)i=0,1,...; d’éléments dey vérifiant («;, pj) = 8;;,i,j=0,1,...,1; les élémentyp;
sont lespoids fondamentauyxs ne constituent pas une base duale a cause du centre sur
lequel tous les; s’annulent. s

Si @ est I'involution de Cartan dg telle quew(é;) = —f;, i = 1,..., n, l'involution
de Cartanw de g induit surg” le méme automorphisme ques ¢ de g ®c C[t, 1], ou
W(P() =P Y.

1.12. Algébre de Lie simple associée sur un corps de fractions rationnelles

Soientg une algébre de Kac—Moody affineggt=g'/c.. On associe g I'algebreA des
endomorphismes &g")-linéaires deg” (cf. 1.6); ceci signifie qug” est uneA-algebre
de Lie. SiK est le corps des fractions de on peut donc considérer B-algébre de Lie
gk = g’ ®a K qui est canoniquement attachég.a

Considérons une réalisatign= (g, 6, &) ; alorsg” = Djez g; ® t/) est une sous-
algébre dej ®c C[r,+~1]. Avec ces notations, 'algébra et le corpsk s’identifient
respectivement &[:™, "] et aC(™) (cf. Proposition 1.10). Il est alors clair qug
est unA-module libre de base une base §ude ;¢ ¢, §; ® t/, et donc de rang la
dimension sufC deg.

Soit y, 'automorphismeC-linéaire, d’ordren, de C(¢) défini pary,, f(t) = f(e,;lt).
Le groupel” engendré pay,, est le groupe de Galois de I'extensi@iit) /K ; de plusl”
stabiliseC[z, 11, etClz, 117 = A.

On noteg = g ®c C(t) ; c'est une algébre de Lie simple déployée sur le c@r@s. On
fait agir le groupe™ surg pary, (x ® f()) =0(x) ® yu(f(¢)). Ainsi, IaK—fo[,megF de
g est une algebre de Lie simple skir Cette forme est quasi-déployee &ar= b ®c C(1)
est une sous-algébre de Borétstable deg, si on noteb la sous-algébre de Borel de
correspondant au systeme de racines positives stabte par

Il est clair quel” stabiliseg ®c C[z, r~1] et on a par définitiog” = (§ ®c C[r, 1]’
On va voir quegk = g’ .

Lemme 1.13.On conserve les notations del2

(i) Onag= (g ®c Clt, 1) ®¢y -1 CO).

(i) Un élémentX de § s'écrit de fagon unique sous la form& = X ® 5,
avec P (1), Q(t) € C[t] premiers entre eux tels queP(0) = Q(0) =1, et X €
§ ®c C[t, r~1] indivisible (c’est-a-dire que si I'on écritX dans une base dgsur C,
le pged dansC[r, r~1] des coordonnées d¢ estl).

Démonstration. Laissée au lecteur.O

Lemme 1.14.0na(§)’" = gk, etla décomposition de tolit € (§)”, selon le Lemmg.13,
s’écritavecX € g’ et P, Q € C[t™] C A.

Démonstration. On a un plongement évident dg = g’ ®4 K da~ns(§1)F. Le groupel”
agissant sufj respecte la décomposition décrite en 1.13. Dong &i (§)!', I'unicité de



452 H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443-513

la décomposition prouve qué € (§®c Clz, 1 ) =g, etP, Q e Cl1]" =Cl/"] C A;
en particulierX e gx. O

Proposition 1.15. L'applicationh — h ®c K est une injection de I'ensemble des SAC de
I'algebre de Kac—Moody” dans I'ensemble dé&§-SATDM deyx.

De plus,h est I'ensemble des élémentsif®c K dont les valeurs propres, pour la
représentation adjointe sk, sont dan<C.

Définitions.

(1) De maniere générale, pour une algébre denL®ur un corpsk, uneK -sous-algebre
torique déployéeen abrégék -SATDou SATD(respectivement un& -sous-algébre
torique déployée maximalen abrégé&-SATDMou SATDM est une sous algébre
de Liet dem qui est diagonalisable a valeurs propres d&ngour la représentation
adjointe (respectivement et maximale pour cette propriété). Avec cette définition, une
SATDMcontient toujours le centre de. Pour les algebres de Lie qu'on étudiera ici,
unesous-algebre de Cartafen abrég&AQ dem est une sous-algébre de Ltidem
telle quet ® K soit uneSATDMdem ® K si K est une cldture algébrique dé.

(2) Dans la situation de la Proposition 1.15, i&«SATDMde I'image est ditentiére

Remarque.L’application n’est pas surjective : pogk= sl>(C) etm = 1 (doncK = C(¢)),
1
'élémentH = (0 r+1) de slo(C(¢)) = gk engendre unSAC (c’est aussi Un&SATDM

KH degg, puisqueH est agyk-diagonalisable avec comme valeurs propres®e C.
Mais KH Nsla(C[r, 1Y) = C[r, t~1](1+ 1) H ne contient pas d’élément non nul dont les
K-valeurs propres dans la représentation adjointe sont complexesKddme peut étre
entiére.

Démonstration. La sous-algebre de Cartan standagdie g” est en fait egale b= f)o
I'ensemble des points fixes dga sousd. Mais gx est quasi-déployée d ®c K C
(h ®c C(1)!" en est unéSATDM En particulier, le rang dg” est égal au rang relatif
degk. Sih estuneSACdeg”, il est clair queh ®c K est uneSATDde gk de dimension le
rang relatif degk (d’aprés ce que I'on vient de voir) dofe¢ K est uneSATDMde gk .

Si b est uneSACdeg”, il est clair queh est I'ensemble des élémentsi®c K dont
lesKK-valeurs propres dans la représentation adjointggwont complexes. L'application
h— h ®c K est donc injective. O

1.16. Sous-algébres de Borel fractionnaires dans le cas non tordu

On considére une algébre de Lie simple compfegel'on noteg le groupe algébrique
connexe simple et simplement connexe associé (vu comme schéma en groupe). L'algébre
de Lieg” = § ®¢ C[r, 1] est associée & une algébre de Kac-Moody affine non tgrue
dans ce cas on & = C[r,t 1] et K = C(r). Le groupeG(C[z, t~1]) agit surg” par une
représentation notée Ad, et A(C[r, r~1])) est le groupe adjoint Ad>) agissant sug”

(cf. [20]). L'algébre de Liggx = g ®c K est simple suK ; on considére ses sous-algébres
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de Borel (on les appellesous-algebres de Borel fractionnaires abrég&ABF pour ne

pas les confondre avec les sous-algebres de Borel-lwahori de I'algebre de Kac-g)loody
Si b est une sous-algébre de Borelgeth C b uneSAG alors® := b ®c K est une sous-
algebre de Borel fractionnaire ge contenant I&-sous-algebre de Cartan:= h ®c K.

Siu est le radical nilpotent di, alorsil := it ®c K est le radical nilpotent d& surK. On

note respectivemettt, 7, U le sous-groupe de Borel, le tore, le sous-groupe unipotent de
G correspondantB, h et1i. Dans la suite, on choisit une paite h) dansg dite « standard »

et on noteBo, Ho, Lo, Bo, Ho etip les objets standard associés.

Lemme 1.17. Soit R un anneau unitaire integre et noethérien de corps de fracti®ns
Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) R est principal.
(i) SLp(R) agit transitivement sur I'espace projecBf (K).
(iii) SLp(R) agit transitivement sur I'ensemble des sous-algebres de Bordh k).

Démonstration. Une sous-algébre de Borel d&(K) est le stabilisateur d’'une unique
droite dek 2, d’ou I'équivalence entre (ii) et (iii).

(i) = (i) La conjugaison paBLy(R) d’'un élément quelconque:, b) € R?\ {0} & un
élément de la formér, 0) € R? \ {0} montre que les idéaux de engendrés pai, b) etc
sont les mémes ; par récurrence, tous les idéaux de type fini (et donc tous les idéRux) de
sont principaux.

(i) = (i) Un élément quelconque d& (K ) est la classe d’un élémefat, b) € R?\ {0}.
D’apres le théoreme des diviseurs élémentaires, il existeGLy(R) tel queg(a, b) =
(c,0), avecc € R\ {0}. Il est facile de modifiepp pour qu’il appartienne 8Lx(R), et donc
tous les éléments d&; (K) sont conjugués pd8Ly(R) alaclasse dél,0). O

Proposition 1.18. Avec les notations dk.16 Le groupeG(C|z, r~1]) permute transitive-
ment les sous-algébres de Borel fractionnairegde= g @c C(t).

Démonstration. Soit %8 une SABF quelconque degk, alors B N Bg contient une
K-sous-algébre de Cartah. L'algébre® est la transformée d#g par un élémentw
du groupe de Weyl dégk, H) et on raisonne par récurrence sur la longueuidgue
I'on note Ao, B). C’est clair pour @Bo, B) = 0. Si dBp, B) > 1, il existeB’ SABF
de gk contenant) telle que dBo, B’) =d(Bo, B) — 1 et dB’, B) = 1. L'hypothése de
récurrence s’applique®’, et donc en conjuguant par un élémentid€|z, r—1]), on peut
supposer qués’ = By et d(Bo, B) = 1. |l existe alors une racine simpde par rapport
a By telle queB = r, (Bo) ; en particulierBo et B sont contenues dans la méme sous-
algebre paraboliqué = (gx)—« D Bo qui Vérifie dimk (P) = dimg(Bo) + 1. Si I'on
regarde maintenant IBAC $o de Bp C gk, on a la méme description d@ par rapport
a o et le systéme de racineS(gx, Ho) : P = Kg_o ® Bo, ol est une racine simple
de A(gxk, Ho) relativement &3. Un facteur de Levi d&3 ests, = Kg_o ® Ko’ ® Kgo
et I'on sait que lesSABF de ‘B sont en correspondance bijective avec 3#8Fde s,
(qui est isomorphe al(K)). D'aprés le Lemme 1.17, ceéSABF sont conjuguées par
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SLo(C[t, t~1]). Mais il existe un monomorphisme ent®éy(C[z, 1)) et G(C[r, 1~1]) et
doncB etBg sont conjuguées pak(Clr, 1), O

Remarque.Le lecteur familier avec le langage des immeubles aura reconnu un raisonne-
ment typique de cette théorie. En fait, cette proposition permet de montrer que I'immeuble
(sphérique) dgxk est 'immeuble sphérique a I'infini que Mark Ronan [21] associe a I'im-
meuble affine jumelé dg [26,31]. Cet immeuble sphérique est contenu dans les deux
immeubles sphériques a l'infini (ceux §ep C((r)) et deg ® C((r~1))) des immeubles
affines constituant I'immeuble jumelé.

1.19. Sous-algébres paraboliques fractionnaires standard

On se place toujours dans les conditions de 1.16. .
SO|tp une sous- algebre parabolique gleontenantb Si (a,) ; est la base de\ =

A(g, h) correspondant &, il existe une partied C [ telle que

p=ir=io( @ @)

aeA-NZJ

Le radical nilpotent de estii = (Dycirng Ga): etl=ha (B,cinz, 8e) €stun facteur
de Levi dep.

Le centre dé esthj ={he h «j(h)=0,Vj € J}.OnnoteP, U les sous-groupes dg
correspondantgeti. La sous-algébre dgc notée := p@ C(r) est appelésous-algébre
parabolique fractionnaird SAPH.

Proposition 1.20. Avec les notations de19, on a:

(1) U(C(z)) agit simplement transitivement sur les centres de facteurs de Levi de la sous-
algébre parabolique fractionnairg8 = p ® C(r).

(2) U(CJ[z,t71)) agit simplement transitivement sur les SATDe g contenues dans
p ® C[r,t71] et telles que ®c C(r) soit le centre d’'un facteur de Levi d@.

(3) Plus généralement, siest une SATD dg contenue dang ® C[r, t_l] et telle que
t® C(1) soit contenue dans le centre d’un facteur de Levijlle- p® C(r), alors il
existeu € U(C[t, 1~1]) tel queu(t) C b,.

Demonstration. (1) On sait qué/(C(z)) permute transitivement les facteurs de Levi de
P et donc leurs centres. D’autre part, le normallsateulmee rencontre pad, d'ou le
résultat.

(2) Il est clair qued(C[z, r~1)) agit sur 'ensemble de c&3ATD Soitt une telleSATD
montrons qu’elle est conjuguée [jga par un unique élément d&(Clz, t~1)). D'apreés (1),
il existeu € U(C(1)) tel quet® C(r) = u(b; ® C(1)). D’'aprés la Proposition 1.15, on
a alorst = u(hy), et réciproquement cette relation implique® C(7) = u(h; ® C(z)),
d’ou l'unicité de u. Voyons maintenant que € U/(C[z,t~1]). On a un isomorphisme
de variétés algébriques complexes ekp> U. Ainsi U(C(1)) = expit ® C(1)) et



H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443-513 455

UC[t, 71 = exp(u® Clz,171]). On notev = expt(u) € u® C(r). Par hypothése, on a
donc Ac{exp(v))hj C §®C[r, =11, ou encore ex@dv)h;  § ® C[r, 1~1].
SoitH e h, tel quea(H) € C*,Ya € AT\ NJ ;ona

exp@dv)H = H + [v, H] + %[u, v, Hl]+---€d®C[t, 7]

On voit alors facilement, par récurrence sur la hauteur deAt \ NJ, que la composante
de v dansg, ® C(r) est en fait dang, ® C[r,+™1], et doncv € § ® C[t,r71]; d’ou le
résultat.

(3) Il existe uUneSACH deg qui contientt. Soit; le centralisateur dedansy ® C[z, 1 1],
alors le centralisateus ®cy, ,-1; C(7)) det dansg ®c C(¢) a pour centre’ ® C(t), ol
t ={xebh;alx)=0,Va e A(g, bh) tel quea(t) = 0} est uneC-SATDde I'algébre de
Kac—Moodyg.

Il existe uneSACh; deg ® C(r) qui contientt® C(¢) et qui est contenue dans une sous-
algébre de Levi d¢ ® C(r). Ainsi 3 ® C(r) + p ® C(r) est une sous-algébre parabolique
fractionnaire dgj ® C(r) contenanp ® C() ; elle s’écrit dong ;s ® C(r), avecs C J'.
A|n5| t' est uneC-SATDde g, avect’ ® C(r) centre dg ® C(¢) qui est un facteur de Levi
dep, ® C(r). D'aprés (2), il existe: € U, (Clt, 1)) tel queu(t) C u(t) = by c by.
Commel{;r C Uy, on ale résultat. O

2. Formes réelles
On rappelle que, depuis 1.11, I'algélgrest supposée affine.
2.1. Définitions et notations

On note Auk(g) le groupe des automorphismesglgui sont soitC-linéaires soisemi-
linéaires(ou antilinéaires, i.e¢ (Ax) = A¢ (x) pouri € C, etx € g). Le groupe Autg) est
distingué dans Aut(g) et d'indice 2. On appellsemi-involutiorde g un automorphisme
semi-linéaire d’ordre 2. Pour toute semi-involutieh on a la décomposition en produit
semi-direct

Autg(g) = {1, 0"} x Aut(g).

Si ¢’ est une semi-involution dg, I'algébre de Lie réellgr = g°’ est une forme réelle
deg, au sens ou I'application évidente gie ®r C dansg est un isomorphisme d’algébres
de Lie complexes; de plus; est la conjugaison dgpar rapport gr. On obtient ainsi une
correspondance bijective entre semi-involutions et formes réelles. La formerréetfiale
(ou déployégstandard est la sous-algebre de Lie réellgy@mgendrée par les, f;, o,
etd. La semi-involution correspondarig est lasemi-involution normale
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2.2. Structure déutg(g)

La semi-involution normaley, commute aw et Aut(A), elle normalise Infy) et
Tr(g, g’, ¢) mais ne commute pas avec eux. La décomposition suivante g€gse déduit
donc de celle de Agp) :

Autr(g) = ({10, )} x {1, 0} x Aut(A)) x (Ad(G.H) x Tr).

On note Ingr(g) = Ad(G.H) x Trle groupe des automorphismegresque intérieurs et
Extr(g) = {1,0,} x {1, 0} x Aut(A).

La classe de conjugaison d'un élémerde Aufg (g) détermine donc un élémegpi de
{1,0,}, un élémenp, de{1, w}, et une classe de conjugaisdrdans AutA). Ona¢; =1
(respectivemert;) si et seulement sp est linéaire (respectivement semi-linéaire).

On a¢2 = 1 (respectivemenb) si et seulement sp est de premiere (respectivement
seconde) espece, c’est a dire si et seulementtsansforme la sous-algebre de Borel-
Iwahori positive standarti™ en une conjuguée (p&t) deb™ (respectivement de la sous-
algébre de Borel-lwahori négative standarg. Si de plusp est linéaireg induit I'identité
(respectivement moins l'identité) spy ;- et le centre.

2.3. Automorphismes et application translation

L'algebre A associée a I'algébre affing contient «une application translatidfi»
unique au changemefit— a7 *1(aveca € C*) prés (cf. 1.10).

Pour une réalisatiog = [(g, 6, &,,), on aA = C[t™,t~™], et T est la multiplication
par:™. On voit alors facilement (cf. [23]) que :

G et Tr commutent &, donc a7 ;

w estC -linéaire sur, etwZTw 1=7"1.

Un élémentp = expir adh) € H (h € h) estC-linéaire surd, etpT ¢—L = W T oy
§ est la plus petite racine imaginaire positive(debh, I7).

La semi-involutiory, est antilinéaire su, eto, 7o, =7 ; dans laréalisation standard,
surg”, o, est la restriction de,’® conj, ols, est une semi-involution normale geet
conj(P(t)) = P(1)).

L'action de AufA) est A-linéaire, sauf dans le casg) ou l'automorphisme de
diagrammep; d'ordre 2 (unique a conjugaison pres) vérifie(P (1)x) = P(—t)p1(x)
(cf. [4] ou [5)]).

Lemme 2.4. Si ¢ est une semi-involution de seconde espécg etst une application
translation deg, on a¢p7¢~1 = a,7 1, aveca, € R*. Le signe dei, ne dépend pas de
7T et estun invariant par conjugaison gesousAut(g).

Démonstration. D'apres la relation d’'unicité d& (cf. Proposition 1.10), on a bien
¢T ¢~ = ayT*1, aveca, € C*. Si ¢ est de seconde espéce, on a, d’aprés 2.2 et 2.3,
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dTop L =apT™L et T = p(apT Dot = apopT L9~ 1 = Z—iT; donc ay = ay, et
ag c R*.

Onagp(bT)p~ L =bpTe™1 =bayT 1 = bbay(bT)™1, etp(T Nt = (ayT 1)1
= a¢jl(T*1)*l ; le signe dezg ne dépend donc pas du choix @ie

D’autre part, pourg € Autr(g), 7’ = g~ 17 ¢ est une autre application translation,
et on a donap(7")¢~t = a'y(7)7%, ou aj, est de méme signe que celui dg; par
conséquentgggHT (3¢~ 1g ) =g(@T'¢ Hg = aye(T) g~ =T+  doule
résultat. O

2.5. Semi-involutions de Cartan

La semi-involution de Cartan standatd de g est I'unique semi-involution dg telle
quew’(e;) = — f;, etw/(d) = —d. On adone’’ = wo, = o, w. Dans la réalisation standard
deg,  induit surg” la restriction de’"®(’, ouc’ est une semi-involution de Cartanglet
/(P(1)) = P(t~1). On appellesemi-involution de Carta¢SIC) de g tout conjugué de’;
c’est donc une semi-involution de seconde espéce. Dans [23], on caractérise comme suit
les semi-involutions de Cartan : une semi-involutidrde g est de Cartan si et seulement
si il existe une sous-algebre de Cartastable paw’, et une forme bilinéaire invariante
B fixée paro’ (i.e., B(o'x,0'y) = B(x, y), x, y € g) telles que la forme bilinéair®,,
définie parB,/(X,Y) = —B(X, oY), soit hermitienne non dégénérée et définie positive
sur la sommed g, des espaces radiciels correspondants. L'orthogonal, Bpurde g’
est le centre, et la forme hermitienne induite sgf = g’/ est définie positive [15, 11.7].
Ces semi-involutions sont aussi appeléesii-involutions compactes les formes réelles
correspondantes sont appelémses réelles compactdd’aprés ce que I'on vient de dire,
toute algébre de Kac—Moody affine a une forme compacte unique a conjugaison prés.

2.6. Formes réelles presque compactes

La forme réelle correspondant a une semi-involution de premiere es@te (
(respectivement de seconde espeB®)) est dite presque déployéérespectivement
presque compacteOn a classifié (a conjugaison prés) les formes presque déployées
dans [2]. On va classifier ici les formes presque compactes. Il s'agit donc de déterminer
les classes de conjugaison de semi-involutions de seconde espéece dafs.Aaprés
[23, 3.6], les classes de conjugaison®i2 sous Aufg) sont les mémes powy, ¢, g/
etg” =g¢g'/.. D'apres 2.2 ci-dessus, une telle classe de conjugaison détermine une unique
classe de conjugaison d’automorphisme de diagramme d’ordre 1 ou 2.

2.7. Involutions de Cartan
Soite’ uneSI2 deg, et soitgr = g°' la forme réelle presque compacte correspondante.
(1) uneSIC ¢’ qui commute &' est diteadaptéea o’ ou ggr. Linvolution o = 0’6’

(respectivement sa restrictiol} a gr Ouoy au= g% est diteinvolution de Cartan
deo’ (respectivement dgr ou deu). L'algébre de points fixeb= gf = gr Nu=u°
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est ditesous-algébre compacte maximale gg. On a aussi des décompositions de
Cartan (en sous-espaces propresilgr =€ @ p; u=£t @ ip. Ces décompositions
sont orthogonales pour la forme hermitieme de 2.5.

(2) Une sous-algebre de Cartrmle g est ditemaximalement compacte poaf (ou gr)
si elle est stable par’ et si—o’ stabilise une base dé(g, h).

Les deux propositions suivantes sont les résultats principaux de [23].

Proposition 2.8. Soito’ une SR deg, et soitgr = g° .

(i) Il existe des SI@’ adaptées &’ et des sous algebres de Cartarmaximalement
compactes pous’.

(ii) Pour toute sous-algebre de Cartgnmaximalement compacte podif, il existe une
SICH’ adaptée &’ qui stabilisel, et celle-ci est unique a un automorphisme presque
intérieur fixanth et commutant a’ pres.

(iii) Pour toute SI®’ adaptée &, il existe une sous-algebre de Cartan maximalement
compacte pour’ stable part’, et celle-ci est unique a un automorphisme presque
intérieur commutant &’ etd’pres.

Conséquenceles classes de conjugaison sousrdih® des sous algébres de Cartan
maximalement compactes poaf sont en bijection avec les classes de semi-involutions
de Cartan adaptéesd, avec les classes d'involutions de Cartarggeet avec les classes
de sous-algébres compactes maximaleggde

On va finalement montrer dans cet article gqu'il n'y a dans chaque cas qu’'une seule
. . !
classe de conjugaison sous AP .

Proposition 2.9. On considére

(1) les involutions de premiére espécegle

(2) les paires(a’, h) formées d’'une semi-involution de seconde espécqui n'est pas
de Cartan, et d'une sous-algébre de Cartan maximalement compacte-pour

(3) larelation (67, ) ~ o si et seulement s commute &', stabiliseh et est telle que
oa’ est une semi-involution de Cartan ge

Cette relation induit une bijection entre les classes de conjugafsons Inty(g) ou
Aut(g)) des involutions de premiére espéce et des pdired)).

Autrement dit, pour toute pair&’, ), il existe une involutiorr de premiére espéce
(unigue a conjugaison prées par un automorphisme stabiligagit commutant @) telle
que(o’, h) ~ o ; et pour toute involution de premiére espécel existe une pairdo’, h)
(unigue a conjugaison prés par un automorphisme commutanttalle que(o’, ) ~o.
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2.10. Classification

On connait la classification des involutions de premiére espeggcfe[4] ou [6] qui
corrige des erreurs de [19]) on en déduit donc la classification des pairés.

La liste de [6], reproduite dans le paragraphe 6, énumeére donc toutes les semi-
involutions de seconde espéce possibles des algebres de Kac—Moody affines (en dehors
desSIC qui forment une unique classe de conjugaison). On va montrer que deux semi-
involutions distinctes de cette liste ne sont pas conjuguées. Pour cela on a déja vu deux
invariants des classes de conjugaisonsStie: la classe de conjugaison associée dans
Aut(A) (2.3) et le signe qui apparait en conjugudht(2.4). On va voir maintenant
comment calculer ce signe.

2.11. Soients’ uneSI2 non de Cartan dg h une sous-algébre de Cartan maximalement
compacte pous’, eto I'involution de premiére espéce correspondant a la p@aifeh)
(cf. 2.8). En conjuguant par un automorphisme intérieur, on peut supposér egtela
sous-algébre de Cartan standard etque oo’ est la semi-involution de Cartan standard
de g. Il existe alors une base de racinBsde A = A(g, h) sur laquelles agit par un
automorphisme de diagrammed’ordre 1 ou 2 ; par conséquenmt,s’écrit sous la forme
o =pH,avecH =expiradh), ouh e hy ={x € b ;a(x) € Z, Va € A}. On peut écrire
h=nd+Hh, avecn € Z eth’ € hz Ng', et on peut supposer queest fixe paro (cf. [4]
ou [19]), donco = pH = Hp. En particulierg fixe le centre dgy, donco’(c) = —c, et le
centre dgyr estiRc.

Proposition 2.12. Avec les notations d2.11, on a:

(i) Sin est pair ouk = 2 (i.e., g est de typeAff2) alors l'involution intérieure H
respecte laZ-graduation deg = [(g, £, &) et commute a I'application translation
surg”. De plus, il existe une involution intérieuré deg commutant & et telle que
H=@E"H)®@1lsurl"(g,&, &) =g".

(i) Sin estimpair etk # 2, alors I'involution intérieureH induit surg” une application
A-semi-linéairg(par rapport & 'automorphisme® — —* de cette algébie

(iii) Tout automorphisme de diagramme gleest A-linéaire, sauf dans le cast(z}) ou
l'automorphisme de diagrammm (défini parp1(0) =0, et p1(i) =2/ —i + 1 pour
1< i < 20) estA-semi-linéaire(par rapport a 'automorphisme — —r de cette
algébre.

N.B. : On verra au paragraphe 3 que dans les cas (ii) (respectivement (iii)) I'involution
H (respectivement;) regardée sur la réalisatiofg x g, 6, ex), avecd (x, y) = (v, £(x)),
s’écrit sous la former ® 1, olic est une involution permutant les deux composantes
simples degy x g (cf. Proposition 3.4 et Théoréme 3.5).

Démonstration. Linvolution H fixe d et respecte donc |Z-graduation de(g, &, &x).
L'élémentd agit sur leg’-moduleg” et on a[d, 7] = k7, par consécc]uenHTH*l =
(=T . Dans le cag = 2, il est clair que expr ad(d) = £ ® 1. Soith Ig classe dé’
modulo le centre ; en identifiantavec un élément dg qu’on note encoré, et en notant
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H linvolution expim ad(fz) deg,onaexpradh’) = H®1:dou les assertions (i) et (ii).
L'assertion (iii) est un résultat de Bausch [4]0

2.13. Conséquence

On a vu en 2.11 que toute involution de premiére espéce s@cttoH avecH =
expim adh) eth e h?. Sih =nd + k', avecn € Z eth’ € hz Ng’, on pose = +1 sin est
pair ete = —1 sin est impair, sauf lorsqug est de typeﬁxg) etp # 1d, auquel cas on fait
la convention opposée.

Avec ces notations et pout =ow’, on acTo 1 =¢kT, et commew' T/t =71
(cf. 2.3) le signe de,’ (Lemme 2.4) est* (toujours égal & 1 si = 2).

Il se trouve que, d'aprés la liste de Bausch [B]gest toujours de I'une des deux formes
suivantes :

;=expiradp;) pour0< j </,

H=r1
H=1t;=expiradp;) pourl<;j<l.

Comme, d'apres 1.11(5p; = p; +a;d, on ar; = T; Sia; est pair etr; = o7, sinon. Il
est facile de calculer dans tous les cas; le résultat est indiqué dans la quatrieme colonne
du tableau du paragraphe 6.

N.B. : On utilisera aussi les automorphismes gleléfinis part; = expizad(p;),
1<j<n

2.14. Quotients simples ag

On considére toujours une algébre de Kac—Moody affinde type Aff k et une
réalisationg = [(g, 6, &,,), avecg une algébre de Lie simple.

D’apres la Proposition 1.10, I'algébee s’identifie aC[™, ~™] et I'on vient de voir
(modulo le changement d€) quecs’ (respectivemend) induit sur A I'automorphisme
involutif semi-linéaire (respectivement linéaire) tel quiér™) = o, (™) = ekt (respec-
tivemento (1) = ek1™). D’aprés [15, 8.6], tout idéal dg’ est de la form&yg”, ouZ est
un idéal deA. Un idéal degy, correspond a un idéal d¢' stable paw’, donc a un idéal
de A stable par;. On s'intéresse aux quotients simplegyde donc aux idéaux maximaux

deA, = A%, c’est & dire aux idéaux-stables maximaux d&.

Proposition 2.15. L’algébre de Liegy admet des quotients simples qui sont des algebres
de Lie pseudo-complexes isomorphes a

Sie =—1etk # 2, il n’y a pas d’autre quotient simple.

Sie =1 o0uk =2, les seuls autres quotients simples sont des formes réellgs de
associégavec les notations ci-desgusux idéaux deA engendrés parl — us™) pour
ueC,ul=1
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Remarques et définition.

(1) Une algebre de Lie réelle est dipseudo-complexsi elle posséde une structure
complexe, i.e., si elle est obtenue a partir d’'une algébre de Lie complexe par restriction
des scalaires.

(2) On verra au paragraphe 3 que dans le second cas (i#.=sil) tous les idéaux
maximaux dey” stables pas’ sont conjugués par un automorphismeggd®mmutant
aveco’ (cf. 3.10). On associe doncgd un unique quotient simpler qui estg si
ek = —1 et sinon une forme réelle de(que I'on calculera, a partir des résultats du
paragraphe 3, dans les tables du paragraphe 6).

(3) Si ¥ = —1, on considérera en 3.10 les quotients simples associés a des idéaux
engendrés pafl — u??"), avecu € C, |u| = 1; ce sont les seuls invariants a la fois
pourc’ eto.

Démonstration. Les idéaux’-stables maximaux d& sont de deux sortes :

— ceux engendrés pat — ur™) sio’ (1 — ut™) € C*t%(1 — ur™), avecu € C*;
— ceux engendrés pafl — ut™)o’ (1 — ut™) si o’ (1 — ut™) ¢ C*t%(1 — ur™), avec
u e C*.

Maiso’(1— ut™) = (1 — ekt ™) = —igekt " (1 — %ktm), donco’(1— ut™) € C*+%(1 —
ut™) si et seulement gi¢|2 = ¢*. Cela n’est possible que si = 1, et alors on au| = 1. Il
reste donc a voir la nature du quotient simgieDans le premier casg ® C estisomorphe
49"/ 1—umg- Mais, sia est une racine:’®™de 1, lhomomorphisme dg” dansg, qui
envoieX; ® t/, avecX; € g;, sure’ X j, est surjectif de noya(l — uz™)g”. Ainsi sg ® C
est isomorphe 8, etsg est une forme réelle de

Dans le second casg ® C est isomorphe &"/(1—um)1—vim)g7, avecu # v. Mais
on a un isomorphisme d'algébres associatives\dg_,,;1—,m) sur I'algébre produit
A/@a—umy x A/@—ymy, d’'ou un isomorphisme d'algebres de Lie de® C sur l'algebre
de Lie produit(g”/a—umg”) x (8" /1—vmygr), €t donc aussi suf x g. L'algébre de Lie
réelle simplesg, telle quesg ® C ~ g x g, est pseudo-complexe isomorphg.a O

3. Réalisations adaptées
3.1. Automorphismes d’ordre fini et de premiére espéce

Soito un automorphisme de premiére especg dérdres. D’aprés Levstein [19]y
stabilise une pairgh, b;) formée d’'une sous-algébre de Cartaet d'une sous-algébre
de Borel-lwahori positivé_ ;. contenant). Ainsi h est une sous-algebre de Cartartle
et deux telles sous algébres de Cartan (ditesimalement fixégsont conjuguées par
un automorphisme intérieur gecommutant avee (cf. [23] ou [18]). Quitte a changer
l'identification deg a sa réalisation standard, on peut supposer(gue;) est la paire
standard.
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Proposition 3.2. Soito un automorphisme d’ordre fini et de premiére espéceg @¢h
une sous-algébre de Cartan maximalement fixée poators il existe une réalisation de
g sur laquelles préserve ld-graduation et pour laquellg est la sous-algebre de Cartan
standard.

N.B. : Une telle réalisation sera dipgesque adaptéea (o, h).

Démonstration. On regarder sur la réalisation standard geComme il est de premiéere
espece, il induit I'identité sur le centféc de g et surg/, (identifiee avedCd), cf. [23,
Lemme 2.8]; par conséquent, il exigtec h N g’ tel queo (d) =d + 1’ (carh esto-stable
eth contientd). Lautomorphismer est d’ordres, et la relation §*(d) = d) équivaut a la
relation suivante :

W+o(l)+--+o 1) =0. 1)

Compte tenu de la relation (19, fixe sd + Zf;g(s —i—Dol (k). Commed est & valeurs
propres entieres (via la représentation adjointe) il en est de méme pduet 2’ et donc
pourh := Zf;g(s — i — 1ol (h'). Laction adjointe deh ne dépend que de la claske
deh dans(h N g')/c. (identifiée a une sous-algébre de Cartar(g)é := la sous-algébre
de points fixes dé). Soientsy, une racines®™e de gy, et H := exp(zsi—,fadh). On pose
0:=&H,m:=sk, ete,, := &y

D’aprés la Proposition 1.8, la réalisatio@, 6, ,,) := (@/Ez(ﬁj RtH))eCCadCD
estisomorphe a la réalisation standargigavec la méme sous-algébre de Cartan standard.
En tenant compte du fait quefixe sd + k, on s’apercoit que I'automorphismaeregardé
sur la réalisatiori(g, 6, ¢,,) fixe D modulo le centre ; comme par ailleurs il fixe le centre
et est d’ordre fini, il fixeD et donc il respecte |&-graduation. O

Proposition 3.3. Soitl(g, 6o, £,,) une réalisation dey, ou g est une algebre de Lie simple
sur C, g est un automorphisme ded’ordre divisantm, ete,, = ¢2™/™. Soientn € N*,
n une racinen'®™edes,,, etd, 'automorphisme deg)” défini par

Qn(xla -x21 .. ':xn) = (-x21 -x37 . "7xn190(-xl))1 -xl eﬁv i = 17 21 .. '7n'

On note(.,.) [respectivement., .),] la forme de Killing deg [respectivementg)”],
.9 I'algébre réductive-affine associée au triplgg)”, 6,, 1) ; cn, dn, ng”, ng* €t 7T, les
éléments, sous-quotients ou application relatifg@nalogues &, d, g, g* etT pouryg.
Alors 'applicationg, : g — , g définie par:
én(x ®tj) =(x,n/x,..., n("fl)jx) 1/,
¢n(c) =ncy,

¢n(d) = dn

est un isomorphisme d’algebres de Lie, et an;ﬁ@T"qbn—l =7,.
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Cet isomorphisme induit un isomorphisme entre les sous-algébres de Cartan standard
deget,g.

Démonstration. Pourj € Z, on pose :(E;)’} ={x € (§)"; 6,(x) = n/x}. De la définition
deé,, on déduit :

(E;)’;:{(x,r}jx,nzjx,...,r)(”fl)jx); xeﬁj} ()

oug; ={(x €d; fo(x) = (em)/x}; par conséquendy, est bien définie. Il est clair qug,
est bijective, vérifiep, 7" ¢, L = 7,, et envoie la sous-algébre de Cartan standangisie
celle de, g. Il reste donc a montrer qug, est un homomorphisme d’algebres de Lie.
Soit (x,y) € 6 x §; (i.j € Z), et posonse = [x, y], X, = (x,n'x, ..., n" D),
Yo=(,nly,....n0Viy) etz, =z, n'z, ..., n"Di+)z) alorsona:
(i) on([x@t', y®t]) =z @1 +i8i_j(x, y)c)
=Z, @1 +i8i _j(x,y)(n.cy) (1)

et d’autre part,

[n(x @), ou(y®1))]=[Xa @1, Y, @1/]
=Zn @1t +i8i,—j(Xn, Yn)n-cn (2)

commes; _;(X,, Yn)n =né; —j(x,y), on al'égalité entrgl) et (2). De méme
(ii) ton([d.x@1'])=ign(x @) =iX, ®1, 1)
[¢n(d)’¢n(x®ti)]=[dn’Xn®ti]Zan@ti (2/)

d’'ouI'égalité entrg 1) et (2'), et par conséquers}, est un homomorphisme d’algebres
delLie. O

Proposition 3.4. Soit ¢ un automorphisme d’ordre fini et de premiére espécegde
(respectivement étune sous-algébre de Cartan maximalement fixéepaalors il existe
une réalisation dgy sur laquellec respecte laZ-graduation et commute a I'application
translation(respectivement et pour laquelieest la sous-algebre de Cartan standprd

Définition. Une telle réalisation sera digelaptéea o (respectivement éo, b)).
Au paragraphe 6, on donne la liste des involutions de premiére espéce et une réalisation
adaptée pour chacune de ces involutions.

Démonstration. Soit

(8. B0, &m) = (EB(E;, ® tf')) ® Cea Cd

JEZ
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une réalisation presque adaptée glécf. Proposition 3.2) et soif son application
translation. On regarde sur cette réalisation. L'applicatiarZ o~ est un automorphisme
de g’-module deg”. Commeg est simple, alorgld — 7)g” est un idéal maximal dg”,
etdonc(ld — o 7o ~1)g” I'est aussi. Par conséquent, il exigte a) € {—1, 1} x C tel que
oTo~1=aT" (cf. Proposition 1.10). Comme est de premiére espéce et d'ordren a
nécessairement= 1 (cf. [24]) eta® = 1. Soitn le plus petit entier tel que"” = 1. D’apres

la Proposition 3.3, et en conservant les mémes notations, I'automorphjsegardé sur la
réalisation associée au coupl@)”, 8,,), respecte la graduation et commute a I'application
translation. O

Théoréeme 3.5. Soito un automorphisme d’'ordre fini et de premiére especg,daors
il existe une réalisationi(3, 0, ¢,,) de g adaptée & (ol 5 est une algébre de Lie semi-
simple complexe) un automorphisme, d’ordrer, permutant les facteurs simples éleet
&, = eZin/m)
m= .
De plus, pour toute réalisatiof(s, 8, ¢,,) adaptée &, il existe un automorphisme,
d’ordre s, des qui commute & et tel queo soit égal a5 ® 1 sur cette réalisation.

Démonstration. D’aprés la Proposition 3.4, il existe une réalisation adaptée sur
laquelleo fixe le sous-espacEc & Cd et commute a I'application translation. Pour une
telle réalisation adaptée, induit, par passage au quotient, un automorphismee %
d’ordres = |o|. Lautomorphisme respecte |4Z/mZ)-graduation dé, il commute donc
aé, eton a nécessairement=c ® 1. O

Corollaire 3.6. Soite un automorphisme d’ordre fini et de premiére espéecg dalors

il existe une réalisatiori(g, 0, ¢,,) de g (avecg une algébre de Lie simple complgxe
un automorphisme d’ordre fink de g commutant &, et e e C* d’ordre fini tels que
o =6 @y, surla réalisationl((§, 0, ¢,,), avecy, (P(1)) = P(e11).

Démonstration. D’'aprés la Proposition 3.2, il existe une réalisatiof, 6, ¢,,) (avecg
une algébre de Lie simple) sur laqueliefixe I'élément de graduatiod (c’est donc
une réalisation presque adaptédoabh) pour une certain6SACH de g contenantd).
Soit 7 l'application translation de cette réalisation. Il existes C* d’ordre fini tel
quesT o1 =yT. Ainsi, lautomorphismé := o exq—n’—;argn) ad(d)] est d’ordre fini,
fixe d et commute & . D’aprés le Théoréme 3.5, est de la former ‘® 1. Ainsi, on
ao = &ean’—'larg(e) add)], et par conséquent(x ® P(1)) = &(x) ® P(e 1), avec
" =n~1. Dol le résultat. O

Corollaire 3.7. Soitg une algébre de Kac—Moody affine, et spitin automorphisme de
g d’ordre fini et de premiére espéce. Alors la sous-algégjSreles points fixes dg souso
est une algébre réductive-affine.

Remarque. On obtient ainsi assez facilement et d’'une maniéere plus précise I'un des
résultats les plus techniques de [4].
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Démonstration. D’aprés le Théoréme 3.5, il existe une algébre de Lie semi-signpte
deux automorphismes d’ordre fimy et& qui commutent entre eux tels qus, 6, ej9)) soit
une réalisation adaptée gesur laqueller agit commerg ® 1. Ainsi (5)°° est une algébre
de Lie réductive, et on g° = [((5)7°, 0, gp)) ; d’0Ul le résultat. O

3.8. Reéalisation adaptée a une semi-involution de deuxiéme espéce

Soientg une algébre de Kac—Moody affing, une semi-involution de deuxieme espéce
deg, b une sous-algebre de Cartan maximalement compactesppets I'involution de
premiére espece dgeassociée a la pair@’, h) [cf. Proposition 2.9].

Proposition 3.9. Dans ces conditions, il existe une réalisati¢h 6, ¢,,) adaptée &0, b)
qui vérifie de plus

(i) Il existe une involutio et une semi-involutiod’ des commutant & et telles que
&6’ estune semi-involution de Cartanéler =6 ® 1 eto’ =&’ ®// sur la réalisation
(8,0, em); enfing’(c) = —c eto’(d) = —d.

(i) Notons T [lapplication translation de la réalisationi(s, 6, ¢,,), alors o et o’
stabilisent I'idéal (Id — 7)g” de g” et induisent respectivement, par passage au
quotient, I'involutions et la semi-involutiow’ deg”/(4—7)q~ identifiée aveé.

(i) Soitgy, (respectivementr) la forme réelle dey” (respectivement) associée &'
(respectivement’). Alors 8g s’identifie naturellement T@{é/((ldfﬂg/,)a/ et sitg est
une SATDM dgg, on a:

dim(tr) < inf(rangsg), rangg"”)).

N.B. : Une réalisation adaptée(a, h) vérifiant les conditions du (i) est ditdaptéea
(o/, 0, ). Plus généralement, une réalisation est ditaptéea o’ (respectivements’, b))
si elle est adaptée(@’, o, h) pour un certain choix dé, h) (respectivement dg).

Démonstration. On choisit une réalisation adaptéda b)) (cf. Proposition 3.4). Alors
h=h @ Cc @ Cd est maximalement fixée par, donc pour un choix de I'épinglage
(5, (ei, fi)ier), la semi-involution de Cartan standagd commute ao. Ainsi, d’aprés
la Proposition 2.9, il existe un automorphismge commutant ac et stabilisanth
tel que o’ = ¢(ocw)¢~L. En modifiant l'identification deg a [(3,6,,), on peut
supposels’ = o’ sans changer les autres propriétés. Ainsi, I'assertion (i) résulte du
Théoréme 3.5 et de la description dé en 2.5. Comme (ii) est immédiat, il reste a
montrer (iii).

Soitmg la projection canonique s@f'/ 14—7) 4. On amo(gy) = sg. Larestriction derg
a la sous-algébre de Cartan standarg’tiest injective ; comm@& est un automorphisme
deg’-module, et d’apres le théoréme de conjugaison des sous-algébres de Cartan (cf. [20]),
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7o est injective sur toute sous-algeébre de Cartarg/geet en particulier sur IeSATDM
degp. Limage parmo d’'une SATDde gy, de dimensiori(< rangg”)), est uneSATDde
sr de méme dimension ; d’'oul le résultat

Remarque. Dans la démonstration de I'assertion (i) de la Proposition 3.9, on peut
considérer (au lieu d’'une réalisation adaptée) une réalisation presque addptép a
(cf. 3.2); grace au Corollaire 3.6, le résultat de (i) reste valable a condition de remplacer
par:, ;= o y,, avece = £1, et on définit alors de la méme fagon une réalisgpi@sque
adaptéed (o', o, h). Ceci a 'avantage de pouvoir se limiter a des réalisaticng, ¢,,,) de

g avecs une algébre de Lie simple complexe.

Proposition 3.10. Considérons plus précisément la réalisatioh 6, ¢,,) de g construite
au long des numéro3.1 a 3.7 a partir de o, o/, b et la réalisation standard(g, £, ;)
deg; alors, avec les notations @214 et2.15 :

— siek = —1, § est'algébre semi-simple compleke §, et est 'algébre de Lie réelle
simple pseudo-complexe

— sigk =1, 5 =g, etlaforme réellér deg est, & isomorphisme prés, I'unique quotient
absolument simple dg; .

Démonstration. L'identification des ag oug x g résulte des démonstrations de 3.1 4 3.7.
Siek = —1, laforme réellér de§ x § est soit pseudo-complexe égalg soit produit
de deux formes réelles de Or on a vu en 2.15 que dans ce gdsn’a pas de quotient
absolument simple, donc seul le premier cas peut se produire.
Siek = 1, alorséy est la forme réelle d&= § quotient deyy, par lidéal((1—1")g")° .
Tout quotient absolument simple dg est, d’aprés 2.15, quotient dg;, par l'ideal
(1 —ur™g")°', avec|u| = 1. D’aprés 2.3, cet idéal est conjugué @& — r™)g”)° par
¢ = expnilargu) ad(d) qui est un automorphisme commutant'aonc stabilisangy. O

Proposition 3.11. Soiento; et o, deux semi-involutions de deuxieme espécg dei
sontAut(g’)-conjuguées. On suppose qu'il existe une réalisatiérp, ¢,,) de g qui soit
adaptée aux deux semi-involutions & la foiors o; et o} induisent surs deux formes
réelles isomorphes.

Démonstration. On a Autg) = ({1, w} x Aut(A)) x Ad(H x G) ; Ad(H) = Ad(H) x E,
ol H C G et E est le sous-groupe a un paraméergp adid) ; A € C}, d étant I'élément
de graduation de la réalisatidrs, 6, ¢,,) ; on note7 I'application translation de cette
réalisation.

SoientE; :={expadird) ; A e R} etE, :={expadid) ;A e R};onaE =E; x E,.

Les semi-involutionsr; et o, fixent I'élément id deg, elles commutent donc &; ;
comme elles transforment toutes defixen 71, elles ne peuvent étre conjuguées par
un élément de Auf’) dont la composante suivaifi, est non triviale (cf. 2.3); par
conséquent, on peut supposer gteet o, sont conjuguées par le sous-groufie=
({1, o} x Aut(A)) x Ad(G). Par ailleurs, le sous-groupe de Auf(g’) stabilise I'idéal
(Id — 7)g” de g” et induit par passage au quotient un sous-groupe d’automorphismes
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de 5, sauf peut-étre dans le cas eté}) et 5 est simple ou il existe un automorphisme
de diagramme dg qui transforme(ld — 7)g” en (Id + 7)g”. Mais quitte a considérer
la réalisation(($ x 5,0, /em), avech (x, y) = (y,6(x)) (qui est également adaptéers

i = 1,2) on peut supposer que Aub) stabilise(ld — 7)g” quel que soit le type dg;
dans ce cas les deux semi-involutians i = 1,2, induisent sué deux formes réelles
isomorphes; d’'ou le résultat.c

Remarques 3.12.

(1) La réciproque de la Proposition 3.11 est fausse; en effet, g)eum(ll), o] =o'ty
et o, = po' (voir les tables du paragraphe 6 pour les notations) la réalisation
[(sI2(C), 71, —1) de g est adaptée aux deux semi-involutions. Aiasiet o, ne sont
pas Autg’)-conjuguées et elles induisent toutes les deux la forme réelle déployée de
5l2(C).

(2) Soiento; eto, deux semi-involutions de deuxieme espécgydpii correspondent a
deux involutions de premiere espéce de la liste de [6], reproduite au paragraphe 6,
qui induisent le méme automorphisme de diagramme et qui correspondent au méme
signee¢. Soientd I'élément de graduation de la réalisation standardyds 7 son
application translation. Alors on & (d) = 0,(d) eto;To; = 0,7 0,. En particulier,
une réalisation dgy qui est adaptée a&; est également adaptéeog, et on peut
appliquer la Proposition 3.11 pour tester si elles peuvent étre conjuguées. Ce méme
test peut se déduire de la Proposition 3.10.

4. Rang relatif
4.1. Situation

On considére une forme réelle presque compggtee I'algebre de Kac—Moody affine
g et on reprend les conventions et les notations de 2.7 et 2.11; en particubst la
semi-involution de seconde espéce associge a

Lemme 4.2.

(1) UneR-SATDtgr de gr est contenue dans une sous-algébre de Caljtale g stable
paro’.

(2) Sih est une sous-algébre de Cartan glestable pars’, alors I'action deo’ sur le
systéme de racined(g, h) transforme toute racine imaginaire en son opposée. On
peut supposer de plus ggeest stable par une involution de Cartan de gr, et alors
o1 fixe toutes les racines imaginaires.

N.B. : Dans les conditions de (2hr = h°  est une sous-algébre de Cartangie
(cf. 1.15.1). Shr contientunéR-SATDMdegr, on dit qu’elle estnaximalement déployée
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Démonstration. (1) On considere le groupg = expadtg) x {1, o’} d’automorphismes
de g. D'aprés [23, Théoréme 3.8] voir aussi [19, Ill, 1.1], il existe une sous-algébre
de Cartanh de g stable parl". Ainsi h est stable par I'action adjointe dg ; elle est
donc somme de ses composantes homogenes pour cette actiorf) Estielle-méme
C-diagonalisable pour ad, elle est donc contenue dans le centralisatetr dédors
b+ tr ® C estC-diagonalisable, et par maximalité 8gour cette propriété, onta C b.

(2) o’ agit sur A(g, h) et préserve 'ensemble des racines imaginait&® = Z*3.
Commeos’ est une semi-involution de seconde espéce, 6f(® = —§. Soitw] uneSIC
stabilisanth ; la possibilit¢ de modifiew] de fagon quev; commute &’ est prouvée en
[23, 4.5], voir aussi [13, 111.7.1]. On pose alasg = o'w; ; commew] = —Id surA, on a
or=IdsurA™ 0o

Lemme 4.3. SoitX € gg, les conditions suivantes sont équivalentes

(i) X est diagonalisable pour la représentation adjointe dgns
(i) X estdiagonalisable pour la représentation adjointe dafs
(iii) X est diagonalisable pour la représentation adjointe dgfis= gi, /iR

Sous ces conditions est contenu dangs.
Remarque.D’aprés [20, Corollaire 9], les assertions €lisont aussi équivalentes.

Démonstration. Il est clair que (i)= (i) = (iii) et il suffit de montrer que (iii)= (i).
Si X est diagonalisable pouf, il estC-diagonalisable poug d’apres la remarque. Mais
ad(X) annule le centréRc de gr et envoieg dansg’, donc les valeurs propres sgisont
réelles, etX estR-diagonalisable.

Soith une sous-algeébre de Cartafistable dgy contenaniX (cf. Lemme 4.2). Sb est
la plus petite racine imaginaire positive dég, ), on ac’(8) = —6. Commeos’(X) = X,
onas(X)=38(c"(X)=0'8)(X)=-8(X)=0,etXeg. O

Lemme 4.4. Avec les notations d27 on a:

(1) les elémentsad;-diagonalisables dé ont des valeurs propres imaginaires pures et
sont contenus dans le centre si ces valeurs propres sont nulles

(2) les élémentad;-diagonalisables et non nuls geont des valeurs propres réelles non

toutes nulles.

Remarque. Contrairement au cas classique, un élémenttdeu p n'est pas ag-
diagonalisable en général (cf. 4.9.3).

Démonstration. La forme hermitiennes,,, est définie positive suy” = g’/c. (cf. 2.5).
(1) Soit X un elément agldiagonalisable dé, on a deux cas :

(i) Si X €iRRc, alors adX) =0, et le résultat est trivial.
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(i) Si X ¢ iRc, alors il existe une sous-algébre de Cafjate g contenantX et vérifiant
g = b + ¢g. Par conséquent &&) induit sur g’ un homomorphisme non trivial,
diagonalisable et antihermitien. En particulier(®d a toutes ses valeurs propres
imaginaires pures et I'une d’entre elles est non nulle. D’ou I'assertion (1).

(2) Soit X un élément agldiagonalisable non nul dg, alors adX) induit surg” un
homomorphisme non trivial (cgr ne rencontre pas le centre) et autoadjoint par rapport
a B, ; par suiteX agit surg” avec des valeurs propres réelles non toutes nulles. D’ou
l'assertion (2) grace au Lemme 4.3

Proposition 4.5. Les R-SATDM (respectivemenR-SATDMo -stable$ de gr (ou gj)
sont contenues das, et sont en bijection avec |&SATDM(respectivemeriR-SATDM
o-stable$ degy = g /ire-

LesR-SATDMo -stables dgig sont contenues dampsd i Re.

TouteR-SATDM degr (ou g) est stable par une involution de Cartan.

Démonstration. Cela résulte aussitot des Lemmes 4.2, 4.3 et 4.4..Sl; — g est la
projection canonique, les bijections inverses eRH8ATDMsont données par— x(t) et
' — 771(t”). UneR-SATDMtg degr est contenue dans une sous-algébre de Cggtan
degr (cf. Lemme 4.2). D'aprés le méme lemme, il existe une involution de Cértiayr
qui stabilisehr. D'apres le Lemme 4.4—0) fixe tg modulo le centre. D'ou la derniere
assertion. O

4.6. On reprend les notations de 1.12, et on considére une semi-involutioe g
commutant ave@, ete € {—1, +1}. On définit une semi-involution de seconde espéce
o’ deg” paro’(X @ P(t)) =6'(X) ® P(er~1). D’aprés la remarque de la Proposition 3.9,
toute semi-involution de seconde espécg’tipeut s’écrire ainsi. On étend par cette méme
formules’ ag ®c C(t), onaalors’ =6’ ® i, avecd, f (1) = f(st™).

On considere le groupe produit = I x {1, .} >~ (Z/nz) x (Z/2z7), C'est le groupe de
Galois deC(r)/C(1)", avecC(t)!" = C(t™)% =: K,. Ce groupd™ agit surg = §®c C(¢)
en stabilisanf ®c C[r, 111, avec pour points fixe§ ®c Clr, r )" = (g")7 = g, et
(@)F’ = (gK)"/ = gk, . L'action des’ sur gk est canoniquement associée a l'actiorvde
surg”, doncgg, ne dépend que dsg;.

OnnoteA, = K, NC[t, 1 = (C[+, t 1T,

Théoreme 4.7. Sitg est uneR-SATDM de la forme réelle presque compagite alors
tr ®r K, est undk,-SATDM de I'algébre de Lie simplgk, surk..

De plus, toute sous-algebre parabolique fractionnaire minimalgyge contient une
K¢-SATDM de la former Qg K, avectg uneR-SATDM degy,.

Démonstration. (a) Soittg uneR-SATDdegy. Alors tg ®r K. est unek,-SATDdegg, .

Soit ¥ uneK.-SATDMde gk, contenantr ®r K, et une sous algébre parabolique
minimale degg, contenanf. On va montrer qu'il existe unR-SATDt;, de gy, telle que
dimg(tp) = dimg, (%) et tg C t; C PB. Ceci permet de montrer les deux assertions du
théoréme.
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(b) D’aprés la Proposition 1.18, grace a une conjugaison par un élémgater 1),
on peut supposer la sous-algetexk, C(r) standard, c’est-a-dire (avec les notations
de 1.19)P ®xk, C(1) = p @ C(1).

Aprés ce changement, I'action d& est inconnue a ceci pres qu'il fixg et stabilise
p ® C(r). La sous-algébre:= tg ® C deg” est uneC-SATDdeg” ® C[z, 1] contenue
dansp ® C[z, 71 =g ®Clt, 1 1INp @ C(r), ett® C(t) C T ®x, C(r) est contenue dans
un centre de Levi de ® C(r). D’aprés la Proposition 1.20, quitte & conjuguer, on peut
supposer quec bJ

(c) On veut montrer qu'il existe € U(C[z, 1)) tel quev(hj) soit stable par™’ et
contiennet. On remarque d’abord JAue(Clz, 1~ In =g, =1 NUC@)), est stable
parl”’.Siy eF’,y(h,)est commd;aj uneSATDdeg ® Cl[z, 1] telle quey(hj)@)(C(t)
est le centre d’un facteur de Levi g?;e@ C(t). D'apres la Proposmon 1.20, il existe un
uniqueu, € U(C[t,t71]) tel quey(hy) =u 1(h1) On a alorsu_* iy ) =y'ybhy) =

y (u;l)uy, (6, donc par unicité
uyry =uyy'(uy), Vy,y eI’

Ainsi u, est un 1-cocycle danig(C[z,+~1]). MaisVy e I, u;l(éj) = y(h,) contient
y(©) = t; donct C iy N u;l(éj). Sil'on écritu;l comme I'exponentielle d’un élément
X et ® C[t, 1] on voit facilement queél n’a pas de composantes sur les racinéslles
quew(t) # 0. Le 1-cocycler, prend donc ses valeurs daneC[z, t~11), oV est le groupe
engendré par exp,) poura € AT\ NJ, a(t) =0

On consideére la filtration d&f par la suite centrale descendant®’ ; les quotients
U™ ;U sont des groupes commutatifs isomorphes a la somme directe de cggtains
Les groupeg/™ (C(r)) sont stables paF’ ainsi que les groupe@&(™ N V)(C[z, r~1]).
On obtient ainsi une filtration d®(C[z,+~1]) stable parl”’ et telle que les quotients
soient isomorphes &C[z, 1)V (donc soient des groupes commutatifs divisibles par
[I'']). D'apres [28, VII annexe et VIII, paragraphe 2, Corollaire 1], le 1-cocygleest
un 1-cobord d’umv € V(C[z, ¢~ 1)), c'est & direu, = v"1y(v). On a doncy (v(h,)) =
y u;L(hy) = v(hs). Commey fixe t, on at C v(h,).

(d) En reconjuguant par, on peut supposerc 5, etF)j ® C(r) stable par™.

Soit ¥’ le centre du centralisate@rde ¥ dansgg, . Par construction dg8, 3 ®x, C(r)
est un facteur de Levi d§8 ®k, C(z). D aprées la Proposmon 1.20, il existe un unique
u € U(C(r)) tel queu(T @k, C@t)) = bJ ®k, C(r). Mais bJ ® C(r) etT' @ C(r) sont
tous les deux stables par, donc, par unicitéy est fixe pa™ [i.e.,u € Uucw ]. Ainsi
u(%) estuneék,-SATDMdegg, contenue dans; @ C(¢). En particuliery (%) ®x, C(r) est
un sous-espace vectoriel ée@@(r) défini par des equations qui sont des combinaisons
linéaires a coefficients darsdes restrictions des racmesba@ C(r). Soitt' le C-sous-
espace vectoriel d&, vérifiant les mémes équations; alet®c C(r) = u(‘I) ®k, C@).
En particulier, dinx(t') = dimg, (T). Commeu (%) est la partie déployée dé] QC)HT
(qui contienttg) on atg C t'. Maist' = {X € u(%) ®k, C(¢) ; ad(X) a des valeurs propres
dansC} est stable paf™’. On notet}, = @) PourX e t,, ad X) a ses valeurs propres
dansCNK, =R, donct, est uneR-SATDde gy, qui contientty.
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Il reste a voir quet, ®r C = t'. Pour cela il suffit de montrer que est fixe (point
par point) parI". Soit t’j 'espace propre des,, danst associé a la valeur propre

(em)?. ON at' = P 5¢; etu(D) @k, C™) = WD) &k, CO)" = ¢ ®c C1)" =

@;’:01 [ ® t=IC(™). Pourj # 0, soitX € t® =/ C(@™), alors adX) a ses valeurs
propres [pour la représentation adjointe dgn® C(¢)] contenues dans~/C(t");

mais X € u(%) ®k, C(#™), donc ces valeurs propres sont dang&™). Ainsi, toutes
les valeurs propres de @) sont nulles, et commg est simple,X = 0 : On a bien

t=t, O
4.8. Conséquences

Toutes leR-SATDMde gy ont méme dimension. Cette dimension estleg relatifde
gk, surk,, onl'appelle aussi le rang relatif @¢ surR ; c’est un invariant dgy, (vis-a-vis
des isomorphismes).

De méme, a ldK.-algébre de Lie simplgk, est associé son indice (cf. Tits [30]
ou [2,2.5]) que l'on calcule avec une pail&,‘P) d'une K.-SATDM T de gg,
contenue dans une sous-algebre parabolique fractionnaire mirfifndiegy, . D'apres
la Proposition 4.7, cet indice peut donc se calculer a partir dRHSATDMtR de gy, (et
d’'une sous-algebre parabolique fractionnaire minimale la contenant) et c’est un invariant
degr,.

C[Ré)mme on va le voir dans le paragraphe 7, cet indice ne peut cependant caragtériser
aisomorphisme prés. En effet, méme si les espaces radicig|s a@esociés &g sont sur
un certain anneauy(;) des modules sans torsion de rang fini et si ce rang peut se déduire
de l'indice, il y a encore plusieurs classes d’isomorphismes possibles pour ces modules
(libres, non libres).

4.9. Contre-exemple

On considérg = sl>(C), g = (g, Id, 1) (de typeA(ll)), e =1, ets’ la semi-involution
normale dej : (§)¢ = sb(R).

On note A = C[r,r71], K = C(r), K, le sous corps d& formé des points fixes
de la semi-involution, : P(¢) — Pet™1), et A, = ANK,. On a alorsg” = sly(A) et
on considére la forme réellg(ﬂg{!g = slp(A,) de g” associée & la semi-involutios) =
o' L.

On varegarder IeR-SATDMdegy, , et montrer que pour = —1 elles sont conjuguées
parSly(A;) = Sly(A)%, et gu’elles ne le sont pas poue 1.

Lemme 4.9.1. L'anneau quotientd, = R[X, Y1/ (x24v2_a¢) (avec X =1 + et 1 et
Y = i(r — er~1)) est unitaire, intégre et noethérierl est principal si et seulement si
e=-1

Démonstration. La vérification des premiéres assertions est simple. Montrons la derniére.
Un idéalZ de A, détermine un idéal -stableZc de I'anneau principaC[z, t~1]. Soit
P un générateur déc.
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Poure = —1, 'ensembleP = {(t — z), —(t 1 +2): ze C,Im(z) >0 ouz e R% } est
un systéme de représentants des éléments premiet§sde 1], modulo les éléments
inversibles, qui est stable pgr. On peut supposer que est un produit d’éléments de
P, et comma,(P)/P estinversible, on a en fait(P) = P, et doncP est un générateur
deZ.

Poure = 1, on n’a pas de tel systérfie En fait, six, y € R vérifientx2+ y2 = 4, 'idéal
(X —x,Y —y)deA, n'est pas principal, car aucun générateur de I'idéal correspondant de
C[t,t~1] nest fixe pan,. O

Proposition 4.9.2. Le groupe Sk(A,.) est transitif sur les SATDM de l'algebre de Lie
réellesl>(A;) si et seulement si, est principal.

ConséquenceD’aprés le Lemme 4.9.1, il y a donc transitivité poue= —1 et non
transitivité poure = 1.

Démonstration. (1) La sous-algeébre de Cartan standggdle slo(R) est uneR-SATDM
de sla(A,) ; donc touteR-SATDMb de slz(A,) est de dimension 1 sUR, et donc une
sous-algébre de Cartan d&(A.). Si h est une telleR-SATDM alors h Qg K. est
une sous-algeébre de Cartan déployée (i.e., aussKyr@ATDM desla(K,) considérée
commelK,-algébre de Lie; cette sous-algébre de Cartan détermine un unique couple
{87, B~} de sous-algébres de Borel fractionnaires (par rappEit)ade sl>(K,) tel que
BT NB~ =h g K. De plus, le groupe de WeW deslz(K,) par rapport &o ®r Ke
admet des représentants d@is(R) c Slp(A.) qui échange les deux sous-algébres de
Borel %5“ et B, associées §o. Ainsi, si b est conjuguée §o par SLp(A,), alors les
paires{®BT, B~} et{B}, B, } sont conjuguées p&lo(A,).

(2) D'aprés le Théoreme 4.7, toute sous-algebre de Borel Kshirde slo(K,) est
associée, comme au (1), a URESATDMdeslz(A,). Donc siSLe(A,) est transitif sur les
SATDMdesla(A,), alorsSLy(A,) est transitif sur les sous-algebres de Boredldék,) et
donc, d’'apres le Lemme 1.1%&, est principal.

(3) Supposons qué. est principal. Soity une R-SATDMde sl2(A;) qui détermine
deux sous-algébres de Bor8i™ et B~ de sl2(K.) et montrons que) est conjuguée
a ho par Slp(A,). D’'apres le Lemme 1.17, on peut supposer g8ié = ‘Bg. Mais
h ®r K. est une sous-algébre de Cartans@igK,) contenue dan® ; il existe donc
u= ((1)01) € SL(K,) tel queu(hy ®r Ko)u~t =bh ®r K,. Mais les éléments dgg
(respectivemenb) sont les éléments digp ®r K. (respectivement g K.) dont les
valeurs propres pour la représentation adjointe sont @a(s. Proposition 1.15); par
conséquenthou ! = b C sla(A,). En particulieru(§ © )u=t = (1 72*) e sla(A,), donc

0-1 0 -1
a € A, etu € Slp(A,). Donch est conjuguée B parSle(A,). O

Remarque 4.9.3.Avec les notations de 4.9, l'algebre de Lie réelle :

R, =5l2(A:) ®iRc ®iRd
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est une forme réelle presque compactgideto = zzng (n € {0, 1}, /™" = ¢) en est une
involution de Cartan. La décomposition de Cartan correspondgide= ¢ @ p est telle
que

fez{<_°P g) : PEAS}@iRc@iRd

et

_r 0.
P—{(Q _P>,P,QEA€}.

Les deux sous-algébreésg eta, suivantes :

0 Py -1 .
tooz{(_P O),PeR[f—i—st ]}each,

aooz{(g _OP> : PeR[t+8t_1]}

sont deux sous-espaces abéliens maximaux de dimension infihietdkep, respective-
ment.

PourP e R + e "Y1\ R, lélément( °, £) det et 'élément(§ %) deas, ne sont
pas ag-diagonalisables sut. Contrairement au cas classique, un sous-espace abélien de
t ou dep n’est donc pas toujours contenu dans une sous-algébre torigite.de

La sous-algebre de Cartap = {( " 6); reR} ®iRc@®iRd det et degg, est
clairement un sous-espace abélien maximal de dimension finfe @e en déduit alors
que les sous-espaces abéliens maximauk mlent pas tous la méme dimension; ils ne

sont donc pas tous conjugués.

5. Calcul des rangs relatifs

Soientgr une forme réelle presque compacte de I'algébre de Kac—Mgpdyo’ la
semi-involution de deuxiéme espéce glassociée gr. On se fixe une sous-algébre de
Cartan maximalement compadtele g et on notes I'involution de premiére espéce ge
associée a la pair@’, h) (cf. Proposition 2.9).

Notons tout de suite que gir est compacte (i.eg =1d, o' =o' =0’ @ /), le
raisonnement de 3.7(iii) s’applique encore, maisest compacte dong et gy sont de
rang nul. Dans la suite, on suppasé Id.

Soit [(5, 8, n) une réalisation dg adaptée do, o’ h) sur laquelles et o’ s'écrivent
c=6®leto’=6"®, ol 5 est une algébre de Lie semi-simple complexeyn
automorphisme d’ordre fini d& ets’ une semi-involution dé commutant & et telle
quecss’ est une semi-involution de Cartan édeommutant & (cf. 3.9).

Soitsg la forme réelle dé correspondant&’; et soitsg =t @ p sa décomposition de
Cartan par rapporta.®
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Pour un sous-espace vectorieistable V de 3, on notel”(V, 8, ) le sous-espace
vectoriel 1P,/ ® V;) deg” :=¢'/Cc, avecV; =V N ;. Ainsi, sigr =t @ p est
la décomposition de Cartan ge par rapporta, ona:

tc=I(kc.0.n):  pc=""(Pc.0.n).

Dans ce paragraphe, on s'intéresse au calcul du rang relatif den le fait en construisant
uneSATDMdegr ou gy, a partir d’'uneSATDMdesg que I'on choisit dang (i.e., fixe par
—o) (cf. 4.5).

Proposition 5.1. On considére une réalisatidigs, 6, ) deg.
Soit m une sous-algébre de Lie réductive &estable paré et dont le centre: est
diagonalisable dan8, et soitg € m := [(m, 6, n). Alors:

(1) Si g € m’ alors ad(g) est diagonalisable dansn si et seulement sad(g) est
diagonalisable dang. Sous cette derniére hypothéges (W, 6, ) @ ()’ ® 1.

(2) Sim est semi-simple et les valeurs propresadég) dansm sont réelles, alors il en est
de méme des valeurs propresatig) dansg.

Démonstration. La sous-algébreH := (@jez* OC]‘ ® t/) ® Cc est une algébre de
Heisenberg infinie ed en est I'élément de graduation. Par conséquent, les éléments de
(¢, 0, ) ad-diagonalisables st = I (¢, 8, ) ® Cc sont contenus dang)’ ® 1@ Cc @

Cd, et donc ils sont diagonalisables sur

Soit g un élément ad-diagonalisable alg il existe (g, s) € (W', 0, ) x ["(¢, 6, n) tel
queg =g’ +s. ll existe A € C (dépendant dg) tel que les actions de &g) et ads + Ad)
surl”(¢, 6, n) ® Cc coincident et donc sont ad-diagonalisables. Par conséguert)’ ® 1
(donc ads) est ad-diagonalisable daps Ainsi, adg) et ads) commutent, eg’ est ad-
diagonalisable dans.

Un élément ad-diagonalisable (respectivement ad-diagonalisable a valeurs propres
réelles) de 'algébre de Lign')? est ad-diagonalisable (respectivement ad-diagonalisable &
valeurs propres réelles) dafispar conséquent, les éléments (respectivement les éléments
a valeurs propres réelles) de la sous-algébre de Cartan stand&id’ d& n) sont ad-
diagonalisables (respectivement ad-diagonalisables a valeurs propres réelleg). dans
Grace au théoréme de conjugaison des sous-algébres de Cartan, qui est encore valable
pour [(m’, 6, n), le résultat est vrai pour un élémegt quelconque ad-diagonalisable
(respectivement ad-diagonalisable a valeurs propres réelledfnded, ). Dol la
proposition. O

Lemme 5.2. On conserve les notations introduites au début de ce paragraphe et on
suppose qu'il existe un sous-espace abélien maxdnstdbled dep tel que:

Ca, ((3)") = €5 (8).

Alors la sous-algébreg := (a) ® 1 est une SATDM -stable deg},.
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Démonstration. Soit t (respectivement”) le centralisateur de la sous-algélrdres-
pectivementtg) danss (respectivement”). Alors v/ = ["(t,6,n) et par conséquent
" Nypc =1"(ac, 8, n). Commetg C pc, onar” = (" Npc) ® (¢’ N £r). Soitx e v’ Npc ;
d’aprés la Proposition 5.1, ad) est semi-simple (sug ou t” N pc) si et seulement si
x € (ac)?’ ®1.0na[(x” NEL), (" Npc)] =0, etvu 4.4, on en déduit alors qu'un élément
x €t N gy, est torique déployé si et seulementsi (1) ® 1; d'ou le résultat. O

Lemme 5.3. On considéere une sous-algébre de Cartatie g et A le systéme de racines
associé. Soitr une racine réelle dei, et soit(e, f) € go X g—q tel quele, f1=ca. On
pose:

= exp(ad(f)) exp(Log( )ad(a )) exp(ad(—e)),
= exp(ad(—e)) exp(Log( ) ad(— )) exp(ad(f)),
= explad—if)) exp(Log( > ad(e” )) exp(ad—ie)).

Alors:

Q) A/=A,e+ f=A@) eti(e— f) = B(«) ; en particuliere + f eti(e — f), comme
o, sontad;-diagonalisables & valeurs propres réelles.

(2) Soito un automorphisme dg stabilisant la sous-algébrgy, ® Ca’'® g_,) et tel que
0/qudgo =—1;alorscAc = A" = Ar,, etoryot =r;1, avec

ro = A2 = exp(ade)) exp(ad— 1)) exp(ad(e))
= exp(ad(— f)) exp(ad(e)) exp(ad(— 1))

qui induit surb la réflexion par rapport & la racine et vérifier2 = exp(ir ada)).
Démonstration. C’est un calcul dansl(C) ; voir aussi [2, 4.6]. O

Remarque. Dans les conditions du Lemme 5.3, si on supposelgast stable pas et

o' (par exempldy maximalement compacte) et queest fixe paro, alorso’ (o) = —
d'oliia’e £ C gr est ag-diagonalisable a valeurs propres imaginaires pures. Choisissons
(e, f) € ga X g—q tel quele, f]1 =« Si(—o) fixe gy ® g—q, alorse + f € p C gr est
ad;-diagonalisable a valeurs propres réelless Sixe g, @ g—q, alorsgr N (go  Ca'®
g-o)=R(e— f)DiRa®iR(e + f) est une sous-algébre de Lie simple compactgzde

Lemme 5.4. Smentg une algébre de Lie simple compleiga,me sous-algebre de Cartan
deg, A= A(g, b) et @ l'involution de Cartan standard dé relativement af) Alors le
rang maximal d'un systeme de racines fortement orthogonales deest égal au rang
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de I'algébre de Lie réductive:;)‘?’. Plus précisémengd
a une sous-algébre de Cartan ¢9®.

v Caest conjuguée sousut(g)

Démonstration. Soit{81, B2, ..., B} un systeme de racines fortement orthogonale§,de
et soit X; € gg, tel que :{X;, Bi,Y; = —o(X;)} forme unsly-triplet de g. Alors t =
EBﬁzl(C(X,- — Y;) est une sous-algébre torique(d;e‘;’ (cf. Lemme 5.3) et par conséquent
I <r.

D’autre part, le résultat de Sugiura [29, Théoréme 2.5] appliqué a la forme déployée
deg (dont I'involution de Cartan est)’et uneSATDMde celle-ci montre qu’il existe dans
A(g, tc) un systémed de racines fortement orthogonales de rareg que@,, ., Co’ est
une sous-algébre de Cartan(@e‘?’. D’ou le lemme. O

Corollaire 5.5. Si(—Id) est dans le groupe de Wey! ¢fg 5), alors il existe un systeme de
racines fortement orthogonales de ramgavecn = rang deg.

Sinon, le rang maximal d’un systeme maximal de racines fortement orthogonales est
la dimensionde I espao(e[a)E des points fixes dyasous un automorphlsme de diagramgme
d’ordre 2, et le centralisateur de toute sous-algébre de Cartargife est une sous-algébre
de Cartan dej.

Remarque.Le premier résultat est énoncé sous forme d’exercice Banghaki De plus,
la réciproque est clairement vraie (cf., Exercice 15, Chapitre VI, paragraphe 1 de [12]).

Démonstration. Si(—Id) est dans le groupe de Wey! de b) alors l'involution de Cartan

o estintérieure, eton a raC(q;)‘“) =n. Le corollaire découle donc du lemme précédent.
Dans le cas contraire, ést extérieure et I'assertion résulte de la description dans ce cas

de(ﬁ)‘z’ que I'on trouve dans [13, Chapitre X].O

5.6. Cas des algébres de type Aff 1

Lemme 5.6.1. On suppose que la réalisation standard glest adaptée &’. Soita un
sous-espace abélien maximal gle alors la sous-algébrer := @ ® 1 est une SATDM
o-stable degp .

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 5.21

Lemme 5.6.2. On suppose que la réalisatioitg, 6 := 7, —1) est adaptée &', avec
% := expim ad(py). Dans un tel cas, on a& (px) = — px [i.e., pr € (p)?]. Soita un sous-
espace abélien maximal gecontenantpy ; alors la sous-algébreg := a ® 1 est une
SATDMo -stable degy,.

Démonstration. Une sous-algébre torique @econtenantp; est contenue dan®)? ; le
résultat est une conséquence du Lemme 502.

Lemme 5.6.3. On suppose que est l'involution g := expiradd) de la réalisation
standard deg (qui est presque adaptée mais non adaptée)aSoit @ un systeme de
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racines fortement orthogonales maximal dePoura € @, soit (eq, o, fo) Unslo-triplet
dans la forme déployée geassocié ax ; alors la sous-algébre de Lige

th:=PR(ea®t + fo @177

aed

est une SATDM dgf; .

Démonstration. Il est clair quetg est dangyy. Soité la plus petite racine imaginaire
positive deA = A(g, ). En appliquant 5.3 d« + §; @ € @} qui est un systéeme de
racines fortement orthogonales de on voit quetr est uneSATDde gr et quetr est
conjuguée det, = > ., Ra par le produit commutatiA des élémentsi, associés

a chaque racine + § (cf. 5.3). D'aprés 5.4 et 5.5, le centralisateurt%edansﬁ est
réeduit ai’; = (t ® C) @ To, avecTo = {h € b a(h) =0, Ya € @}. En retransformant

par A~1, on voit que le centralisateur dg dansg’ est une algébre de Heisenberg infinie

et (tg ® C) & To @ Cc en est une sous-algebre de Cartan. Le lemme découle alors de la
Proposition 5.1. O

Remarque 5.6.4.

(1) Il résulte de la démonstration ci-dessus que le centralisatégrdins I'algebre de Lie
simpleggk_, (cf. 4.6) est une sous-algébre de Cartan ; dgag est quasi-déployée.
(2) Avec les notations du Lemme 5.6.3, on supposedqjee(c ® 1)7g sur la réalisation
standard dg (ou & est une involution dg).
Soita un sous-espace abélien maximal fixe paé) de la forme réelle dg associée
ao;alorsa® 1 est fixe parrp et définit uneSATD de g;. En considérant le
centralisateur dé ® 1 dansg”, on se raméne aux conditions du Lemme 5.6.3.

5.7. Cas des algébres de type Aff 2

En regardant la liste de Bausch—Rousseau des involutions de premiére espéce (repro-
duite au paragraphe 6), on constate que la réalisation stafi@afd—1) de g est adaptée
a o, sauf dans le cas ot n’est pas intérieure, c'est-a-dite est de la formeo H, avec
H =exp(imr adh)), h € hz et p un automorphisme de diagramme non trivialgdedans
ce cagj est nécessairement de ty,pg)_l ou Dl(i)l et on verra qu’on peut ramener le calcul
du rang dans une réalisation standard de type Aff 2 ou dans une algebre de type Aff 1.

5.7.1. On suppose qug est de typeA(z?ll, eto = pH, ol p est 'automorphisme de

diagramme non trivial dagll. Dans ce cas (d) = p1 =d + p1; par consequent(py) =
—p1 et p1 € gr. Soientl(g, £, —1) la réalisation standard dg ett (respectivement) le
centralisateur deb; dansg (respectivemeng). L'automorphisme de diagramngede g
fixe p1, il stabiliset et on ar = [(t, £, —1) ett = h + m, ol m est la sous-algébre de
Lie simpleg engendrée paig.s,, i =2,3,...,2/ — 2). Lautomorphisme stabilisem,
et £/ est un automorphisme de diagrammerdeUne SATDM de gr contenantpy
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est contenue dans D’apres la Proposition 5.1, une tel®ATDM est contenue dans
Rp1 @ (I(m, &, —1) N gRr).

Une base du systéme de racines@e &, —1) est(ag + a1 + 2, a2, a3, ..., o), €t un
calcul dans l'algebre de Lie simple de type, engendrée pdy+q, ; i =0, 1, 2}, montre
quep fiXe gugtay+as- Par conséquent, la restriction gdea [(m, &, —1) est l'identité, et la
restriction des a [(m, £, —1) est intérieure. Ainsi, on se raméne au cas ou la réalisation
standard est adaptéea O

5.7.2. Supposons a présent qgeest de typeDl(er)l, eto = pH, ou p est 'automor-

phisme de diagramme non trivial del(z)l Dans ce cas, ona(d) = py=d + p;; par
conséquent (p;) = —p;, et p; € gr. Soientl(g, £, —1) la réalisation standard deett
(respectivement) le centralisateur d@l danSg (respectlvemenj) Comme¢ fixe py, il
stabiliset et on a ;v = [(t, £, —1) ett = h +m, olim est la sous-algébre de Lie simple
deg engendrée pal.g, ;i =1.2,3,...,1 — 1}. Lautomorphisme de diagramngede g
est trivial surm. UneSATDMdeggr contenan{p; est contenue, d’aprés la Proposition 5.1,
dansRp; @ (I(m, Id, —1) N gr). Ainsi, on est ramené a l'algébfem, Id, —1) qui est de
type Aff 1 (plus précisémemﬁ)l). a

5.7.3. Cas ol la réalisation standard geest adaptée a

Soit (g, &£, —1) la réalisation standard dg. Ainsi & est un automorphlsme de
dlagramme involutif par rapport a une sous-algebre de Caht&rdes =g; il commute
ac. D’apres la table du paragrapheds6s’écrit sous la forme = 7; ouo = rof,», et donc
0 =T OUET;.

Soientag une SATDM 6 -stable de(gr)? (i.e., ap est contenue dang)¢ ) et f)o une
sous-algébre de Cartan e (:= (§)) contenanﬁo Smth le centralisateur darg;debo ;
en conjuguant par un automorphisme mteneugdmmmutant aveg, on peut supposer
queh = (h)* et que la base de est adaptee ao (cf. 7.1). Ainsi& est un automorphisme
de diagramme involutif par rapportfﬁ Bien entendu, la description depar rapport at)
n'est plus la méme que celle par rappOI(i)al1 l\/laIScr est toujours de la formél, & ou
£H, avecH involution intérieure deyg stablllsanth et& apparaissant si et seulement si
7p apparait dans la premiére expression (kes —1). On peut determmeﬁ|ho :Cestle

seul élément du groupe de Weyl dont la restricticfm & (5)5 est la méme que celle dg °
c’est-a-dire vaut-1 surag et +1 sur son orthogonal (il s'exprime en général a partir des
éléments de plus grande longueur des groupes de Weylede;ies composantes connexes
de @, cf. 6.5). .

On poset = Cg) (o), m = (t) = [, ], et & = A(m, h N m). Une des bases de
s'identifie & une partié-stable de la base dé. Commedg est uneSATDMde (gr)é, on a
()¢ C (). On va compléte(do ® 1) en uUneSATDMo -stable dayg ; une telleSATDM
est de la forméao ® 1) @ tg, avectg uneSATDMo -stable demg = [(m, £, —1) N gg (cf.
Proposition 5.1).

Lemme 5.7.4(cf. [8, 11.1]). Soits une algébre de Lie simple complexe, et sofgret 6,
deux automorphismes involutifs deérifiants?2 c s?. Si de plus; est non trivial, on a
61 =0>.
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Lemme 5.7.5. Soits une algébre de Lie semi-simple complexe qui est somme de deux
algebres de Lie simples et isomorphes, et soinet 6, deux automorphismes de
vérifiant:

(i) 62 estinvolutif et échange les deux idéauxsde
(i) % c 5%,

Alors sif1 # 62, on ad1 = Id.

Démonstration. Quitte & changef; en 6201, on peut supposer qui stabilise les deux
idéaux des, et on déduit alors de la condition (ii) gag est I'identité des. O

Proposition 5.7.6. On conserve les notations et les hypothéses d8.
La sous-algébren de g est somme directe d’idéaut stables part et s, minimaux
pour cette propriété et qui sont de I'un des deux types

(i) mk:simple;
(i) mF =m% @ mh : somme de deux idéaux simples échangég par

Dans ces deux cas = Id ou¢ surm* .

Démonstration. Pour une base du systeme de racidesiéterminée par un élément
de (ho N m) qui est régulier dans, les deux involutionss “et £ agissent sub par
des automorphismes de diagramme. Soignf>, ..., I; les composantes connexes du
diagramme de Dynkin dé etmj, mp,...,m; les idéaux simples d& correspondants.
Les automorphismes et ¢ permutent les composantes connexg®t les idéauxn;.
Comme(th)é C ()?, il est clair ques”stabilise(h) ; @ (M)g(j) pour toutj € {1,...,1}.

(1) Si&(j) = j, alorso eté stabilisent la sous algébre de Lie simpiget on a, d’apres
le Lemme 5.7.4,

0/, =dg, ou &/5 =&/g,.

(2) Si&(j) # j, alors dans ce caséchange les deux idéau; etmg ;) ; 6 stabilise
m; @ me () eton a, d’apres le Lemme 5.7.5,

0/ emeg =i e OU /e, =5/ @)
D’ou le résultat. O

Remarque 5.7.7.En tenant compte de la proposition précédente, on se raméne a construire
uneSATDMo -stable deng dans les quatre cas suivants :

(i) m=my x my et I'involution & agit trivialement sum ; la forme réellemg est alors
évidemment compacte et tolBATDMest triviale.
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(i) m =mq x my, olim; est une algébre de Lie simple&t, y) =& (x, y) = (v, x) pour
x,y € my. Dans un tel cas, la sous-algéle= [(my x my, £, —1) est de type Aff 1
eto = 1p. Ce cas a donc déja été traité.

(i) m est simple et l'involutioro°agit trivialement summ ; la forme réellemy est alors
évidemment compacte et tolBATDMest triviale.

(iv) m estsimple et/ =&/ . Ce cas sera traité aux paragraphes qui suivent.

N.B. : Pour faire la différence entre les cas (i) et (ii) ou (iii) et (iv) il suffit de déterminer
& surhNm, ce que I'on fait d’aprés les indications de 5.7.3.

5.7.8. Dans ce qui suit on construit UIBATDMo -stable demg dans le cas oth est
simple eto’/5 = &/. On rappelle qu'une base du systéme de racihe® m s'identifie
a une partiet -stable de la base dé et on noter I'automorphisme de diagramme de
induit par la restriction dé am.

() Si 'automorphisme de diagramme de m est trivial, alorsm est de type Aff 1,
et l'algébre de Lie simplgy ne peut pas étre de typéy. Ainsi, 'automorphisme de
diagrammez de g fixe (point par point) les sous-espaces radiciglsju’il stabilise. Par
conséquent fixe m, et la forme réelleng est compacte.

(1) Si 'automorphisme de diagrammede m est non trivial, alors on distingue deux
cas:

1. Si g est de typeAy, alors la sous-algébre de Lie simpfe est nécessairement de
type A,, n > 1. Corpme 'automorphisme de diagramipede Ay ne fixe aucune
racine de la base da, il en est de méme pour son action pasur la base de racines
de @. Par conséquent, 'algébre de Lie simgleest de typedo, et quitte & choisir
convenablement la base de Chevalleyid®n peut supposer quég;, = .

2. Sig nest pas de typey, alors pour toute racine de A qui est fixée pag, I'espace
radiciel correspondarjt, est également fixé pgr; d’ot pour un bon choix de la base
de Chevalley den, on peut sUpposér/; = T.

Finalement, on se raméne au casmwte [(m, 7, —1) eto/m =7 ® 1 qui sera traité en
détail dans le numéro qui suit.c

5.7.9. Construction d’'une SATDM-stable degr dans le cas oy = [(g, £, —1) et
o =& @1, avecE un automorphisme de diagramme involutif et non triviagde

Ce cas correspond, avec les notations des tables du paragraphe & @. La
construction se fait cas par cas suivant le type de I'algébre de Lie sgmple

Lemme 5.7.9.1.SoientB; et B> deux racines réelles et orthogonalesddi.e., 81(82) =
B2(B1) =0)telles que (B1+pB2) e Aetpr+nBr¢ Asin> 1.

Alors I'automorphisme, prolongement g de la réflexion par rapport g1, stabilise
g, et agit dessus paf—1).

Démonstration. Soiteg, € gg, tel queleg,, (fg, == —w'(e,))] = B1.
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On ary = exp(adieg,)) exp(—ad( fg,)) explad(eg, ). Il est clair quer1(gg,) = gry(8,) =
g, €t on doit montrer qué—ry) fixe gg,. Soitx € gg, \ {0}, ona:

exp@adeg, ) (x) = x + [eg,, x1,
eXF(_ adfﬁl)(x) =X — [fﬁy x]’

1
exp(—ad gy (lep,, x1) = lepy, x1 = [epy, [fpr, X1] + 5[ for, [ens Ufpro ¥1]]

Ona:

1 1 .
E[fﬁl’ [eﬁlv [fﬂl’x]]] = 5[_:31’[f/317x]] =[fp, x1,
d’ou
exp(— ad fp,) expades,) (x) = x + [ep,, x] — ey, [ fp,. x1]-

Il existe u € C tel que [eg,, [fp,, x]1] = ux, et on a exp—adfs,)expadeg,)(x) =
(1—w)x +[ep,, x]. Parconséquent; (x) = (1 — w)(x +[eg, x1) +legy, x1=(1—pw)x +
(2— w)lep,, x]. Commeri(x) € gg, €t B1 + B2 est une racine dg, on a nécessairement
leg,, x]1#0,dolpu=2etri(x)=—x. O

Lemme 5.7.9.2.Sous les hypotheses 8.9, on suppose qug est de typed 5. Soity
I'ensemble des racines positives dajui sont fixes pag. Choisissons pour chaque racine
« de¥ un élément non nul, deg, ; alors la sous-algébre

tp = @ R(xe ® 1 — @' (x) ® til)

114

est une SATDM -stable de dimensiohdegp.

Démonstration. D’aprées le Lemme 5.4F est un systéme de racines fortement orthogo-
nales maximal dedy; et il est de cardinak. Poura € ¥, (—£) fixe g, ; d’aprés 5.3,

tg est uneSATDo -stable degy; de dimensiork, et d’aprés la Proposition 3.7(jii)g est
maximale. O

Lemme 5.7.9.3.Sous les hypothéses 8&.9, on suppose qugest de typety ;.

Sil =2k ou2k+ 1, on pose pout € {0,1,...,k—1}, i =az+1+ 8 € A, avec
S=ao+oa1+ 22+ - +a_1) +oy, e €9p;, f5 = —a)/(e/g,.), tel queleg;, fg1= Bi.
Alors la sous-algébrez := @—g R(eg, + f5,) est une SATDM -stable deg.

Démonstration. Notons d’abord que le raisonnement se fait dgys., donc g; =
Qoit1+G2-3i-1,¥i=1,2,... . k—1.
Etapel. Avec les notations du lemme on pose poar{0, 1, ...,k — 1} :
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() Ai = expad fy,)) exp(Log(*2) ad(B))) exp—adep,)).
(i) A=TT2g A
(iii) »; la réflexion par rapport #@;. La réflexionr; se prolonge en un automorphisme
d’ordre fini deg, qu’on note encore;, et qui est défini par :

ri = exp(ad(e,g,.)) eXF(_ach,Bi)) exdadeﬁi))'

iv) r=T120n.

On a 10/ g @8- = —Id, o(B8)) = Bi, Ai(B)) = (e, + fp;) € p (cf. Lemme 5.3). Les
racinesg;, i =0, 1,...,k — 1, sont deux & deux fortement orthogonales (en particdlier
est un produit commutatif). La sous-algélire= A(dDf_3 CB;) définit bien uneSATD
o-stable day}, et on a’” := Cyr (tr) = A(Cyr (D3 CB)).

Etape2. Pouri =0, 1, ..., k — 2, soity; la racine deA(g, 50) définie par :

Vi =041+ 2042+ -+ oy-1) +a.
On définit aussi,
Vi—1=02k—1+ax Sil=2k,

Vi—1 =021+ 200k + a1 Sil=2k+ 1,
Yk =0o2ky1 Sil=2k+1.
Lesy;,i =0,1,..., [%], ainsi définies sont deux a deux fortement orthogonales.

Pour 0<i <k — 1, y; est la restriction de deux racines fortement orthogonales de
A(g, h) échangées pdr.

On notel’ la sous-algébre engendrée gar,, i =0,1,...,k (K = {0} sil = 2k) et
(=@l Soitt = Cg(@—; CB7) et notonst son centre. On & = [; par conséquent

cg”'(eaf;g CB) =1"(% & - @I"(l, &, —1) etil Sagit d’une somme d’algeébres.

Etape 3. On considére l'action de linvolutionr = &€ ® 1 sur la sous-algébre
A("(1,g,—1)) de g”. Il est clair que ¢ fixe ¥, et donco fixe ["(Ik & —1)
[= A("(K, £, —1))]. On va montrer que fixe A("((",&,—-1)),i =0,1,...,k— 1. On
va faire le calcul pour le cais= 0 (c’est pareil pour les autres cas).

D’aprés le Lemme 5.3, on@Ao ~1 = Ar. Par conséquent, poure g, o (Ax) = Ax
si et seulement sio (x) = x, et il suffit donc de montrer ques fixe I7(19, &, —1). La
sous-algébré” (19, £, —1) de g” est engendrée PAB (+y+ns) ; 1 € Z}. |l est clair que
ro fixe gyo+205), 7 € Z (car les racinegp;)i—o,...k—1 sont fortement orthogonales a
(£yo + 2né)); il suffit donc de montrer queo fixe g,,+s. SOitxo € gyo+5 \ {0}, cOmMme
yo+ 8 est fortement orthogonalef, Vi =1, ...,k — 1, 'espacey,,+s est fixe par les;
pouri > 0; mais(yp + 8) et o vérifient bien les conditions du Lemme 5.7.9.1, et on a
ro(xo) = —r(x0) = —ro(xo) = xo.

Etape4. On va montrer quér est uneSATDMo -stable deyy; .
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Soitt” := Cyr(tg) = A("(c, &, =) @ I"(1,£, —1)). Les éléments gddiagonalisables
det” sont contenus dans((co ® 1) @ I”(1, £, —1)), cf. Proposition 5.1.

D’apres I'étape 3, I'involutiow fixe (1, £, —1), et par suite (cf. 4.4) les éléments;ad
diagonalisables et a valeurs propres réelleg’deggr sont contenus darn (¢o ® 1)) N p
qui est égale &g ; d’'ou le lemme. O

Lemme 5.7.9.4.Sous les hypothéses 8&.9, on suppose qugest de typeD; 1.
La sous-algebreg :=R(eo + fo) est une SATDM -stable degy,.

Démonstration. D’aprés le Lemme 5.3tz est uneSATD de gy contenue dang.
On a dimtg) = ranggr), et donctg est uneSATDM o -stable degy [cf. Proposi-
tion 3.9(iii)]. O

Lemme 5.7.9.5.Sous les hypothéses 84.9, on suppose qug est de typeEs. Alors la
sous-algébrég := R(eo + fo) est une SATDM -stable degp .

Démonstration. Il est clair, d’apres le Lemme 5.3, qtig est uneSATDo -stable deyy, ;
montrons qu’elle est maximale. Soip I'automorphisme introduit en 5.3 qui transforme
a0 en (eo + fo), on a :tg = Ap(Rag) et := Cy(tr) = Ao(h ® (B, cpuy 9)), avec

@ = {Fao + nd, a3+ 2n8, taas + 2ns, (a2 + az) + néd, (a3 + ag) + 2ns, £(az +
a3+ aq) +néd, £(202 + a3) + 218, =22 + a3 + a4) + 2ns, £ (202 + 203 + a4) + 214,

n €7}, et¥ = {nd; n € Z*} [on utilise ici pour Eg la numérotation fixée en 1.11(2)].
Il est clair que les éléments diagonalisables a valeurs propres réeliesdg:) sont
contenus dang:= Ao(h' ® (P,cp 94))- Si une racine d& est de la formet(nzaz +
n3ug3 + naaa) + 2n8, on voit facilement par le calcul qu’elle est fortement orthogonale
a o, et par suiter et Ag fixent I'espace radiciel correspondant. Comparée ayeaine
autre racinex = +(ay + naas + ngqa4) + (2n + 1)8 de @ vérifie toutes les conditions
du Lemme 5.7.9.1 et on®/4, = —1. De plus,o/4, = —1, et par conséquengo est
lidentité surg,. D’aprés le Lemme 5.3, on@Ago ~t = Agro, et on en déduit que fixe
Ao(ge). Ainsi o est I'identité sur I'algébre dérivéé det. Par conséquent, la forme réelle
det’ associée a la restriction @€ est compacte. D’ou le lemme .o

5.8. Cas ouy est de type Aff 3

Ce cas correspondaf) et on distingue, en plus de la forme compacte, deux formes
réelles presque compactes gieorrespondant a; ‘et p. Les deux formes ne sont pas
isomorphes car elles ne correspondent pas au mémessighé.emmes 2.4 et 2.13). C'est
pourquoi on n’indiquera pas le calcul du rang (2 pour chaque forme); il figure dans [7].

6. Table des formes réelles presque compactes des algébres de Kac—Moody affines

6.1. Les tables qui vont suivre indiquent dans leurs trois premieres colonnes la
classification par Jean Bausch [4,6] des involutions de premiére espece des algebres
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de Kac—Moody affines; il y a quelques corrections par rapport & la classification de
Levstein [19].

Plus précisément, dans la premiere colonne figure le H{;{ﬂ] selon Victor Kac [15],
de I'algébre affingy avec indication des limitations sur un éventuel paraniéer. Dans
la seconde colonne est reproduit le diagramme de Dynkign @eec la numérotation des
sommets expliqguée en 1.11(2); on indique aussi éventuellement par des fleches I'action
d'un automorphisme de diagramme involupif(cf. 1.4). Sip n’est pas mentionné, on
prendp = Id dans la suite.

Linvolution de premiére espéce est décrite dans la troisieme colonne avec les
limitations éventuelles sur le paramétrequi correspond au numéro d’'un sommet du
diagramme de Dynkin. On utilise les notations suivantes = éxpur ad(p;) et 7; =
expur ad(p;) (avec les notations de 1.5) ek C, (2 = —1, etr; = expur ad(p;) (avec
les notations de 1.11(5)); en particuligg = d, et pouri #0, p; = p; +a;d, doncy; = 7;
ou 7; 7o selon que le coefficient; du diagramme de Dynkin est pair ou impair.

On peut noter que, d'aprés 2.3, pocuf), o170 induit surg” I'involution ¢ ® 1, oué est
I'automorphisme de diagramme non trivial ¢fg 5).

Remarque.Comme indiqué déja en 2.13,est en fait de I'une des cing formes suivantes :
Tiys TigTins P, PTiy OU pT;, T, (@veciz = 0 quand il existe). Les racines = «;, et «;,
(éventuellement) sont fixées paret I'espace radicie§, correspondant est contenu dans
p ® C (notation de 2.7) : on dit que;, ete;, sont desacines simples non compactess
racines simplea fixes parp mais différentes de;,, «;, sont telles que I'espace radicigl
correspondant est contenu dérg C : on dit que ce sont deacines simples compactes
Onahngr=((HNE) & (hNp),avec:

hnp=EPR(ps — pop)
5

et

hne= (@iRpa> ® (@iR(pﬁ + ppﬁ)> (modulo le centre)
o B

ou lesa (respectivemeng) sont les racines simples fixes (respectivement non fixes) par
p et ol on noteg p, ), une «base duale» de la base de racines. Ainsi, une racine simple
fixe parp est imaginaire pure suiyN gg, tandis qu’une racine simple non fixe pay est
complexe (ni imaginaire pure ni réelle).

La description der peut étre résumée (de maniere imagée mais encombrante) par un
diagramme, obtenu a partir du diagramme de Dynkin, muni des fléches figurant colonne 2
en noircissant (ou encerclant) les sommetstio. Ces diagrammes, dits de Vogan, sont
expliqués, dans le cas affine non tordu, par P. Batra [3]; ils sont beaucoup plus anciens,
voir, par exemple, [14] ou [22].

6.2. Dans la colonne 4 figure le sigaecalculé selon les indications de 2.13.
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6.3. Réalisation adaptée

Dans la colonne 5, on décrit la réalisation adaptéeabtenue en 3.5. Les notations
sont les suivantes :
La réalisation standard dg est [(g, &, &x), OU & = exp(z‘T”), j = ¢3, et £ est un
automorphisme de diagramme gld’'ordrek ; sik=1,£ =Id. Onade plus :

(%) O(x,y)=(y,x),Vx,y€g; .
(%) éz(xl,y)z(y,é(x)),Vx,yeg;
(%) (T2 =expZadp;), teC, 2= —1.

6.4. La semi-involution de seconde espete

D'apres [23] et le paragraphe 3, la semi-involutiehest le produit commutatif de
o et de la semi-involution de Cartan standarddécrite en 2.5 avec le méme épinglage
(h, (ei, fi)ier) deg. D'aprés [23] (cf. Proposition 2.9), on obtient ainsi la liste de toutes
les classes de conjugaison des semi-involutions de seconde espéce, c'est-a-dire de formes
réelles presque compactes, a condition de rajouter pour chaque algébre la classe de
conjugaison des semi-involutions de Cartan (qui correspondent aux formes compactes).
On verra au paragraphe 7 que cette liste ne comporte aucune redite.

6.5. Laforme réellép

La colonne 6 indique I'algébre de Lie réefig introduite en 3.9 et 3.10. Les notations
sont celles d’Helgason [13]. 8 = —1, 8r estd considérée comme algébre réelle simple
pseudo-complexe. Sinap est une forme réelle dedéterminée par l'involution de Cartan
& associée & comme en 3.7. Voici quelques indications pour le calcuéidgquands® = 1.

(1) La description der et de la réalisation adaptée fournit une descriptior deaf
rapport a la sous-algebre de Cartan standandea stabilise. Cette description est aisée,
sauf quands fait intervenir un automorphisme de diagrammel’'une algébre de type
Aff 2. Dans la plupart des cas, en fait quan@) = 0, on tombe sur la description standard
d’une involution de Cartan comme décrite par Helgason d’aprés Kac [13, Chapitre X] ; on
a alors aussitot la formes.

On sait que pour determineﬁg il suffit de déterminer sa sous-algébre compacte
maximale, c’est-a- dlreg)” Pour cela un moyen detourne peut s’avérer utile : on cherche
une involutionz’de g stablllsantb et commutant a, pour Iaquelle(g)f et[(g)® ]" sont
faciles a calculer. Alorg/(g)" et[g1° /[(@)° ik correspondent a des espaces symétriques;
ce qui donne un nombre trés restreint de possibilités p@ﬁr. La plupart des calculs
nécessaires ici ont déja été effectués par Kabbaj [14] (voir aussi [22]).

(2) Le calcul du rang dgy (indiqué a la colonne 7) et 3.9 fournissent une inégalité
pour le rang dér et méme une égalité pour les algébres non tordues d’aprés 5.6.1 et 5.6.2.
Cela suffit souvent a détermingg. D’autre part, en poursuivant les calculs ayant conduit
a déterminer le rang dg;, il est facile de déterminer celui dg, d’ou, presque toujours,
la détermination dég [13, Chapitre X, Table VI].
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(3) Il est en général assez facile de déterminer si I'involujpode‘g associée a un
automorphisme de diagramme glest intérieure ou extérieure, car il suffit de connagtre °
surh. Les trois cas difficiles somg)_l, Déf) et Dg)ﬂ pour lesquels on trouve queest

toujours intérieure, plus précisément ;

pourA(zf)_1 p=—Ew(23,....,21—2) surh,

pourDYZ  j

2 o
pourn2,, 5

—w(L,2,...,2r—2) surb,
—tw(l,2,...,2r — 1) surh,

ou w(i,...,j) est I'élément de plus grande longueur du groupe de Weyl (de #ype
engendré par les réflexions .., 7;.

Commert; ou 7; induit un automorphisme intérieur dge tandis querg induit £ surg,
il est facile de déterminer si I'involution &st intérieure ou extérieure, c’'est-a-dire si la
forme réelle est intérieure ou extérieure.

Dans le cas Aff 2, commg ést toujours intérieure, la forme réeflg est intérieure si
et seulement si = 1. Ainsi, le résultat de 2.4 et 2.13 (qui fait intervesfi) se généralise :

Proposition 6.6. Le signes introduit en2.13 est un invariant par conjugaison @€ sous
Aut(g).

6.7. Rang dey,

Ce rangs figure dans la septiéme colonne. Il est calculé selon les processus décrits
au paragraphe 5. En particulier, d'aprés 5.6.1 et 5.6.2, ce rang est le méme que celui de
Sr = gr dans les cas non tordus avee: 1.

On note[r] la partie entiére d’'un nombre rationnel

6.8. Indice de Tits

On a fait figurer dans la derniére colonne l'indice de Tits [30] de la fogge de
g ® C(¢) sur le corpsK, = C(t™)% associée ar (cf. 4.6). Si le nom de l'algebre de
Kac—Moody estXf,k), alorsg est de typeX,, et sis est le rang deyy, alors le nom de
I'indice de Tits eslgx,%),, ou¢Xx?  pourX, exceptionnel.

Le nombreg = 1,2, 3 ou 6 est le cardinal du quotient du groupe de Galdisde
C(r) surK, agissant sur le diagramme de Dynkin; c’est un multiple ag un diviseur
de 2n = |I"’|, oum est I'ordre de 'automorphisme deintervenant dans la réalisation
presque adaptée ggcf. 3.9 et 4.6).

Pourk =3 (i.e.,Df’)) on ag = 3, car le groupe de Galois’ est commutatif (cf. 4.6) et
ne peut donc avoir pour quotient le groupe symétriisie

Le nombred est déterminé par le centralisateur deSlTDMde gy, Il se trouve que
pour prouver que cett8ATDest bien maximale on a étudié ce centralisateur ; dbast
facile a déterminer.
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Table des formes réelles presque compactes non compactes des algebres de Kac—Moody affines

g P o & Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
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g p o 3 Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
1 . . °o o 1
A<2r)—l ,03(1)2: r1+01, ?< i<r 03 1 (g, 70, —1) su(r,r) r lA(Zr)—:L,r
—e o0 — —
r>2 Nt
TN
—e —0—0 — —
41 r r—1
BY ) z 011 =% 1 (8, id, 1) 50(2,20 — 1) 2 B2
1
*—0—0—-—0—E€>9 N o .
(=3 l =% 1 [(g,id, 1) 50(2i,2] —2i +1) sia® By
0
2<i<l
0 -1 [(§xg,0, —1)® s0(2 +1,C) I By
BY . p p 1 (3 %1, 1) s0(1,20) 1 B 1
l . o o . .
=3 D——o—czo T = pt 1 [(§, 21, —1) 50(2i — 1,20 —2i +2) 5;.2@ By
1
2<i<l
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€ o051
r=2 NN ? i)
o o T
2r—1

@ 51 =inf(2i,20 — 2i + ).
@ 50 =inf(2i — 1,21 — 2i +2).
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g p o & Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
gy P p 1 (@ 2, —1) sp(r.r) r c?
0.1
s o o
r=1 I 3 i}" 0Tr = pir 1 1§, %2, —1) sp(2r, R) 2r cé}}b
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®
ol . =1 1 (§,id, 1) s0(4,4) 4 ipd
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0
[ ]
3
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g P o e Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
1 ° o . 1
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[
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g p o e Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
1 o o 2
b 0 o1 1 1§, F2r, —1) 50 (4r) r 1pP
Q
3 ——
>3 SO ¥
T
_}-;?,_—1;_..
P1Tr = P1Tr (g, tor, —1) s0(2r, 2r) 2r ng)Zr
G n="% ((§,id, 1) G2(2) 2 69,
-~ «—>» _ e 2 g )
e 4 0 1 (g x §.6,—1)® Gac 2 G,
FP u="% 1 (. id, 1) Fa(4) 4 F,
*—o—@ >0 — _2 o i _
MRS S S =1 1 1§, id, 1) F4(—20) 1 2
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O o o
0 -1 (g x §,6, —1)® Egc 2E2,
ESY 00 po 1 (3, id, 1) Eq(—26) 2 1g28,
2 1
0 6 - . o . 150
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*—e ’
4 5 . . 1,0
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g p o 3 Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée quotient
EYP 076 = %6 1 1§, id, 1) E7(—25) 3 E28,
01 2 3 4 5 6
o090 -0—0 o . .. 0
! 7=17 1 13, id, 1) E7(7) 7 E9,
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1 °o o
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2 1 0
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4
EY °e =1 1 1§, id, 1 Eg(—24 4 E28
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01 2 3 4 5 6 7
00000090 . .. 0
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2 o 1
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g 0 o e Réalisation Forme réelle Rang
adaptée quotient
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g p o & Réalisation Forme réelle Rang Indice
adaptée guotient
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Dans le cas Aff 1, avee =1, on avu en 5.6.1 et 5.6.2 queSATDMde gy, est dans
b et est UnSATDMde §r = 5. Ainsi, 'indice ¢x4  degg, estle méme que celui de
la forme réellegg qui est explicitée a la colonne 6. En particuliergsest de typeDl(l),
l'indice é’D}? degg, vérifie la méme relation que dans le cas réel :

(+) g=1sil—ds estpair;g =2 sinon.

7. Cas particuliers et conclusion

On connait des invariants, a conjugaison pres, des formes réelles presque compactes
d’'une algébre de Kac—Moody affine : I'automorphisme de diagramndeconjugaison
prés (2.2), le signe (6.5), la forme réelle quotientr (3.8 et 3.9), le rangs et
l'indice (4.8). Si I'on regarde la table du paragraphe 6, ces invariants (les trois premiers
suffisent) permettent de prouver que deux formes réelles différentes de la table ne sont
pas isomorphes, sauf peut-étre dans un trés petit nombre de cas particuliers. Il y a un cas

pour I’aIgébreAé?ll, [ > 2 etl pair, ou on a & comparer les deux formes réelles presque

compactes correspondantaet 7,_'12, puis une liste de cas pour I’algébﬂ?(z), [ >4, ou
on a a comparer, pour chaque- 1, ..., [%], les deux formes réelles presque compactes

correspondantg ett;_;. Ontraiterale ca@éz) sous le norméz) contrairement a la table.
Dans toute la suite, on utilisera les notations suivantes :

Al=C[r.r™Y; K'=Cw): e(f®)=f(-1n et /(f))=Ff(") VfeKk.
A=(AY =c[2 12,  K=(KY) =c().

Al= (AY =R[t+Yi(e—t D] K =(KY"
A=A =R[2+12i(2-1?)]; K=K

On désignera pag une algébre de Lie simple complexe (qui sera en fait de #pe;
ou D;) 4 un automorphisme de diagramme d’ordre Zidets’ une semi-involution dg
commutant .’

On note :g* l'algébre de Kac—Moody affine non tordug, Id, 1) ; G* le groupe de
Kac—Moody associé &')’ (1.2) ;g I'algébre de Kac—Moody affine tordu&, 5, —1) ; G
le groupe de Kac—Moody associg’q1.2) ; 5 'automorphisme involutip ® ¢ deg! ; ¢’ la
semi-involution de seconde espéce?’ deg! etdeg; gl}{{ etgr les formes réelles presque

compactes dg! et deg associées &'. Le groupe de Galoif de K surk estcommutatif
isomorphe AZ/27)? ; il agit surgl, ses générateurSet ¢ agissant respectivement par
etp.

La description que I'on a des formes réelles est par rapport a une sous-algébre de
Cartan maximalement compacte. On va dans la suite utiliser une transformation de Cayley
pour donner pour chaque forme une description par rapport & une sous-algébre de Cartan
maximalement déployée, puis comparer les deux formes.



496 H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443-513

Définition 7.1. Soientg une algébre de Kac—Moody,une sous-algébre torique déployée
deg, ett une sous-algebre de Une base de racines du systemg, h) est diteadaptée
at s'il existe une baser de A(g, t) telle que les racines positives di(g, t) sont les
restrictions non nulles des racines positivesidg, h).

Lorsque A(g, h) est fini, alors pour toute sous-algelirele b, il existe une base de
racines deA(g, h) qui est adaptée A(g, t).

Proposition 7.2. Avec les notations fixées ci-dessus, on a

() g=(gh?, etAd(G) c Ad((GhH?).

(i) Onsuppose qu'il existe deux sous-algelireset tr » degy qui soient des SATDM de
gy, etde(g})” alafois. Alors il existe, pout = 1, 2, une sous-algébre de Cartande
g” qui est stable pas’ et contientty ; et il existe une base de racinesde A(g, b;)
(adaptée &; = tg; ® C) etg € G tels queg(hy) = b2, g(tr,1) = tr 2, €Lg (1) = 72.
De plus,g échange les racines de; et 72 possédant la méme numérotation, et
Iélémentn := g =10 (g) fixeh et la sous-algébre de Cartdy} de(gl)” contenant;.

Démonstration. (i) On voit clairement quey = (g1)? et que leg-module (g1, ad) est
intégrable et s'intégre donc en wi-module (gl, Ad). D’autre part, les générateurs de
Ad(G) sont de la forme Atexple,)) poura racine réelle de' eta, e, € g2 fixes parg,
ou de la forme Adexpleg) exple,)) pour B, y racines réelles fortement orthogonales de

gt etB,y, ¢ € gj ete, € g, échangés pas. Par conséquent, on a A@) C Ad(G7).

Dans le cascx(z?) (qui nous intéresse peu ici) un troisieme type de générateurs @&)Ad
doit étre envisagé ; ce qui conduit a un calcul de vérification &igs

0

O)

1

0O 2. 0 1 20 2x2 1 0\ /1 0 0\2/1
exp(o 0 2x>=(0 1 &):(o o)(o 1 ) (o
0 0 O 0 0 1 0 1/\0 0 1 0

A A
1 1
0 0
10 0\ /1 0\N2/1 0 O
=<01A)<o o) (o“).
0 0 1/\o 0 1 0 0 1

(i) D’aprés le Lemme 4.2, il existe, pour= 1, 2, une sous-algebre de Cartinde
g” qui est stable pas’ et contienttg ;. La sous-algebr€ 41, (h;) contient une unique
sous-algébre de Cartan de (g1)” qui est stable pas eto’.

L'algébre de Lieg” ® ; K est unek -forme quasi-déployée dg')” ® ;1 K" (identifiée
agec K : algébre de Lie simple déployée r). D’apres le Théoréme 4.% ; ®r K,
i =1,2,sontdewSATDMdegy ®4 K ; elles ont donc le méme indice de Tits (théorie sur
les corps). Lindice de Tits dez ; ® K peut étre décrit a I'aide d’'unBAPFde g ®¢ K
contenantg ; ®r K, qui est stable paF' et minimale pour cette propriété. Il existe donc

[
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une basdT; = {«;; j € I} de A((gh)”, hl.l) adaptée ap ; et une partielg de / stable par
laction*de I’ ={1,¢,/, !} telles que :

t®K ={rebhl®K': aj()=ax(x), Vj=y*kel, Vyel; a;(x)=0, Vj e Io}.
onnotel =1I/e, Ip=Io/e etm; ={a;; je I}, alorsona:
ti®K={xeh ®K; a;(x)=ar(x),Vj=y*kel, ¥y e{L/}; aj(x)=0,Vj € Ip}.

D’aprés [20], il existeg € G tel queg(h1) = ha. En faisant agir la restriction du groupe
de Weyl de la sous-algébre de Cartamgamntenant,, on peut supposer qugr1) = 2.

Si G est le groupe algébrique complexe simplement connexe assogjéoa a,
d’apres [20], AdG') = Ad(G(CI[t, t~1])). En raisonnant dans I'algébre de gé® ; K,
on s'apercoit que Att) définit un automorphisme intérieur ¢ ® ; K. Ainsi Ad(g)
échange les racines dg et dewrz possédant la méme numeérotation. En particulier, on a
g(t1) = to etdoncg(tr 1) = tr 2 puisquetgr ; est 'ensemble des éléments ¢lé valeurs
propres réelles pour la représentation adjointe géns

Lélémentn = g~ 1o/(g) normaliseh; et t;. La base de racines; de A = A(g, h1)
étant adaptéed, il existe un élément génériquedety 1 tel queA™ = AJ U ATF, avec
Apg={a e A;a(t) =0}, Af =A0n AT etAT ={a e AT; a(t) > O}

Sia € Ag, alorso’(a) = —a (sinon,o’(a) + o’€ gi \ {0}, ettr 1 ® R(o'(@) + )
est une sous-algébre torique déployégieontenanty 1, ce qui contredit la maximalité
de tg.1). De méme, on @’'(ga) = —ga, et doncg™1o'(g)a = . En particulier, on a
n(agd) = A§.

On ac/(ATT) = AT, et mémeo’(gAT+) = gATT. Par conséqueni(ATT) =
g Lo’ (g)(AtTT) = AT, et doncn(At) = AT, Soit h 'unique sous-algébre de Cartan
de g contenanty1 ; on an(h) = h. L'élémentn (regardé comme un élément du groupe de
Weyl de A(g, b)) fixe h1 (on pourra voir ceci sur la sous-algebre de Cartan standagyl de
En particuliern stabiliseh? et fixe I'un de ses éléments réguliers ; commest induit par
un élément dg(Clt, ¢ 7)), il fixe p1. O

Lemme 7.3. Soitg une algébre de Lie simple complexe, et $)o|1ne sous-algebre de
Cartan deg. On noteg un automorphisme de diagramme d’ordrele (g, b) si le type de
g estA,, Da+1,0U Es, et o = l'identité sinon. Alorsp est induit par un automorphisme
intérieur de(g)f‘ De plus, tout automorphlsnaedeg qw est induit par un automorphisme
intérieur de(g)f‘ et qui induitpw surb est conjugué e par un automorphisme intérieur
de(g)/) stab|llsanth

Démonstration. D'apres [2, 4.9 et 4.10.2], il existe € INt[(§)?] qui commute &v°et
induit sur(g)” ; d'ou le résultat quang ést l'identité. Sip°n’est pas [’identiténo induit
une involution dey [2, 4.10.3]; I involutionnoa) est donc triviale sufg)?, et d aprés5.7.4,
now = Id ou p. Commew ¢ Int(g) on anow = p, et donc,oa) =ng¢€ Int[(g)p] Dans tous
les cas, on peut écrire = pwexpadh), avech € (h)p et en conjuguant par exp
(qui commute &) on peut supposer = po. O
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Remarque.Si g est de typed»_1, on montre, comme ci-dessus, quet; (et doncop®)
est induit par un automorphisme mteneur(@pfA puis qu’un automorphlsm@ induit
par un automorphisme intérieur @7 et induisanto® surb est conjugué @ par un
automorphisme intérieur d(g)/’fk stablllsamb et commutant &"

7.4. Casde I’algébrelgll, [ pair > 2

Soit g une algébre de Lie affine de typze(j)_l (! pair); on posery = 77, 02 = T2,
o/ =00, etgr; = g”i/, i =1, 2. La réalisation standaidg, 6, —1) de g est adaptée aux
deux semi-involutions de deuxiéme espé¢e@to,. Ces semi-involutions induisent toutes
les deux I'automorphisme de diagramme trivialgeelles correspondent au méme signe
¢ et induisent sur I'algébre de Lie simpje(qui est de typedy_1) deux semi-involutions
conjuguées Les deux semi-involutiarjseto, agissent également sur I'algebre non tordue
gl (de typeA(l) 1) etinduisent deux formes réelles presque compactes isomorplyés de
ayant le méme rang qui est aussi le rang commun des deux formes régflaset gr 2.
Les deux semi-involutions; eto, deg commutent, et si on désigne respectivement
par 91%&1 et g]}u les formes réelles presque compactes correspondantes, on constate que

gri = (g3,)" i =12

7.4.1. Description des deux formes

(a) Description degR 1 : On considére dans Ialgebre de Lie simgléa sous-algébre
de Cartan standari;i et le systéme de racines = A(g, h) muni de sa base de racines
7 ={a1,...,az_1}. Pour unsly-triplet {e, o, f} associé a une racine deA on note
Ay = expac(f)exp{Log(f/Z)ad(a)]expad e). On rappelle qued, (@) = e + f et
gueA, commute av'et aw’ (5.3).

Linvolution o1 = % de g (ou deg?l) agit surg (identifiée avec la sous-algébjen 1
degl). On noteo} (respectivement;) I'involution (respectivement la semi-involution) de
g induite paroy (respectivement;).

Pouri=1,2,...,1,0nposes; =&; +a&;41+ --- +az_; et on associe a chaque racine
Bi un 5[2 triplet {eg,, Bi, f5,}. Les B; sont deux a deux fortement orthogonales, fixes
par j, et tr ;= @._, R(ep + f5,) est uneSATDMde (§)°1 fixe par g. Par conséquent,
tg :=tr ® 1 est unéATDMde(gl) fixe parp et définit donc un&ATDMde gy, ;

On considere 'automorphisme mtérie&rdeﬁ défini parA = ]_[f:l Ag,. Onregarded
comme un automorphisme g&et on constate qué commute a, ', et 5. En particulier,
on peut considéres comme un automorphisme geet on a :

l o
otR = A(ZR,B;) = A(F)R)p.
i=1

D’aprés le Lemme 5.3, on &a1do1 = AH 17, et par conséquent —* alA =
(H I’ﬁ’)o'l qui commute w, o, p®1, etp. Il est clair queA et oq fixent (b) b et
que A~1o1A agit surb commepm. CommeA~1o1A est induit par un automorphisme
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intérieur de(g)p le Lemme 7.3 montre qu’en conjuguant par! puis par(expi ad” 5)®1
(quicommutent a’, p ® 1 etp) on peut supposer qug = (pw) ® 1, et on voit facHement
que la forme réelle dg associée &; est quasi-déployée.

Ainsi, grace a cette conjugalson on peut supposeltlgue(hR)p ® 1 est uneSATDM
degR et deggr,1= (QR 1)p

(b) Description degr 2 : On considére I’algébra(z?ll (I = 2k et doncoy = ;) et on
posepoui =0,1,...,k—1:

Bi =i + Q—iy1 -+ Ui
Vi =Bi + 2(tktit+1+ - +oy—1)+a;+8, pouri=0,1,....k—2;
Vici=Pk-1+a+8=a1+o2+-- -+ +38,

ou s est la plus petite racine imaginaire positive (1.11).
L'ensemble{B;,yi;i=0,1,...,k — 1} est un systéme de racines fortement orthogo-
nales, et pour toute racinede ce systéme;o, etp7; ® 1= 1; ® ¢ fixent 'espace radiciel
associég,. On associe, comme en (&), pour toute raecinge ce systéme usiz-triplet
{eq, @, fo) deg. Ainsi tg = Y ¥ R(eg, + f5) ® YFZ0R(ey, + f,,) est uneSATDM
degf, ,. On poseB = ]_[k’lA,g, , © produit commutatif commutant@, o', 5, et? ® ¢.
Ona:BlosB = (H r,g, ry )Tk, €t B~ lig = (hR)p ® 1. On utlllseraB 15»B au lieu
deo> et on suppose désormais gie= (]_[k 0BTy )Tx. Ainsi (hR)P ® 1 est uyneSATDM
de gR o etog € expadg”)”@ induit —Id sur (b)P = (b)/”' La nouvelle expression de
o2 commute & I'application translation de la reallsatlon standarg (&3), mais elle ne
respecte pas la graduation ; en effet, en@) = ([1'—g r,)(d) =d =Y * 3 yi =d —2p;.
Commeos(p;) = —p;, o2 fixe d — p;; par conséquent, I'involutioa,, vue comme
agissant sur la réalisatidig, 5 expim adp;, —1), commute a Iapplication translation et
respecte la graduation. Il existe donc une involutipdég qui commute & &xpim adp; =
o1 et qui stablllseb telle ques, = o7 ® 1 sur cette realisation. L’mvolutlonz est dans
expac(g)/”' et agit comme—Id sur (b)P donc elle agit comme)w surb D’ apres le
Lemme 7.3, en conjuguant par un automorphisme stablli$a§ttcommutant o1, p,
etw’, on peut supposer que = So. Ainsi, si on notes; 'automorphismep?; ® ¢ de g,
on constate qu'avec la nouvelle expressiomglen agh , = g ; etor 2= (gf 1)

7.4.2. Comparaison des deux formes

Supposons les deux formes isomorphes. Algrs:= (hR)p ® 1 est unéeSATDMpour
gR,l et QR,z’ ett; = tp1 ® C est uneSACdeg”. Soittr » I'image réciproque deég 1 par
l'isomorphisme dgyr 1 Surgr 2. La sous-algébréz > est donc une deuxién®ATDMde
R 1, Bt :=tr 2®C estuneSACdeg”. D'apres la Proposition 7.2, il existe, paus 1, 2,
une base de racines de A(g, t;) et il existeg € G tel que Adg)t1 = t2, g(r1) = 72
etn := g~1o](g) fixe t; et la sous-algébre de Cartaﬁl de (g})” contenant;. On sait,
d’aprés la méme proposition, que &8 ¢ Ad(G1)”. Par ailleurs, on sait que §i est
le groupe algébrique simplement connexe asso@ié¢oh a AdG1) = Ad(G(C[z, t~1))).
Ainsi, on peut regarder A@) comme l'image par Ad d'un élément noté encereavec
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neT =T(C[t,t~1]), o0 T est le tore maximal d§ correspondant & la sous-algébre de
Cartanh} de(g!)”. On identifie le tor” a(Clt, r~11*)?~1 via les coracines, oQ[t, t ~1]*
désigne I'ensemble des éléments inversibles (pour la multiplication) de I'affjeaa?].
On peut donc écrire

n= (ultpl, s u—qtPiL ultzm, (=1)Pi=tyy_qtPi-1, L, (—1)p1u1tpl)

avecu; € C*, p;eZ,i=1,...,1.
Par définition de:, on ao;(n) = n~1, ce qui équivaut a

(=DPiuP=1, i=1,...,01—1, =1

ou encordu;| =1, p; pair,i =1,...,1 -1, |u| = 1.
Par conséquent, est de la forme :

n= (ultznl, ceey Ltl,ltzn[_l, ultznl, uzfltzn[_l, ceey ultznl)

avecClu;|=1neZ,i=1,...,1.

On posem = (vit™, ..., yp_1t™=-1 vt vp_1t™-1, . 0it™) € T, v; € C*, i =
1,...,1.

Soit ¢’ € G tel que Adg’) = Ad(g)Ad(m). On ao;(g") = o1(g)oy(m) = gnoi(rr}).
(modulo le noyau de Ad) ; ofo; (m) = (u1v1t"t, ..., wopt™, ..., u101t"), et sion choisit

lesv; tels queu; 3t =1, on aurao; (m) = m, donco;(g") = ¢, et Ad(g" )t = Ad(g)ty =
t.

La racinea = o est une racine par rapporta ; des algébreg!, gi, ¢, gr.1 et gRr 2.
On notegclv’m, gi!Al, 9y Ar B0, A, etgfuA les espaces radiciels correspondants.

Il est clair quegi’/il est isomorphe a1 et que I'action der] = o5, 5, et g1 sur cet
espace est donnée paye, et —e respectivement. En particuligfy, 4 est unA-module
libre tandis quey2 , estisomorphe & +1 A +i(r —1~HA = (1A) N AL,

Les automorphismes intérieurs &g et Ad(g’) induisent un isomorphisme de systémes
de racines entreﬂ(g/ﬂ’g’l, tr 1) et A(Gﬁ%,la tr2). ON @goa = g, 1 N gy a1- DE MEME,
si on notep I'image par Adg) (ou. Ad(g")_) de o dansA(gﬁg{!l, tr.2), On a également
98,4 =054 N08p A1 (avec des notations évidentes).

Les deuxA-modulesgg, 4 etg*l(g,g,A) sont de méme nature, etona:

_ _ — -1
g op.0) =8 (85 1 NOp.A1) =06 i N & (@5 41) =0, 1 Nmg (g 41)

= 0o i N1M(8g 41) = 8g 4 N (17 94, 41)

avecM = Yy npan(@i) = oy (X4 _y mi@i).

On remarque que la structure dumoduleg,, ; N (tMga’Al) (qui est isomorphe, en tant
que A-module, 34 Nt A') ne dépend que de la parité die; de plus,g, ; N (7 g, 41)
estisomorphe 8, 7 N g, 41 = ga. 4 (C'ESt-a-dire 2A) si et seulement sif est pair. Sinon,
il est isomorphe & A) N AL.
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L'automorphisme intérieur A@) envoier; surmz en respectant la numérotation; donc
les A-modulesgg 4 et giA doivent étre isomorphes. On s’apercoit donc que I'entfer
ci-dessus doit étre impair. MaJs':_, Z&; € 2Zp @ Y"'_} Zp;, ceci est donc impossible,
et les deux formes réellgs 1 etgr 2 ne sont pas isomorphes.

7.5. Casdel algebré)(z)

Soit g I'algébre de Lie affine de type)l(z) (! > 3), on se propose de comparer, pour
ief{l2..., [%]}, les deux formes presque compactes; et gr;—; de g associées
respectivement aux deux semi-involutiajs:== 7;’ eto;_, := 7;_;’. On noteos; = 1,
oj—i = T7j—;. Les involutions et les semi-involutions ainsi introduites agissent également
sur l'algébre affine non tordug' (de typeDl(l)) et sur l'algébre de Lie simple complexe
g (de type D;). Les deux semi-involutions; et o/ . induisent respectivement sgt
(respectlvemer‘ﬁ) deux formes réelles |somorph@§ ethl _ (respectivemendy ; et
gr.—i) de rang 2, qui est aussi le rang commun des deux algébres rggllestgr ;—;.

7.5.1. Description des deux formes

(a) Description degR, On considére, dans I algebre de Lie simplda sous-algébre
de Cartan standarlji et le systeme de racines = A(g, h) muni de sa base de racines
7 ={a1,...,q).

Onpose8; =qj—j+-+-+a& +---+a; pourj=0,1,...,i — 1. Lorsque < %
on pose :
)/]:,Bj+2(&i+j+1+"'+001172)+&171+&l pourj=0,1,...,i — 1

Lorsquel =2k + 1 (k > 2) eti =k, on pose :

Vi =Bj+2(Xisj+1+ -+ axu-1) + &% + a1 pourj=0,1,....k—2,

Vi—1 = Bk—1+ 2k + 2% +1.

On associe, comme dans le cag)_l, a chacune de ces 2acines (qui sont fortement
orthogonales) umslo-triplet dansg et on définit, avec les notations usuelles, la sous-
algebre :

tri= Y (Rieg, + f3) ® Riey, + f))):

j=0

C’est uneSATDM de ggr; fixe par p; par conséquenty := tr ® 1 est uneSATDM
de (91%%,:')” fixe par g, c’est donc aussi un8ATDM de gﬁé’i. En conjuguant pad =

[1/—6As,A,, qui commute &, o' et 5, on peut supposer qig := Y- 4(RB} & Ry )
qui vaut Z?ileﬁj si 2 <1 —2 et(h)” sinon. Ainsi Cy(ir) = he > wes; 8o AVEC
¢ = (ZIJ.ZZiJrlZ&j) NASsi2 <1 — 2 etg; =¥ sinon. Le conjuguél 1o, A deo; est
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encore noté; ; mais °tR est uneSATDM o;-stable degg ;, donco; agit surf) comme
(0)"ow(i), ol w(i) est I'élément de plus grande longueur du groupe de Weyp;de
(sous-systeme de racines dede type D;_2;) et n =0 ou 1 selon que est pair ou
impair; de pluso; fixe la sous-algébre dérivée d%(tR) Si 2 <1 — 2, on en déduit

queo; = (p)"a)w(z)explad(h) avech € tR, donc en conjuguant encore par I'élément
H = expi ad( ), qui stablllseh et qui commute &,@’, et w/, on peut supposer que
(p)”ww(z) ®1.Si2=1-1, commeo; est induit par un automorphisme intérieur
de(g)p on voit ques; induit o surb puis, avec le Lemme 7.3, que 'on peut supposer
= pw. Onagg,; = (gR)i)p dans tous les cas.

(b) Description deggr ;—; : On considére le systéme de racines A(g, 5) muni de sa
base de racines = {1, ..., o).
Dans le cag = 1, on pose8o = a&;_1 etyo = 6(Bo) = &;.
Dans le cag = 2, on pose :
Bo= a2, Yo=0o—2+o-1+a,
Br=0-3+a-2+a-1,

yi=pB) =a-3+a_2+a.

Danslecaskig[%],on pose pouj =0,1,...,i —3:

Bj=Cu—i—j+ -+ i+ it
vi=Bj+2(_iyjr1+-+a-2) +a-1+a,
Bi—2=a-2i42+ -+ &+ +a-2,
Yiee=PBi—2+a—1+a,
Bi—1=ai—zit1+ - +o—i+-+a-1,
Vicr=pBi—) =02ip1+--+ @2+ a.

On associe a chacune de cesr&cines (qui sont fortement orthogonales)sistriplet
dansg et on définit, avec les notations usuelles,

i—1
= " (Rieg; + f5,) ®R(ey, + fr))).
j=0

C'est uneSATDMdegRl ; qui est stable pap éto;_; ; par consequentR ® 1 est une
SATDMde (gRl ,)” stable parp. De plus,o;—; vaut—Id surtR et +1d sur I'algébre
dérivée du centralisateur d@ danSg

En conjuguant pad = H Aﬁj v (qui commute &, ®, w, ®'), ON peut supposer

queo;—; = Hj:O(rﬂ_,'ryj)Tlfl etig = j:O(RIBj @ Ryj).
La sous-algebre
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i—2
()" = (Z(Rﬁ; b Ry})) OR(BiT1+ A(Bi 1))

j=0

2i-3
= (Z R(pr—2i+j — 13121'+j+1)) ®R(pr + pi—1— pi-2)
j=0

définit uneSAT[ZMde(ﬁR,l_j)ﬁ. En particulierg;—; est l'identité sur I'algébre dérivée du
centralisateur dég da}ns(ﬁ)/). L
Soity;_;i :={a € A;a(t) =0,Vt € (tg)?}.On a:

!
Yi-i = :Ot = Znsas €A m2i=n-2i41="-=n-2=N-1 +n1}-
s=1

Onposeuy =da1+ a2+ +a—1 €Y etpuo=p(u1) =1+ -+ a2+ & € Y.
On constate que(f11) = o;_; (11) = u2, et d’aprés le Lemme 5.7.4, les deux involutions
f eto;_; coincident sur I'algébre dérivée @& ((iz)?) : algébre de Lie simple de type
Di—2i41.

On associe a chacune des deux racipgest 2, qui sont dansj;_;, un sly-triplet
dansg. Ainsi, la sous-algébre

a:= ((iR)ﬁ ®1) OR((epy — €uy) @1 + (fry — fup) ®17)

est uneSATDMde(g]%g_l_i)” fixe parp et stable pas;_; ; c’est donc aussi unBATDMde
IR 1—i-

On considére lelx-triplet {(e,,, —e,,) ®1, 1+ 13, (fuy — fu,) @11} etonnotery, ,,
la réflexion par rapport 6ui + ©2). Soit B, I'élément du groupe adjoint devérifiant

(eﬂl _eﬂz)®t+(fﬂl - fuz)@til:Bt(Mi‘i_Mé) :Bl‘(zﬁl)

(cf. 5.3). En conjuguant pat, (qui commute &, o', 5 et fixe (tr)? ® 1), on peut supposer
que

i-1

Ol—i =F¥uq,uo l_[(rﬁjr]/j)fl—[a
j=0

et quea := (tr)?) 1) @ Rp1 est uneSATDMde(g]}g_l_i)” et degﬁ%,z_i-

Linvolution ., ., (etdonas;—;) ne respecte pas la graduation de la réalisation standard
deg, puisquer,, ., (d) =d — (ui+ pu3) =d — 2p1. Par conséquent,, .., (et donco;_;)
fixe d — p1, et la réalisatiori(g, 671, —1) de g est adaptée 8,, .., (et donc &s;_;). On
note 3, 'automorphisme involutifo?) ® ¢ degl.
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Soitg;_; :={a € A ;a(a)=0}.0Ona:

I
bi-i = {01 = Znsas €A n1=0m_z=n_oiy1=-=m-2=n-1+ nl}.
s=1

Supposons 2< [ — 1; alors le sous-systeme de racings; de A est de typeD;_»;, et
(&2, 63, ... 6121, (&1-2i + -+ &1-1). (@2 + -+ &2 + &)} en est une base de
racines. Soiw I'élément du groupe de Weyl dé& défini par

w=2i...r2)I241...73)...(r—2...r1-2i).

On a 1w({&2,563,.- cQ—2i—1, (@—2i + -+ &-1), (-2 + - + @2 + a)}) =
{211, 62142, ...\ 0 1,oq} En conjuguant paw (qui commute av, ', et 51), on peut
supposer que; — ,—(Z 21+1Z(x,)ﬂA Ainsi,ona:

m Ker(a) = ZRP}

QEP

On constate alors (puisque_; fixe [Cg(a)]') queo;—; agit surh comme l'involution
(0)"ow(i), olln =0 ou 1, selon qué est pair ou impair, ew(i) est I'élément de
plus grande longueur du groupe de Weyldgle; ; donc il eX|steh €atel que 0/ =
(0)"ow (i) expi ad(h). En conjuguant par I'élémer = expi ad( ), qui StabI|Ide et qui
commute 3, 51, etw’, on peut supposer que_; = (p)"ow() ® 1 surg .

Si2 =1 -1, on adirectement

-1
o= Rp; = (hr)"
j=1

et commeal ; est induit par un automorphisme mterleur(@eﬂ on voit quecr, _; induit
1) surh puis avec le Lemme 7.3 que l'on peut suppasef = (p®) ® 1 surg?.
Ainsi, on agR.l—z = gR, etgr/—i = (g]R_l)/’1 dans tous les cas.

7.5.2. Comparaison des deux formes

D'apres les modifications faites en 7.5.1, opw& = (g, ,)” etgr.—i = (g5 )™, avec
p1 = pt1. Supposons que les deux formes sont isomorphes. L'algghre= Zfi:lRﬁj
est uneSATDMpour les deux formegg ; etgr ;—; ainsique pougﬂlie’i. L'image réciproque
par I'isomorphisme dgg ; surgg ;—; detg 1, Notéetg 2, est une secondBATDMde g ;
et deg]%g_i. On va essayer de la comparetzd .

(a)Le cocycler : D'aprés la Proposition 7.2, il existe, popie= 1, 2, une sous-algebre de
Cartanh; deg” qui est stable pas/ et contientty ;, et il existe une base de racinesde
A(g, h;) etg e G tels queg(hy) = b2, g(tr,1) = tr,2, €t g(m1) = m2. De plus,g échange
les racines der; et 7, possédant la méme numérotation, et I'élément g~1o’(g) fixe



H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443-513 505

h1 et la sous-algebre de Cartab de (g1)” contenant;. On sait également que Giest
le groupe algébrique simplement connexe assogiéa a AdG1) = Ad(G(C[t, r71])) et
Ad(G) c Ad((G1)?). Ainsi, on peut regarder Ad) comme I'image par Ad d’un élément
noté encore, avean € T = T (C[t,1~1]), oUT est le tore maximal dé correspondantala
sous-algébre de Cartdp de (g1)”. On identifie le tore” & (C[r, 1 ~1]*)" via les coracines.
Commen est fixe parg, on peut écrire

n=(uat®, . wgpt®2 "t (= 1)y gL,

avecu; cC*, n;eZ,i=1,...,1-1.
En regardant I'expression @, on constate que :
—-siz<l—1,0ona:
o/ (o) =ap sik<2i,
o (af) = —ap sik>2i,

of (o) = azi + 221+ -+ a1 ’2) + "1+ ai;
—-siz=I/-1,0ona:

of(ak) =af sik<Il-1,

of (1) =aj, etdonc of(f) =0y 1.

Par conséquent, on a:
—pourd=1—1,0/(vat™, ... opt™) = (vt "L, L op T op gL,
—etpour2<l—1,0na:

of (var™, .. o™ = (Bar 7", L it T ()P (D) T 2R

ey (02)2 (=) ~He 222 o (y_q) "L TmE ML o () "L M2,

Ainsi, la conditions/ (n) = n~1 équivaut aux conditions suivantes :
—siZ=1-1,lux|=1,k=1,...,1—1, etn;_1 pair,

_ PP _ _ _ '-_2_’22'+k R . _ 9 .

SI2<_Z 1,|uk|—1,k—1,...,21,u2i——u2§_+ketnz,—n2,+k,k—l,...,l 2i—2;
uj—1
uj—1’

g = etny =n;_1.
(b) Modification den : Soitm un élément dg? défini par

m = (vi?™, . vt ®M2, y g™t (= D)Ly ™Y,

On poseg’ = gm etn’ = g'_lal.’(g’) = m_lnal.'(m) = nm_loi/(m).
Siz=/-1,0ona:



506 H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443-513

”ll

UL 2(ny— U2 -
n' = (ug—=2m=2m0 oy, $2(n1-2—=2m;_2) ( 1)1 u-1= 2my-1)
v1 U2 V-1

(=1)"-1yy_ 1 ( 1)mi- 1p(n1=2m 1))

Commeluy| =1, k=1,...,1 — 1, etn;_1 est pair, on peut prendrg, = 3—2 k =
LA=1:ng—2mpy=00ulk=12...,1—2,etn_1=2m;_1.
Ainsi n’ s'écrit 1 n’ = (131, ..., 122 (=1)y™m-1 (—1)™-1) g =0o0u l;k=1,...,
- 2.
Si2zi<l-1,ona:

- =2
1 v2i o . v L .
}’l/ =\u1— 2(”1 2m1) e U _ltz(n21 2m21)’ Ui+1 2i 2t2("21 2m21)’
v1 v2; [v2i 41l
U5 2y —2mp) V2i _ (ngi—2ma) n V2i (ny—2mo)
ulfz—t 2i 2i 7”171— 2i — 2i ( 1) 21ul 1 t 2i 2i .
lui—2|? lur—1/? [vi-1]

On peut donc supposay, = 9—k k=1,...,2i, ce qui entrain, pour X k <1 —2i — 2,
itk — 2 — (“21 )2. On constate alors qu% usi1x € R, et on peut donc supposer que

U2i+k
A =41,
\v2i+k\

U2i-+k
On a égalemerit=" = ito; = —gg{ ; on constate donc que;u; 1 € R, et quitte a changer
- i

le signe devy;, on peut supposer qug;u;_1 € RT et’”*lmﬁzi\z =1
Ainsi n’ s'écrit :

n = (tzsl, o, t2s2i, 82,'.;.1[252’, o, 81_21‘252’, 152 (—1)52’tS2i)

avecsy =00ulk=1,...,2,etg=3+1,k=2i+1,...,1-2.
(c) Nullité desy; dans le ca®i <1 —1: Sisy =1, on montre qu'il n’existe pas de
g2 €G(C[t,t71))” tel que

g to'(g) = (tzsl, o 12271 12 oo a2 ot —1).

On va d’abord en trouver un dans un mauvais groupe. Pour cela on va décrire I'action de
o/ en terme de matrices.

Soit G le groupe algébrique simplement connexe associé a l'algébre de Lie simple
complexeg (= so(2/,C)). Le groupeG est le revétement simplement connexe de
sQ2l, €).

On considéreCZ muni de la basder, e, ..., e/, e_1,e_j41,...,e—2,e_1) et de la
forme bilinéaire symétrique et non dégénépidéfinie par :

Blej,ej)=6;—j; i, jel{xl £2,...,£l}.
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Le sous-groupe commutaflf de G défini par
T = {Diag(al, az,...,a;,d—j,d—j41,...,4-2,d-1) ; d—| = L k=12, ...,l}
est un tore maximal dé. Pourk =1, 2, ...,1, on notes; le caractere d& défini par
&k (Diag(al, az,...,ap,d—g,a—j4+1, ...,d—2, a_l)) =a; € C*,
et A le cocaractére d& défini par :
r(z)=Diag1,1,...,1,z,1,...,1,z7L1,....DeT

ol z (respectivement1) est lek'®M€ (respectivement le—k)1€™9) coefficient de la matrice
diagonalev, (z).

On a une base de racings= {a1, a2, ..., o} du systeme de racines(g, T) telle que
aj=¢—¢&+1,i=12,...,1 -1, ety =¢/_1+¢.

La base de coracines” correspondant ar est telle quea; = A; — Ajy1, | =
1,2,...,1 =1, eta] =r_1+ 7.

Lautomorphisme de diagramme involufif de G défini par : p{a;) = a;, i =1, 2,
..., 1—2,etp(a;_1) = oy, correspond, en terme de matrices, a la conjugaison par la matrice
inversible

(I1-1) 0
0 1
r= 0 10
0 (I1-1)
La réflexion Ry par rapport & (k=1,2,...,1) agit surG ou g par 'automorphisme
intérieur AdexpXy expYy expXy), ou Xy = Exx+1 — E—x—1,—k, Yo = —"Xi, k=12,
=1, etX;=FE;_1_;— E;_;41, Y1 = —"X; (notation de [12, VIII]).
On remarque que, pow = 1,2,...,1 — 1, l'automorphismeR; de G agit par la
conjugaison par la matrice

(I-1) 0 0
0 1
0 1 0 0
ry = 0 0 (I20-k-1)) 0 0
0 -1
0 0 0 <1 0 > 0
0 0 0 0 (fk-1)
et R; agit par la conjugaison par
(I1-2) 0 0
0O 01 O
0O 0 0 -1
r=1 0 -1 00 0 0
0O 1 0 O
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On considére linvolutions? = (8)"@w(i), ol w(i) = (Roiy1...Ri—1R)' %71 est
I'élément de plus grande longueur dans le groupe de Weyl du sous-systéeme de racines
engendré pafog; 11, - .., o_1, o) ; selon la parité dé n = 0 ou 1, ew est I'involution de
Cartan @(X) = ’X_l). La semi-involution de Cartasn’ agit pare’ (X) = ix 1

On vérifie par le calcul quéo)"w(i) agit par la conjugaison par

(121) 0 0
0O ... 0 ¢
Se = 0 0 0
0 ¢
e 0 ... O
0 0 (I2:)

avece = (—1)/1.
La semi-involutions] := 6;@’ agit surso(2/, C) pare;(X) = s¢ Xse.
La semi-involutions? induit surC? la semi-involutions,, telle que

Se(zts o2zt z-1) = (2. oz 2y 2y)

avecz; = i, Si k| < 2i, etz; = ez, Si|k| > 2i.
La forme réelle d&€? associée &, est

Ve= P Rex@®@Re ) ® (@(R(ek +eet) @ iR(ex — 8ek))>.

1<k<2i k>2i

La restriction avg de la forme bilinéaireB est de signatur€i, 21 — 2i) sil est pair, et
(21 — 2i, 2i) sil est impair. La forme réelle de (2!, C) associée &i’°estso(2i, 20 — 2i) si
[ est pair, eto(2] — 2i, 2i) sil est impair.

Ainsi, la semi-involutions; := &/ ® /' de G(C[t, +~1]) ou deso(2/, C[t,t~1]) agit par
la conjugaison pas; et la transformation’ sur les coefficients des matrice§ P (¢)) =
P .

On reprend, lorsquei2< | — 1, I'expression de:’ obtenue au (b) et on suppose que
s2; = 1. En terme de matrices, on a

n’ =Diag(P1, P2,..., P, P_;,..., P_3, P_1)

avecPy = 1%1; P, = 2(5x=5%-1 k=2 3, ..., 2i (en particulier, on aPp; = r2(1—52-1));
Poii1=¢2i41; Pj=¢jej_1, j=20+2,...,1 —2; P_1=—¢2; PP=—1; Py =
PCLVk=1,2,...,1.

Soith la matrice deGLy (C[z, r~1]) définie par

h = Diag(Q:I-? QZ’ AR Ql’ Q*l’ MR Q*Z’ Q*l)

avecQy =1"%1; Qp =t~ %1 k=2 3..., 2i (en particulier, on a2y = r2-1=D):
Oi=1j=2i+1...,1,0,=-1,041=—-8-2;, O_j=¢jej_1, j=2i +
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2, =25 Qi1 =641, Qogi =t17%21; QU =71 k=22 — 1,
Q_1=1"1

Alors h=o](h) =n' = g710](g), et donco; fixe gh L.

On prendr = 1 et on note encorg eth les évaluations en 1 des matrices inversilgles
eth. On remarque alors qugh ! est fixe paw’, c'est donc un automorphisrifelinéaire
de V. On considére la famillé de vecteurs (deux a deux orthogonaux relativemesit a
de Vg forméedesy = e —ee_y, k=1,2,...,2i, etdey = ¢; + ce_;, avece = (—1)/ L.
On vérifie facilement quér—t(v) = v, k =1,2,...,2i et quehL(v) = ¢, — ce_.
Commeg’ respecte la forme bilinéair8 de Vg, alors la familleg’n~1(F) de Vg (qui
est de cardinal2+ 1) vérifie

B(g/h_lvj, g/h_lvk) = B(h_lvj, h_lvk) =-2e8;k, J,k=1,2,...,2i1.

Ceci contredit le fait quéB, V) est de signatur&i, 2/ — 2i) sil est pair, e{(2] — 2i, 2i)
sil estimpair.
On a donc nécessairemept = 0, et I'expression de’ (lorsque 2 < — 1) devient

n = g/_lai'(g/) = (tzsl, e, t252,_1’ 1, e241,...,81-2,1, 1)

avece, ==x1,k=2i+1,...,1 — 2.
(d) Comparaison On revient a la situation générale (i.ei, 2! — 1) et on notemn’
I'élément deG (C[z, r~1]) défini par

m = (L1 ),
On poseg” = g'm’ etn” = g"~1o/(g"). On a:
n' = m/_ln'a-'(m') = n/m/_lal-'(m') =@1,...,1,e241,...,€)

avecg, =+1,k=2i+1,...,1. '

L'automorphisme intérieug” deg? (qui ne stabilise pag) transformet; = Z,f’zl(Cﬁk
enty, ethy enhy, et agit commer ou g’ sur les systemes de racindsg, t1) et A(g, b1).

Poura e A(Gﬁ%,p tg 1), On note respectivement, 4, g, a1, 9, 4 €t g, i1 les espaces
radiciels associés@dansgg i, 0, ;» 0 €tg". On age, 4 = g, i N gy 41-

On munitA(g]’é’l.,tR,l) de la bas€{@s, az,...,a} et on remarque que pour toute
racinea € {a1, @2, ...,a2 -1}, a est la classe d’'une unique racipede A(g, h1) et de
A(gt, h) (ou est 'unique sous-algébre de Cartan(g®)” contenant). Par conséquent,
I'espace radicieljy, 4 est unA-module libre de rang 1. De plug,(n”) = 1, et comme
o (g") =g"n", labijectionX — ¢" X deg, 7 sur son image est'-covariante.

On considere une racinee {&1, a2, ..., az—1} €t on noteB son image pag, g’ ou
g" dansA(gﬁg{’i, tr,2). L'espace radiciefig 4 (relativement &g ) est isomorphe (en tant
gue A-module) z‘ig‘l(g,s,A) = g/_l(g,g,A). De plus, on a (avec des notations évidentes)
98.4 =054 N08p A1 etg”_l(gﬁ,Al) =gy a1, d00:
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g Mop) =¢85 i N85 40 =0, 1N & (@541

-1
=0, iNm'g" (g5 41) = 8, 1 N1 (8, 41)
2i—1

= 00,4 N (tMaga,A1)1 avecMy = Z SkOl(O_l];).
k=1

On remarque que la structure dumoduleg,, ; N (Z‘M‘Xga!Al) (qui est isomorphe, en tant
queA-module, 34 NM« A) ne dépend que de la parité . De plusg, ;N (tMg, 41)
est isomorphe @, ; N g, 41 = ga,4 Si €t seulement sM,, est pair; en effet, sM, est
impair, le A-moduleA N M~ Al est isomorphe & + 11 A +i(r — t~1)A qui n’est pas
un A-module libre.

On noteN,, la classe dé4, modulo 2 et on remarque que :

Nay =52 Nag=s2+54; ... 5 Nay =% +52%+2; -.. 3 Nay_, =52i-2
etona
i—1 i—1
Z Nagor = ZZSZk modulo 2
k=0 k=1
Ainsi, on constate que le nombre des racimes{az+1;k=1,2,...,i —1} telles que les

A-modules correspondargg, 4 ne sont pas libres est pair.
L'automorphisme intérieur A@) envoiesr1 sur 2 en respectant la numérotation, et
en considérant dange ;—; les espaces radiciels associés au méme ensemble de racines
{at1,k=1,2,...,i — 1}, on s'apergoit que ld-modulegg, 4 est non libre pous = a1
et libre pour les autres racines. D’ou la contradiction.
Les deux formes réellgg ; etgr ;—; ne sont donc pas isomorphesa

Théoréme 7.6. La table du paragraph® est une liste compléte et non redondante des
formes réelles presque compactes non compactes des algebres de Kac—Moody affines
deux éléments distincts de cette liste ne sont pas isomorphes.

Démonstration. On a vu au début de ce paragraphe que seuls deux cas particuliers
restaient a traiter et on les a examinés en 7.4 et 1.b.

Au vu des résultats de [23] rappelés en 2.8, 2.9 et 2.10, on a donc :

Corollaire 7.7. 1l'y a bijection entre les classes de conjugaigeausAut(g)) de formes
réelles presque compactes non compactes d’'une algébre de Kac—Moodyyadtines
classes de conjugaison d’involutions de premiére espege de

Corollaire 7.8. Soit gr une forme réelle presque compacte non compacte d’algebre
de Kac—Moody affine. Alors les objets suivants forment chacun une unique classe de
conjugaison sous le groupkut(g)? des automorphismes qui commuteit'a
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— les involutions de Cartan dgr,
— les sous-algébres de Cartan maximalement compactgg.de
— les sous-algébres compactes maximaleggde

N.B. : Le type des sous-algébres compactes maximalgg @st indiqué dans [6].

Notations

1.1:
1.2:
1.3:
14:

15
1.6:
1.11

2.1:
2.2:
25:
2.7

2.14

4.6:
7.0:

L
2.15:

Aagybyel'yﬁagayAyHaaiaa}ly Wy riyArey Aimyc

G,Ad, Uy, exp,H
b+, b~

H, o, Int(g), AdG = Int'(g) = Int(g'), Aut(A), i, Auti(g'), Aut(g)), Tr, Auti(g),

Aut(g)

:§18m1§.j1b15=h01 [(§79’8I‘H):[IC| dlAlnlllA

g//, [//, T, A

. A_j, 3, Di, @
1.12:
1.16:
1.19:

=
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3
»1
]

Intrr(g), Extr(g)

o',

i )
2.13:

- o
Tj, Tj, Tj
!
&

Ve
KS I AS

ALKY e A K, AL KLY A K, gL, G 5, T

Définitions

adjoint (groupe)

adapté, presque adapté

compacte (forme ou semi-involution)
décomposition de Cartan

déployée ou normale (forme)

diagramme (automorphisme de)

entiere SATDM

espece (automorphisme de premiére ou seconde)
graduation (élément de)

indice (de Tits)

intérieur, presque intérieur (automorphisme)
involution de Cartan (dg, degr)

a, I, pi, pi

1.4
2.7,3.2,34,39,7.1
2.5
2.7
2.1
1.4
1.15
13
15
4.8
14,22
1.4,2.7
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maximalement compacte ou déployée ou fixXeaQ 2.7,3.1,4.2
pseudo-complexe 2.15
poids fondamentaux 1.5,1.115
presque compacte, presque déployée (forme) 2.6
rang relatif 4.8
réalisation 15
réductive-affine (algébre) 15
SABIsous-algébre de Borel-lwahori 1.3
SABFsous-algébre de Borel fractionnaire 1.16
SACsous-algébre de Cartan 1.3,1.15
SAPFsous-algébre parabolique fractionnaire 1.19
SATD SATDMsous-algébre torique déployée (maximale) 1.15
semi-linéaire, semi-involution 2.1
SI1, SI2 semi-involution de premiére ou seconde espece 2.6
SICsemi-involution de Cartan (ou compacte) 2.5
sous-algébre compacte maximale 2.7
standard 1.1,1.5,1.9,1.11.3,25
translation (application) 1.6
transvection 1.4
tordue ou non tordue (algébre affine) 1.9
type d'une algébre affine : A%, X% 1.6
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