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Résumé

Real forms of affine Kac–Moody Lie algebras are either almost split or almost compact. A
split ones have been already classified [J. Algebra 171, 43–96]. We give here a complete class
of almost compact real forms. Among other results this involves a study à la Borel–Tits of
forms.
 2003 Elsevier Inc. All rights reserved.

Introduction

Les algèbres de Kac–Moody affines sont les généralisations les plus utiles en dim
infinie des algèbres de Lie semi-simples complexes et il est logique de s’intéresser
formes réelles, c’est-à-dire à des algèbres de Lie réelles qui, une fois tensoriséesC,
deviennent isomorphes à une algèbre de Kac–Moody affine [27]. Il se trouve qu
formes se répartissent naturellement en deux classes : les formes presque déployé
formes presque compactes. Nous avons déjà étudié et entièrement classifié les pr
[2,7] et nous nous intéressons ici aux secondes ; elles ont déjà été étudiées dans
cas particuliers [1,9] et de manière plus générale dans [23].
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L’idée de [23] pour classifier ces formes presque compactes est de les compa
formes compactes, définies par exemple dans [15]. Plus précisément, si la forgR

(presque compacte, mais non compacte) correspond à une conjugaisonσ ′ de l’algèbre
de Kac–Moody affineg, il existe une conjugaisonω′ compacte (i.e., correspondant à u
forme compacte) deg qui commute àσ ′ ; ainsiσ = σ ′ω′ est une involution linéaire deg,
dite de Cartan qui est « de première espèce » (1.3). Malheureusement, cela ne s
pas aussi bien que dans le cas classique ou le cas presque déployé [2,7] et on
ainsi dans [23] uniquement une bijection entre les classes de conjugaison d’involuti
première espèce deg et les classes de conjugaison de paires(gR, σ ) formées d’une forme
réelle presque compacte non compacte et d’une involution de Cartan (2.8 et 2.9).
la classification par F. Levstein [19] et J. Bausch [6] des involutions de première e
fournit une liste complète (reproduite ici dans une table) des formes presque com
non compactes d’algèbres de Kac–Moody affines ; mais il était à priori possible que
formes de cette liste soient isomorphes. On montre dans cet article que ce n’est pa
(Théorème 7.6).

Pour cela nous introduisons des invariants à isomorphismes près de ces formes
Le premier est classique (formes intérieures ou formes extérieures), c’est la cla
conjugaison de l’automorphisme de diagrammeρ associé àσ ouσ ′. Pour les autres il fau
réaliser l’algèbre affine comme algèbre de lacets, tordue ou non tordue. Plus précis
le quotientg′′ de l’algèbre dérivée deg par son centre est, dans le cas non tordu, d
formeg̊⊗ C[t, t−1], où g̊ est une algèbre de Lie simple complexe ; de manière générag′′
est l’algèbre des points fixes d’un automorphisme, d’ordrek = 1,2 ou 3, deg̊ ⊗ C[t, t−1].
La forme réelleg′′

R
de g′′ qui nous intéresse admet des quotients simples de dime

finie qui sont soit une forme réelle deg̊, soit g̊ considérée comme algèbre de Lie réelle ;
montre que l’on obtient ainsi un invariant (2.15, 3.10 et 3.11).

L’algèbre associativeA = C[tk, t−k] est canoniquement associée àg (1.10) etg′′ est
uneA-algèbre de Lie. En particulier, la conjugaisonσ ′ de g par rapport àgR induit un
automorphismeσ ′ de A, qui détermine un signeεk tel queσ ′(tk) ∈ R∗+εkt−k (cf. 2.4 et
2.13). Par comparaison avec l’invariant précédent, on affine cet invariant en un n
invariant : le signeε (6.6).

Une autre voie d’approche est de comparer ces formes réelles aux formes pres
ployées. Plus précisément, on cherche les sous-algèbres toriques déployées ma
(SATDM) de g′′

R
, c’est-à-dire les sous-algèbres commutatives deg′′

R
qui sont diagonali-

sables à valeurs propres réelles pour la représentation adjointe et maximales po
propriété. Malheureusement cesSATDM ne sont, en général, pas conjuguées (4.9)
montre cependant (4.8) qu’elles ont toutes la même dimension : le rang relatif deg′′

R
qui

est le quatrième invariant. Pour cela on se ramène aux résultats de Borel et Tits [1
les groupes réductifs sur les corps :g′′

R
est uneAσ

′
-algèbre de Lie, et en tensorisant par

corps de fractionsKε = C(tk)σ
′
deAσ

′
, on obtient une algèbre de Lie simple surKε qui

est en fait une forme de̊g⊗C(t) et est canoniquement associée àgR. Si tR est uneSATDM
deg′′

R
, on montre (Théorème 4.7) quetR ⊗R Kε est uneSATDMdegKε ; la dimension detR

est donc bien un invariant. De plus, l’indice degKε , au sens de Tits [30], est un cinquièm
invariant, plus fin que le précédent mais à peine plus discriminant en fait (Table).

La table du paragraphe 6 indique tous ces invariants pour les formes déduites de
de Bausch. On s’aperçoit qu’il reste encore un très petit nombre de cas particuli
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on ne sait pas encore décider si les formes sont ou non isomorphes. On est alors
à regarder de plus près ces cas résiduels : on détermine la structure commeA

σ ′
-module

(libre ou non libre, mais de rang 1) de certains espaces radiciels deg′′
R

par rapport àtR.
Ceci permet de lever l’incertitude : il n’y a donc aucun isomorphisme entre les fo
réelles presque compactes décrites dans la table (Théorème 7.6) et en conséque
a bijection entre formes réelles presque compactes non compactes deg et involutions de
première espèce deg ; les involutions de Cartan d’une forme réelle presque compacte
conjuguées (Corollaires 7.7 et 7.8).

Pour arriver à ce résultat, nous avons été amenés à développer une théorie à la
Tits des formes réelles presque compactes, qui a beaucoup moins de ressemblanc
cas classique que pour les formes presque déployées [2]. Nous espérons approfon
étude ultérieurement.

Le paragraphe 1 est consacré aux généralités sur les algèbres de Kac–Moody
et leurs réalisations comme algèbres de lacets. Nous y introduisons aussi, dans le
tordu, l’algèbre de LiegC(t) = g̃ et y étudions des propriétés des sous-algèbres parabo
(fractionnaires) de celle-ci. Au paragraphe 2, nous parlons de formes réelles en ra
les résultats de [23] et nous étudions les quotients simples deg′′

R
. Le paragraphe 3 introdu

la notion de réalisation adaptée, ce qui permet une démonstration simple d’un
nombre de résultats. L’étude théorique du rang relatif deg′′

R
est effectuée au paragraphe

tandis que le principe de son calcul effectif est montré au paragraphe 5. La table des
réelles presque compactes non compactes occupe avec ses explications le parag
Enfin, au paragraphe 7, on étudie les cas particuliers résiduels pour énoncer e
résultats principaux. Un index récapitule les principales notations et définitions.

Cet article reprend (surtout au paragraphe 3 et paragraphe 5) une partie des r
de la thèse [7] du premier auteur. Par ailleurs, nous remercions le Comité Mixte F
Tunisien de Coopération Universitaire qui, en facilitant nos rencontres, a grandeme
à l’élaboration de cet article.

1. Algèbres de Kac–Moody affines

1.1. On considère une algèbre de Kac–Moody complexeg que l’on suppose construit
comme dans [15] et avec toutes ses composantes de dimension infinie. Pour les r
standard suivants, on renvoie à [15] et [20] ou parfois à [16,17,23,25] ou [2]. Il exist
matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice de Kac–Moody)A = (ai,j )i,j∈I
telle queg = g(A) soit engendrée par l’algèbre de Cartan standardh et des élémentsei, fi
pouri ∈ I . On a la décompositiong = h⊕ (⊕α∈∆ gα), où∆ désigne le système de racin
∆(g,h) ⊂ h∗ \ {0}. On noteΠ = {αi ; i ∈ I } la base (standard) de∆. L’ensemble des
racines positives (respectivement négatives) est∆+ = ∆ ∩ (⊕i∈I Nαi) (respectivemen
∆− = −∆+).

Les coracinesαǐ dansh sont telles queai,j = αj (αǐ ) pour touti, j . Le groupe de Wey
W de (g,h) est engendré par l’ensembleS des réflexions fondamentalesri définies par
ri (h)= h− αi(h)αǐ pourh ∈ h. Uneracine réelleest une racine conjuguée parW à une
racine dansΠ , leur ensemble est noté∆re. Les éléments de∆im =∆ \∆re sont lesracines
imaginaires. Le centre deg estc = {h ∈ h ;α(h)= 0, ∀α ∈Π}.
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1.2. On définit un groupeG (ne dépendant que de l’algèbre dérivéeg′) agissant su
g par la représentation adjointe Ad :G→ Aut(g). Il est engendré par des sous-grou
Uα , pourα racine réelle, isomorphes aux groupes additifsgα par un isomorphisme ex
tel que Ad◦ exp= exp◦ ad. Le groupeH associé à la sous-algèbre de Cartan stan
h est l’ensemble desg ∈G qui agissent surgα (pourα ∈ ∆ ∪ {0}) par multiplication par
un scalaireα(g) dépendant multiplicativement deα (en particulierH fixe h = g0). Ainsi,
pourh ∈H etX ∈ gα , on ahexp(X)h−1 = exp(α(h)X), et doncH normaliseUα .

1.3. Une sous-algèbre de Cartan(SACen abrégé) deg est une sous-algèbre de L
adg-diagonalisable (pour des valeurs propres complexes) maximale. LesSACde g sont
conjuguées parG. Une sous-algèbre de Borel–Iwahori1 (SABI) de g est une sous
algèbre de Lie complètement résoluble maximale deg. C’est le cas des sous-algèbr
b+ = h ⊕ (⊕α∈∆+ gα) [ou b− = h ⊕ (⊕α∈∆− gα)] appelées respectivement sous-algè
de Borel–Iwahori standard positive ou négative. Ces sous-algèbres de Borel–Iwahb+
et b− ne sont pas conjuguées parG. Les sous-algèbres de Borel–Iwahori conjugu
parG à b+ (respectivementb−) sont ditespositives(respectivementnégatives). Si g est
indécomposable, touteSABIest positive ou négative.

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) deg agit de manière compatible à A
surG et donc transforme deuxSABIconjuguées en deuxSABI conjuguées ; il est dit d
première espèce(respectivementseconde espèce) s’il transforme uneSABIpositive en une
SABIpositive (respectivement négative). Sig est indécomposable, tout automorphisme
de première ou de seconde espèce.

1.4. Automorphismes deg

Soith la SACstandard deg. On définit dans [20] un groupẽH qui agit surG etg et qui,
dans le cas complexe, vérifie Ad(H̃ )= expad(h). L’ involution de Cartanω deg est définie
parω(ei) = −fi , ω(fi ) = −ei et ω(h) = −h pourh ∈ h ; elle dépend donc du choix d
l’épinglage(h,Π, (ei , fi)i∈I ) de 1.1. Legroupe des automorphismes intérieursde g est
l’image Int(g) := Ad(H̃ � G) du produit semi-direct dẽH etG. Son groupe dérivé es
le groupe adjointAd(G) (noté aussi Int′(g) ou Int(g′)) ou groupe des automorphism
intérieurs de l’algèbre dérivéeg′. Ces groupes sont intrinsèquement définis parg (cf.
[23]). On considère le groupe Aut(A) des permutationsρ de I telles queaρi,ρj = ai,j
pour i, j ∈ I . On en déduit une action fidèle de Aut(A) sur g′ en posantρ(ei) = eρi
et ρ(fi) = fρi ; cette action commute àω, et ρ(h′) = h′, où h′ = h ∩ g′ = ⊕

Cαǐ ;
plus précisément,ρ(αǐ) = αρ̌i . D’après [20], le groupe Aut(A)� Int(g) (respectivemen
(Aut(A)�Ω)� Int(g), oùΩ désigne le groupe commutatif engendré par les involut
de Cartan des composantes deg, avecΩ = {1,ω} dans le cas affine) est le grou
Aut1(g′) des automorphismes de première espèce (respectivement le groupe Aut(g′) de
tous les automorphismes) deg′ (ou g/c ou g′/c). On peut prolonger l’action de Aut(A)

1 Le nom usuel, en théorie de Kac–Moody, est sous-algèbre de Borel, mais dans le cadre des algèbre
Moody affines on rencontrera ici des sous-algèbres de Borel en un sens plus classique. Ce nom permettr
la confusion et se justifie aussi par le fait que ces sous-algèbres sont (dans le cas affine) liées aux sou
d’Iwahori des groupes réductifs sur les corps « locaux » d’égale caractéristique 0.
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de h′ à h, et donc deg′ à g, par le choix d’un supplémentaire deh′ dansh. On peut
ainsi considérer Aut(A) comme un groupe d’automorphismes (ditsde diagramme) de
(g,h), commutant àω et normalisant Aut1(g′) et Ω , et considérer Aut(g′) comme un
groupe d’automorphismes deg, mais ces définitions ne sont pas intrinsèques (cf. [2
Le sous-groupe Tr= Tr(g,g′, c) destransvectionsde g (noté Aut(g,g′) dans [18, 4.20])
est formé des automorphismes deg qui induisent l’identité surg′ (respectivementg/c
ou g′/c) ; il commute à Int(g) et ω, et est isomorphe au groupe additif des applicati
C-linéaires deg/g′ dansc (cf. [23]). Le groupe des automorphismes (respectivemen
automorphismes de première espèce) deg est Aut(g) = Aut(g′) � Tr (respectivemen
Aut1(g)= Aut1(g′)� Tr).

1.5. Réalisations des algèbres affines

Soient g̊ une algèbre de Lie complexe réductive,θ0 un automorphisme de̊g d’ordre
divisantm, εm = e2iπ/m une racine primitivemièmede l’unité, et(. , .) une forme bilinéaire
symétrique non dégénérée surg̊ invariante sous ad(g̊) et θ0 (lorsqueg̊ est semi-simple on
prendra pour(. , .) la forme de Killing).

Pourj ∈ Z, on poseg̊j := {x ∈ g̊ ; θ0(x) = (εm)jx} ; ce sous-espace de̊g ne dépend
que de la classe dej modulom, et g̊ = ⊕m−1

j=0 g̊j . D’après Borel–Mostow [10],θ0 fixe

un élément semi-simple régulierR de g̊. Notonsh̊ le centralisateur deR dansg̊ ; alors
h̊ est une sous-algèbre de Cartanθ0-stable deg̊, et h̄ = h̊0 := (h̊)θ0 = (h̊ ∩ g̊0) est une
sous-algèbre de Cartan deg̊0. On noteg l’algèbre de Lie infinie :

l
(
g̊, θ0, εm

) := (⊕
j∈Z

(
g̊j ⊗ tj ))⊕ Cc⊕ Cd.

La structure d’algèbre de Lie surg est telle quec est central et[
x ⊗ t i + αd,y ⊗ tj ]= [x, y] ⊗ t i+j + iδi,−j (x, y)c+ jαy ⊗ tj .

L’élément d agit diagonalement surg (via la représentation adjointe) avec des vale
propres entières et induit laZ-graduation évidente surl(g̊, θ0, εm) ; on dit qued est
l’ élément de graduationde l(g̊, θ0, εm). Ainsi, la sous-algèbreh = (h̄ ⊗ 1) ⊕ Cc ⊕ Cd

est une sous-algèbre de Cartan deg que l’on appelle standard (pour un choix stand
de h̊).

Remarques.

(1) On noteg1 = (
⊕
j∈Z
(g̊j ⊗ tj )) ⊕ Cc : c’est une sous-algèbre deg qui contient

l’algèbre dérivéeg′ (et lui est égale si̊g est semi-simple). De mêmeCc est contenu
dans le centre deg1 oug′ (et leur est égal si̊g est semi-simple).

(2) Lorsqueg̊ est simple, on retrouve la réalisation des algèbres de Kac–Moody affin
sens de Kac [15]. Lorsque̊g est commutative,g est une algèbre de Heisenberg infin
Lorsqueg̊ se décompose en produitg̊ = g̊1 ⊕ g̊2 d’algèbres de Lie stables parθ0,
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l’algèbreg1 ainsi obtenue est le quotient deg1
1 ⊕ g1

2 par le sous-espaceC(c1 − c2) de
son centre. Pour ces raisons, on peut dire que l’algèbre de Lieg ci-dessus définie
est presque un produit d’algèbres de Kac–Moody affines ; on l’appellera l’algèbre
réductive-affineassociée au couple(g̊, θ0) (cf. [22]).

Une réalisation d’une algèbre (réductive-) affineg est un isomorphisme deg sur une
algèbrel(g̊, θ, εm).

Notation. On note∆̊=∆(g̊, h̊) le système de racines deg̊ par rapport à la sous-algèbre
Cartanh̊, etΠ̊ = {α̊i ; i ∈ I̊ } la base de∆̊ déterminée parR. L’automorphismeθ0 permute
∆̊ en stabilisantΠ̊ . Ainsi ∆̄ = ∆(g̊, h̄) = {ᾱ = α̊|

h̄
; α̊ ∈ ∆̊} est le système de racines

g̊ par rapport à̄h, etΠ = {ᾱ ; α̊ ∈ Π̊} sa base. On a donc̊g = h̊ ⊕ (⊕ᾱ∈∆̄ g̊ᾱ). On note
(p̊i)i∈I̊ la base duale de̊Π dansh̊ dont les éléments sont lespoids fondamentaux. Cette
base est permutée parθ0. La base duale deΠ dansh̄ est donc formée des̄pi =∑

p̊j , où
la somme porte sur lesj tels queᾱj = ᾱi . Dans la suite, on identifie un élémentx de g̊

avec son imagex ⊗ 1 dansg (ou g1 ou g′′, cf. ci-dessous). En particulier, les̄pi sont des
éléments deh, et h̄ est une partie deh.

1.6. L’application translation (cf.[2] ou [24])

On note :

(1) g′′ = l′′(g̊, θ0, εm) le g1-moduleg1/Cc (c’est aussi une algèbre de Lie, identifiée a
la sous-algèbre

⊕
j∈Z
(g̊j ⊗ tj ) deg̊⊗C C[t, t−1]), etT l’ application translationdeg′′

définie parT (x ⊗ tj )= x ⊗ tj+m. L’applicationT ainsi définie est un automorphism
deg1-modules.
L’applicationφ :g′′/(Id − T )g′′ → g̊, définie parφ(x ⊗ tj )= (εm)jx, est un isomor-
phisme d’algèbres de Lie et permet d’identifier ces deux algèbres ; on peut e
remplacerεm par n’importe quelle racinemième de l’unité, mais on fixera ce choi
pour la suite.

(2) A l’algèbre (parfois appeléecentroïde) des endomorphismes linéaires deg′′ commu-
tant à l’action adjointe deg′ (oug′′). Pour tout polynôme de LaurentP ∈ C[tm, t−m],
la multiplication parP est un endomorphisme linéaire deg′′ qui appartient àA ; donc
C[tm, t−m] ⊂ A, et en particulierT ∈ A.

1.7. Changement de réalisation d’une algèbre

Soienth un élément de̊h0 à valeurs propres entières (pour la représentation adj
de g̊), p ∈ N∗, et εmp = e2iπ/(mp) une racinepième de εm. Alors H := exp(2iπ

mp
adh) est

un automorphisme de̊g tel queH(x) = (εmp)Nx pour x ∈ g̊ tel que[h,x] = Nx. Cet
automorphisme commute àθ0, et θ := θ0H est un automorphisme de̊g d’ordre divisant
mp. On considère donc l’algèbre de Lieg1 = l(g̊, θ, εmp) et on noteC, D et T1 les
analogues pourg1 dec, d etT pourg.
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Proposition 1.8(cf. [24] ou [2]). L’applicationψ :g → g1 définie par:

ψ
(
x ⊗ tj )= x ⊗ tpj+N + δj,0(h, x)C ; pourx ∈ g̊j tel que[h,x] =Nx,

ψ(c)= pC, ψ(d)= (D − h)/p,
est un isomorphisme d’algèbres de Lie qui commute aux applications translations dg′′ et
g′′

1 (i.e.,ψT ψ−1 = T1). Cet isomorphisme induit un isomorphisme entre les sous-algè

de Cartan standard deg et g1 associées à̊h.

Remarque. En particulier, lorsqueh = 0, on trouve quel(g̊, θ0, εm) est isomorphe à
l(g̊, θ0, εmp).

Corollaire 1.9. Lorsque g̊ est simple, l’algèbreg = l(g̊, θ0, εm) ne dépend(à un
isomorphisme près) que deg̊ et du plus petit entierk tel que (θ0)k soit intérieur. Il
existe alors un automorphisme de diagrammeξ de g̊ d’ordre k tel queg soit isomorphe à
l(g̊, ξ, εk).

Définition [15]. Dans ce cas, l’algèbre de Kac–Moody affineg est ditede typeAff k. Elle
est ditetorduesi k > 1 (donc= 2,3) et non torduesi k = 1 (on a alors en particulie
g′′ = g̊ ⊗C C[t, t−1]). Si le nom deg̊ estXn, alors le nom deg estX(k)n . La réalisation
l(g̊, ξ, εk) deg est ditestandard.

Démonstration. Il est connu et assez facile de démontrer (en adaptant la démons
de [4,19] ou [5]) que tout automorphisme d’ordre fini deg̊ est de la formeθ0H ci-dessus
avecθ0 un automorphisme de diagramme, et il est alors clair queθ0 est déterminé (à u
isomorphisme près) park. ✷
Proposition 1.10. On conserve les notations de1.6(2), et on suppose que̊g est simple.
Alors :

(1) A = C[tm, t−m] est l’algèbre engendrée parT etT −1.
(2) Tout automorphismeT duad(g′′)-moduleg′′ tel que(Id − T )g′′ soit un idéal maxima

deg′′ est de la formeaT ouaT −1 aveca ∈ C∗.

N.B. :

(i) Ainsi, l’application translationT est canoniquement déterminée par l’algèbre de
g′′ au changement près deT enaT ±1, aveca ∈ C∗.

(ii) Si g̊ n’est pas simple, ceci peut ne plus être vrai.

Démonstration. D’après le Corollaire 1.9, on peut se ramener au cas oùθ0 = ξ est un
automorphisme de diagramme deg̊ d’ordrem = k. Ainsi, l’assertion (2) est l’énonc
de la Proposition 5.6 de [2] ; le début de la démonstration de cette proposition p
l’assertion (1). ✷
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1.11. On suppose dans la suite de ce paragraphe 1 queg̊ est simple, et donc queg définie
en 1.5 est une algèbre affine.

(1) On considère la réalisation standardl(g̊, ξ, εk) de g. Fixons (e̊i , f̊i )i=1,2,...,n un
système de générateurs de Chevalley deg̊ sur lequelξ agit comme un automorphism
de diagramme d’ordrek. Soit ω̊ l’involution de Cartan de̊g (ω̊(e̊i)= −f̊i , et (ω̊)2 = Id) et
posonsα̊ǐ = [e̊i, f̊i ] ; ces coracines simples forment une base deh̊.

(2) On numéroteI̊ par {1,2, . . . , n} de manière qu’un système de représentants
orbites deξ dans I̊ soit J = {1,2, . . . , l}. Pour cela on choisit la numérotation
Bourbaki [12] sauf dans le casg̊ de typeE6, etξ d’ordre 2, où l’on choisit la numérotatio
suivante :

1• 2• 3•
•
4

5• 6•

Pouri = 1, . . . , l, on note :

(i) ni le cardinal de l’orbite de̊αǐ ou dei ;
(ii) ei = e̊i + ξ(e̊i)+ · · · + ξni−1(e̊i) sauf dans le cas deA(2)2l où el =

√
2(e̊l + e̊l+1) ;

(iii) fi = ω̊(ei) ;
(iv) αǐ = [ei, fi ].

Ainsi (ei, fi)i=1,...,l est un système de générateurs de Chevalley de l’algèbre d
simpleg̊0.

(3) Il existe un unique poids̄θ0 ∈ (h̄)∗ du g̊0-moduleg̊1 qui soit de hauteur maximale (c
[15] ou [4]). On choisitE0 ∈ (g̊1)−θ̄0 et on poseF0 = −ω̊(E0), e0 = t⊗E0, f0 = t−1⊗F0
et α0̌ = [e0, f0]. On normalise de façon convenableE0 et la forme invariante sur̊g
(cf. [15]). Alors (h, ei, fi ; i = 0,1, . . . , l) est un système générateur (ditstandard) de g

associé à une matrice de Cartan généralisée (cf. 1.1). La numérotation de ces gén
est la même que celle de Kac [15] sauf dans le casA

(2)
2l où elle est inversée.

(4) RACINES : L’ensemble∆̄j des poids dūh-moduleg̊j ne dépend dej que modulok.
On prolonge un élémentα ∈ ∆̄j à h = h̄ ⊕ (Cc⊕ Cd), en posantα(Cc⊕ Cd)= 0.

On définit δ ∈ h∗, en posantδ(d) = 1, et δ(h̄ ⊕ Cc) = 0. Alors on a la description
suivante du système∆ des racines de∆(g,h), en séparant racines réelles et imaginai
∆re = {jδ + α ; j ∈ Z, α ∈ ∆̄j }, ∆im = {jδ ; j ∈ Z∗} avec pour espaces radicielsgjδ+α =
(g̊j )α ⊗ tj etgjδ = (h̊j )⊗ tj .

(5) BASE : Pour i = 1, . . . , l, ᾱi est un poids dēh dansg̊0, son prolongementαi à h

est donc dans∆. On a en faitgαi = Cei , g−αi = Cfi . Le poidsθ̄0 se prolonge àh, et
α0 = δ − θ̄0 est aussi une racine de∆. On a en faitgα0 = Ce0, g−α0 = Cf0. La famille
Π = (αi)i=0,1,...,l est une base de racines de∆.

Soient(ai)i=1,...,l les coordonnées dēθ0 dans la base des̄αi , et si on posea0 = 1,
alors la plus petite racine imaginaire positiveδ de∆ estδ =∑l

i=0 aiαi (les coefficients
a0, a1, . . . , al sont ceux figurant sur le diagramme de Dynkin deg (voir, par exemple, [15
4.8]) si on tient compte de la numérotation choisie pourA

(2)).
2l
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Si on posep0 = d , et pi = p̄i + aid pour i = 1, . . . , l, on obtient une famille libre
(pi)i=0,1,...,l d’éléments deh vérifiant 〈αi,pj 〉 = δi,j , i, j = 0,1, . . . , l ; les élémentspi
sont lespoids fondamentaux, ils ne constituent pas une base duale à cause du cent
lequel tous lesαi s’annulent.

Si ω̊ est l’involution de Cartan de̊g telle queω̊(e̊i) = −f̊i , i = 1, . . . , n, l’involution
de Cartanω deg induit surg′′ le même automorphisme que ˚ω⊗ ι de g̊ ⊗C C[t, t−1], où
ι(P (t))= P(t−1).

1.12. Algèbre de Lie simple associée sur un corps de fractions rationnelles

Soientg une algèbre de Kac–Moody affine etg′′ = g′/Cc. On associe àg l’algèbreA des
endomorphismes ad(g′′)-linéaires deg′′ (cf. 1.6) ; ceci signifie queg′′ est uneA-algèbre
de Lie. SiK est le corps des fractions deA, on peut donc considérer laK-algèbre de Lie
gK = g′′ ⊗A K qui est canoniquement attachée àg.

Considérons une réalisationg = l(g̊, θ, εm) ; alorsg′′ = (⊕j∈Z
g̊j ⊗ tj ) est une sous

algèbre deg̊ ⊗C C[t, t−1]. Avec ces notations, l’algèbreA et le corpsK s’identifient
respectivement àC[tm, t−m] et à C(tm) (cf. Proposition 1.10). Il est alors clair queg′′
est unA-module libre de base une base surC de

⊕
1�j�m g̊j ⊗ tj , et donc de rang la

dimension surC de g̊.
Soit γm l’automorphismeC-linéaire, d’ordrem, deC(t) défini parγmf (t)= f (ε−1

m t).
Le groupeΓ engendré parγm est le groupe de Galois de l’extensionC(t)/K ; de plusΓ
stabiliseC[t, t−1], etC[t, t−1]Γ = A.

On noteg̃ = g̊⊗C C(t) ; c’est une algèbre de Lie simple déployée sur le corpsC(t). On
fait agir le groupeΓ sur g̃ parγm(x ⊗ f (t))= θ(x)⊗ γm(f (t)). Ainsi, la K-formeg̃Γ de
g̃ est une algèbre de Lie simple surK. Cette forme est quasi-déployée carB0 = b̊ ⊗C C(t)

est une sous-algèbre de BorelΓ -stable deg̃, si on noteb̊ la sous-algèbre de Borel deg̊
correspondant au système de racines positives stable parθ .

Il est clair queΓ stabiliseg̊⊗C C[t, t−1] et on a par définitiong′′ = (g̊⊗C C[t, t−1])Γ .
On va voir quegK = g̃Γ .

Lemme 1.13. On conserve les notations de1.12.

(i) On a g̃ = (g̊ ⊗C C[t, t−1])⊗C[t,t−1] C(t).

(ii) Un élément X̃ de g̃ s’écrit de façon unique sous la formẽX = X ⊗ P(t)
Q(t)

,
avec P(t),Q(t) ∈ C[t] premiers entre eux tels que: P(0) = Q(0) = 1, et X ∈
g̊ ⊗C C[t, t−1] indivisible(c’est-à-dire que si l’on écritX dans une base de̊g sur C,
le pgcd dansC[t, t−1] des coordonnées deX est1).

Démonstration. Laissée au lecteur.✷
Lemme 1.14.On a(g̃)Γ = gK, et la décomposition de tout̃X ∈ (g̃)Γ , selon le Lemme1.13,
s’écrit avecX ∈ g′′ etP,Q ∈ C[tm] ⊂ A.

Démonstration. On a un plongement évident degK = g′′ ⊗A K dans(g̃)Γ . Le groupeΓ
agissant sur̃g respecte la décomposition décrite en 1.13. Donc, siX̃ ∈ (g̃)Γ , l’unicité de
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la décomposition prouve queX ∈ (g̊⊗C C[t, t−1])Γ = g′′, etP,Q ∈ C[t]Γ = C[tm] ⊂ A ;
en particulier,̃X ∈ gK. ✷
Proposition 1.15. L’applicationh !→ h ⊗C K est une injection de l’ensemble des SAC
l’algèbre de Kac–Moodyg′′ dans l’ensemble desK-SATDM degK.

De plus,h est l’ensemble des éléments deh ⊗C K dont les valeurs propres, pour l
représentation adjointe surgK, sont dansC.

Définitions.

(1) De manière générale, pour une algèbre de Liem sur un corpsK, uneK-sous-algèbre
torique déployée, en abrégéK-SATDou SATD(respectivement uneK-sous-algèbre
torique déployée maximale, en abrégéK-SATDMou SATDM) est une sous algèbr
de Lie t dem qui est diagonalisable à valeurs propres dansK pour la représentatio
adjointe (respectivement et maximale pour cette propriété). Avec cette définitio
SATDMcontient toujours le centre dem. Pour les algèbres de Lie qu’on étudiera
unesous-algèbre de Cartan(en abrégéSAC) dem est une sous-algèbre de Liet dem

telle quet ⊗K soit uneSATDMdem ⊗K siK est une clôture algébrique deK.
(2) Dans la situation de la Proposition 1.15, uneK-SATDMde l’image est diteentière.

Remarque.L’application n’est pas surjective : pourg̊ = sl2(C) etm= 1 (doncK = C(t)),

l’élémentH = ( 1 1
t+1

0 −1

)
de sl2(C(t)) = gK engendre uneSAC (c’est aussi uneSATDM)

KH degK, puisqueH est adgK-diagonalisable avec comme valeurs propres 0,±2 ∈ C.
MaisKH ∩ sl2(C[t, t−1])= C[t, t−1](1+ t)H ne contient pas d’élément non nul dont
K-valeurs propres dans la représentation adjointe sont complexes, doncKH ne peut être
entière.

Démonstration. La sous-algèbre de Cartan standardh0 deg′′ est en fait égale à̄h = h̊0 :
l’ensemble des points fixes de̊h sous θ . Mais gK est quasi-déployée et̄h ⊗C K ⊂
(h̊ ⊗C C(t))Γ en est uneSATDM. En particulier, le rang deg′′ est égal au rang relat
degK. Si h est uneSACdeg′′, il est clair queh⊗C K est uneSATDdegK de dimension le
rang relatif degK (d’après ce que l’on vient de voir) donch ⊗C K est uneSATDMdegK.

Si h est uneSACdeg′′, il est clair queh est l’ensemble des éléments deh ⊗C K dont
lesK-valeurs propres dans la représentation adjointe surgK sont complexes. L’applicatio
h !→ h ⊗C K est donc injective. ✷
1.16. Sous-algèbres de Borel fractionnaires dans le cas non tordu

On considère une algèbre de Lie simple complexeg̊ et l’on noteG le groupe algébriqu
connexe simple et simplement connexe associé (vu comme schéma en groupe). L’
de Lieg′′ = g̊ ⊗C C[t, t−1] est associée à une algèbre de Kac–Moody affine non tordg ;
dans ce cas on aA = C[t, t−1] et K = C(t). Le groupeG(C[t, t−1]) agit surg′′ par une
représentation notée Ad, et Ad(G(C[t, t−1])) est le groupe adjoint Ad(G) agissant surg′′
(cf. [20]). L’algèbre de LiegK = g̊ ⊗C K est simple surK ; on considère ses sous-algèb
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de Borel (on les appellerasous-algèbres de Borel fractionnaires, en abrégéSABF, pour ne
pas les confondre avec les sous-algèbres de Borel–Iwahori de l’algèbre de Kac–Mog).
Si b̊ est une sous-algèbre de Borel deg̊ et h̊ ⊂ b̊ uneSAC, alorsB := b̊⊗C K est une sous
algèbre de Borel fractionnaire degK contenant laK-sous-algèbre de CartanH := h̊ ⊗C K.
Si ů est le radical nilpotent de̊b, alorsU := ů⊗C K est le radical nilpotent deB surK. On
note respectivementB, H, U le sous-groupe de Borel, le tore, le sous-groupe unipote
G correspondant à̊b, h̊ et ů. Dans la suite, on choisit une paire(b̊, h̊) dansg̊ dite «standard »
et on noteB0, H0, U0, B0, H0 etU0 les objets standard associés.

Lemme 1.17. SoitR un anneau unitaire intègre et noethérien de corps de fractionsK.
Les trois assertions suivantes sont équivalentes.

(i) R est principal.
(ii) SL2(R) agit transitivement sur l’espace projectifP1(K).
(iii) SL2(R) agit transitivement sur l’ensemble des sous-algèbres de Borel desl2(K).

Démonstration. Une sous-algèbre de Borel desl2(K) est le stabilisateur d’une uniqu
droite deK2, d’où l’équivalence entre (ii) et (iii).

(ii) ⇒ (i) La conjugaison parSL2(R) d’un élément quelconque(a, b) ∈ R2 \ {0} à un
élément de la forme(c,0) ∈R2 \ {0} montre que les idéaux deR engendrés par(a, b) et c
sont les mêmes ; par récurrence, tous les idéaux de type fini (et donc tous les idéauR
sont principaux.

(i) ⇒ (ii) Un élément quelconque deP1(K) est la classe d’un élément(a, b) ∈ R2 \ {0}.
D’après le théorème des diviseurs élémentaires, il existeφ ∈ GL2(R) tel queφ(a, b) =
(c,0), avecc ∈ R \ {0}. Il est facile de modifierφ pour qu’il appartienne àSL2(R), et donc
tous les éléments deP1(K) sont conjugués parSL2(R) à la classe de(1,0). ✷
Proposition 1.18. Avec les notations de1.16, Le groupeG(C[t, t−1]) permute transitive-
ment les sous-algèbres de Borel fractionnaires degK = g̊ ⊗C C(t).

Démonstration. Soit B une SABF quelconque degK, alors B ∩ B0 contient une
K-sous-algèbre de CartanH. L’algèbreB est la transformée deB0 par un élémentw
du groupe de Weyl de(gK,H) et on raisonne par récurrence sur la longueur dew que
l’on note d(B0,B). C’est clair pour d(B0,B) = 0. Si d(B0,B) � 1, il existeB′ SABF
degK contenantH telle que d(B0,B

′)=d(B0,B)− 1 et d(B′,B) = 1. L’hypothèse de
récurrence s’applique àB′, et donc en conjuguant par un élément deG(C[t, t−1]), on peut
supposer queB′ = B0 et d(B0,B) = 1. Il existe alors une racine simpleα par rapport
à B0 telle queB = rα(B0) ; en particulier,B0 et B sont contenues dans la même so
algèbre paraboliqueP = (gK)−α ⊕ B0 qui vérifie dimK(P) = dimK(B0) + 1. Si l’on
regarde maintenant laSACH0 de B0 ⊂ gK, on a la même description deP par rapport
à H0 et le système de racines∆(gK,H0) : P = Kg̊−α ⊕ B0, où α est une racine simpl
de∆(gK,H0) relativement àB0. Un facteur de Levi deP estsα = Kg̊−α ⊕ Kαˇ⊕ Kg̊α

et l’on sait que lesSABFde P sont en correspondance bijective avec lesSABFde sα

(qui est isomorphe àsl2(K)). D’après le Lemme 1.17, cesSABF sont conjuguées pa
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SL2(C[t, t−1]). Mais il existe un monomorphisme entreSL2(C[t, t−1]) et G(C[t, t−1]) et
doncB etB0 sont conjuguées parG(C[t, t−1]). ✷
Remarque.Le lecteur familier avec le langage des immeubles aura reconnu un rais
ment typique de cette théorie. En fait, cette proposition permet de montrer que l’imm
(sphérique) degK est l’immeuble sphérique à l’infini que Mark Ronan [21] associe à l’
meuble affine jumelé deg [26,31]. Cet immeuble sphérique est contenu dans les
immeubles sphériques à l’infini (ceux deg̊ ⊗ C((t)) et deg̊ ⊗ C((t−1))) des immeubles
affines constituant l’immeuble jumelé.

1.19. Sous-algèbres paraboliques fractionnaires standard

On se place toujours dans les conditions de 1.16.
Soit p̊ une sous-algèbre parabolique deg̊ contenant̊b. Si (α̊i )i∈I̊ est la base de∆̊ =

∆(g̊, h̊) correspondant à̊b, il existe une partieJ ⊂ I̊ telle que

p̊ = p̊J = b̊ ⊕
( ⊕
α∈∆̊−∩ZJ

g̊α

)
.

Le radical nilpotent de̊p estů = (⊕
α∈∆̊+\NJ

g̊α), et l̊ = h̊ ⊕ (⊕
α∈∆̊∩ZJ

g̊α) est un facteur

de Levi dep̊.
Le centre de̊l esth̊J = {h ∈ h̊ ; α̊j (h)= 0,∀j ∈ J }. On noteP , U les sous-groupes deG

correspondant à̊p et ů. La sous-algèbre degK notéeP := p̊⊗C(t) est appeléesous-algèbre
parabolique fractionnaire(SAPF).

Proposition 1.20. Avec les notations de1.19, on a:

(1) U(C(t)) agit simplement transitivement sur les centres de facteurs de Levi de la
algèbre parabolique fractionnaireP = p̊ ⊗ C(t).

(2) U(C[t, t−1]) agit simplement transitivement sur les SATDt de g contenues dan
p̊ ⊗ C[t, t−1] et telles quet ⊗C C(t) soit le centre d’un facteur de Levi deP.

(3) Plus généralement, sit est une SATD deg contenue dans̊p ⊗ C[t, t−1] et telle que
t ⊗ C(t) soit contenue dans le centre d’un facteur de Levi deP = p̊ ⊗ C(t), alors il
existeu ∈ U(C[t, t−1]) tel queu(t)⊂ h̊J .

Démonstration. (1) On sait queU(C(t)) permute transitivement les facteurs de Levi
P et donc leurs centres. D’autre part, le normalisateur deh̊J ne rencontre pasU , d’où le
résultat.

(2) Il est clair queU(C[t, t−1]) agit sur l’ensemble de cesSATD. Soit t une telleSATD,
montrons qu’elle est conjuguée deh̊J par un unique élément deU(C[t, t−1]). D’après (1),
il existe u ∈ U(C(t)) tel quet ⊗ C(t) = u(h̊J ⊗ C(t)). D’après la Proposition 1.15, o
a alorst = u(h̊J ), et réciproquement cette relation impliquet ⊗ C(t) = u(h̊J ⊗ C(t)),
d’où l’unicité de u. Voyons maintenant queu ∈ U(C[t, t−1]). On a un isomorphism
de variétés algébriques complexes exp :ů → U . Ainsi U(C(t)) = exp(ů ⊗ C(t)) et
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U(C[t, t−1])= exp(ů ⊗ C[t, t−1]). On notev = exp−1(u) ∈ ů ⊗ C(t). Par hypothèse, on
donc Ad(exp(v))h̊J ⊂ g̊ ⊗ C[t, t−1], ou encore exp(adv)h̊J ⊂ g̊ ⊗ C[t, t−1].

SoitH ∈ h̊J tel queα(H) ∈ C
∗, ∀α ∈ ∆̊+ \ NJ ; on a

exp(adv)H =H + [v,H ] + 1

2

[
v, [v,H ]]+ · · · ∈ g̊ ⊗ C

[
t, t−1].

On voit alors facilement, par récurrence sur la hauteur deα ∈ ∆̊+ \NJ , que la composant
de v dansg̊α ⊗ C(t) est en fait dans̊gα ⊗ C[t, t−1], et doncv ∈ g̊ ⊗ C[t, t−1] ; d’où le
résultat.

(3) Il existe uneSACh deg qui contientt. Soitz le centralisateur det dansg̊⊗C[t, t−1],
alors le centralisateur(z ⊗C[t,t−1] C(t)) de t dansg̊ ⊗C C(t) a pour centret′ ⊗ C(t), où
t′ = {x ∈ h ;α(x) = 0, ∀α ∈ ∆(g,h) tel queα(t) = 0} est uneC-SATDde l’algèbre de
Kac–Moodyg.

Il existe uneSACh1 deg̊⊗C(t) qui contientt⊗C(t) et qui est contenue dans une so
algèbre de Levi de̊p ⊗ C(t). Ainsi z ⊗ C(t)+ p̊ ⊗ C(t) est une sous-algèbre paraboliq
fractionnaire de̊g ⊗ C(t) contenant̊p ⊗ C(t) ; elle s’écrit donc̊pJ ′ ⊗ C(t), avecJ ⊂ J ′.
Ainsi t′ est uneC-SATDdeg, avect′ ⊗ C(t) centre dez ⊗ C(t) qui est un facteur de Lev
de p̊J ′ ⊗ C(t). D’après (2), il existeu ∈ UJ ′(C[t, t−1]) tel queu(t) ⊂ u(t′) = h̊J ′ ⊂ h̊J .
CommeUJ ′ ⊂ UJ , on a le résultat. ✷

2. Formes réelles

On rappelle que, depuis 1.11, l’algèbreg est supposée affine.

2.1. Définitions et notations

On note AutR(g) le groupe des automorphismes deg qui sont soitC-linéaires soitsemi-
linéaires(ou antilinéaires, i.e.,φ(λx)= λ̄φ(x) pourλ ∈ C, etx ∈ g). Le groupe Aut(g) est
distingué dans AutR(g) et d’indice 2. On appellesemi-involutiondeg un automorphisme
semi-linéaire d’ordre 2. Pour toute semi-involutionσ ′, on a la décomposition en produ
semi-direct

AutR(g)=
{
1, σ ′}

� Aut(g).

Si σ ′ est une semi-involution deg, l’algèbre de Lie réellegR = gσ
′

est une forme réelle
deg, au sens où l’application évidente degR ⊗R C dansg est un isomorphisme d’algèbr
de Lie complexes ; de plus,σ ′ est la conjugaison deg par rapport àgR. On obtient ainsi une
correspondance bijective entre semi-involutions et formes réelles. La forme réellenormale
(ou déployée) standard est la sous-algèbre de Lie réelle deg engendrée par lesei, fi , αǐ ,
etd . La semi-involution correspondanteσ ′

n est lasemi-involution normale.
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2.2. Structure deAutR(g)

La semi-involution normaleσ ′
n commute àω et Aut(A), elle normalise Int(g) et

Tr(g,g′, c)mais ne commute pas avec eux. La décomposition suivante de AutR(g) se déduit
donc de celle de Aut(g) :

AutR(g)=
({

1, σ ′
n

}× {1,ω} × Aut(A)
)
�
(
Ad
(
G.H̃

)
� Tr

)
.

On note IntTr(g)= Ad(G.H̃ )� Tr le groupe des automorphismes «presque intérieurs» et
ExtR(g)= {1, σ ′

n} × {1,ω} × Aut(A).
La classe de conjugaison d’un élémentφ de AutR(g) détermine donc un élémentφ1 de

{1, σ ′
n}, un élémentφ2 de{1,ω}, et une classe de conjugaisonΦ dans Aut(A). On aφ1 = 1

(respectivementσ ′
n) si et seulement siφ est linéaire (respectivement semi-linéaire).

On aφ2 = 1 (respectivementω) si et seulement siφ est de première (respectiveme
seconde) espèce, c’est à dire si et seulement siφ transforme la sous-algèbre de Bore
Iwahori positive standardb+ en une conjuguée (parG) deb+ (respectivement de la sou
algèbre de Borel–Iwahori négative standardb−). Si de plusφ est linéaire,φ induit l’identité
(respectivement moins l’identité) surg/g′ et le centrec.

2.3. Automorphismes et application translation

L’algèbre A associée à l’algèbre affineg contient « une application translationT »
unique au changementT !→ aT ±1(aveca ∈ C∗) près (cf. 1.10).

Pour une réalisationg = l(g̊, θ, εm), on aA = C[tm, t−m], et T est la multiplication
par tm. On voit alors facilement (cf. [23]) que :

G et Tr commutent àA, donc àT ;
ω estC -linéaire surA, etωT ω−1 = T −1.

Un élémentφ = expiπ ad(h) ∈ H̃ (h ∈ h) estC-linéaire surA, etφT φ−1 = eiπmδ(h)T , où
δ est la plus petite racine imaginaire positive de(g,h,Π).

La semi-involutionσ ′
n est antilinéaire surA, etσ ′

nT σ ′
n = T ; dans la réalisation standar

sur g′′, σ ′
n est la restriction de ˚σ ′

n ⊗ conj, oùσ̊ ′
n est une semi-involution normale deg̊ et

conj(P (t))= P(t)).
L’action de Aut(A) est A-linéaire, sauf dans le casA(1)2l où l’automorphisme de

diagrammeρ1 d’ordre 2 (unique à conjugaison près) vérifieρ1(P (t)x) = P(−t)ρ1(x)

(cf. [4] ou [5]).

Lemme 2.4. Si φ est une semi-involution de seconde espèce etT est une application
translation deg, on aφT φ−1 = aφT −1, avecaφ ∈ R∗. Le signe deaφ ne dépend pas d
T et est un invariant par conjugaison deφ sousAut(g).

Démonstration. D’après la relation d’unicité deT (cf. Proposition 1.10), on a bie
φT φ−1 = aφT ±1, avecaφ ∈ C∗. Si φ est de seconde espèce, on a, d’après 2.2 et
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φT φ−1 = aφT −1, et T = φ(aφT −1)φ−1 = āφφT −1φ−1 = āφ
aφ
T ; donc aφ = āφ , et

aφ ∈ R
∗.

On aφ(bT )φ−1 = b̄φT φ−1 = b̄aφT −1 = b̄baφ(bT )−1, etφ(T −1)φ−1 = (aφT −1)−1

= a−1
φ (T −1)−1 ; le signe deaφ ne dépend donc pas du choix deT .

D’autre part, pourg ∈ AutR(g), T ′ = g−1T g est une autre application translatio
et on a doncφ(T ′)φ−1 = a′

φ(T ′)−1, où a′
φ est de même signe que celui deaφ ; par

conséquent,(gφg−1)T (gφ−1g−1)= g(φT ′φ−1)g−1 = a′
φg(T ′)−1g−1 = a′

φT −1 ; d’où le
résultat. ✷
2.5. Semi-involutions de Cartan

La semi-involution de Cartan standardω′ deg est l’unique semi-involution deg telle
queω′(ei)= −fi , etω′(d)= −d . On a doncω′ = ωσ ′

n = σ ′
nω. Dans la réalisation standa

deg,ω′ induit surg′′ la restriction de ˚ω′ ⊗ ι′, oùω̊′ est une semi-involution de Cartan deg̊ et
ι′(P (t))= P(t−1). On appellesemi-involution de Cartan(SIC) deg tout conjugué deω′ ;
c’est donc une semi-involution de seconde espèce. Dans [23], on caractérise com
les semi-involutions de Cartan : une semi-involutionσ ′ deg est de Cartan si et seuleme
si il existe une sous-algèbre de Cartanh stable parσ ′, et une forme bilinéaire invariant
B fixée parσ ′ (i.e.,B(σ ′x,σ ′y) = B(x, y), x, y ∈ g) telles que la forme bilinéaireBσ ′ ,
définie parBσ ′(X,Y ) = −B(X,σ ′Y ), soit hermitienne non dégénérée et définie pos
sur la somme

⊕
gα des espaces radiciels correspondants. L’orthogonal, pourBσ ′ , de g′

est le centrec, et la forme hermitienne induite surg′′ = g′/c est définie positive [15, 11.7
Ces semi-involutions sont aussi appeléessemi-involutions compacteset les formes réelle
correspondantes sont appeléesformes réelles compactes. D’après ce que l’on vient de dire
toute algèbre de Kac–Moody affine a une forme compacte unique à conjugaison prè

2.6. Formes réelles presque compactes

La forme réelle correspondant à une semi-involution de première espèceSI1)
(respectivement de seconde espèce (SI2)) est dite presque déployée(respectivemen
presque compacte). On a classifié (à conjugaison près) les formes presque dépl
dans [2]. On va classifier ici les formes presque compactes. Il s’agit donc de déte
les classes de conjugaison de semi-involutions de seconde espèce dans AutR(g). D’après
[23, 3.6], les classes de conjugaison deSI2 sous Aut(g) sont les mêmes pourg,g′,g/c
et g′′ = g′/c. D’après 2.2 ci-dessus, une telle classe de conjugaison détermine une
classe de conjugaison d’automorphisme de diagramme d’ordre 1 ou 2.

2.7. Involutions de Cartan

Soitσ ′ uneSI2 deg, et soitgR = gσ
′
la forme réelle presque compacte corresponda

(1) uneSIC θ ′ qui commute àσ ′ est diteadaptéeà σ ′ ou gR. L’involution σ = σ ′θ ′
(respectivement sa restrictionθ ′

R
à gR ou σ ′

R
à u = gθ

′
) est diteinvolution de Cartan

deσ ′ (respectivement degR ou deu). L’algèbre de points fixesk = gσ = gR ∩ u = uσ

R
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est ditesous-algèbre compacte maximalede gR. On a aussi des décompositions
Cartan (en sous-espaces propres deσ ) gR = k ⊕ p ; u = k ⊕ ip. Ces décomposition
sont orthogonales pour la forme hermitienneBθ ′ de 2.5.

(2) Une sous-algèbre de Cartanh deg est ditemaximalement compacte pourσ ′ (ou gR)
si elle est stable parσ ′ et si−σ ′ stabilise une base de∆(g,h).

Les deux propositions suivantes sont les résultats principaux de [23].

Proposition 2.8. Soitσ ′ une SI2 deg, et soitgR = gσ
′
.

(i) Il existe des SICθ ′ adaptées àσ ′ et des sous algèbres de Cartanh maximalemen
compactes pourσ ′.

(ii) Pour toute sous-algèbre de Cartanh maximalement compacte pourσ ′, il existe une
SICθ ′ adaptée àσ ′ qui stabiliseh, et celle-ci est unique à un automorphisme pres
intérieur fixanth et commutant àσ ′ près.

(iii) Pour toute SICθ ′ adaptée àσ ′, il existe une sous-algèbre de Cartan maximalem
compacte pourσ ′ stable parθ ′, et celle-ci est unique à un automorphisme pres
intérieur commutant àσ ′ et θ ′près.

Conséquence.Les classes de conjugaison sous IntTr(g)
σ ′

des sous algèbres de Cart
maximalement compactes pourσ ′ sont en bijection avec les classes de semi-involut
de Cartan adaptées àσ ′, avec les classes d’involutions de Cartan degR, et avec les classe
de sous-algèbres compactes maximales degR.

On va finalement montrer dans cet article qu’il n’y a dans chaque cas qu’une
classe de conjugaison sous Aut(g)σ

′
.

Proposition 2.9. On considère:

(1) les involutions de première espèce deg.
(2) les paires(σ ′,h) formées d’une semi-involution de seconde espèceσ ′, qui n’est pas

de Cartan, et d’une sous-algèbre de Cartan maximalement compacte pourσ ′.
(3) la relation (σ ′,h) ∼ σ si et seulement siσ commute àσ ′, stabiliseh et est telle que

σσ ′ est une semi-involution de Cartan deg.

Cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison(sous IntTr(g) ou
Aut(g)) des involutions de première espèce et des paires(σ ′,h).

Autrement dit, pour toute paire(σ ′,h), il existe une involutionσ de première espèc
(unique à conjugaison près par un automorphisme stabilisanth et commutant àσ ′) telle
que(σ ′,h)∼ σ ; et pour toute involution de première espèceσ , il existe une paire(σ ′,h)
(unique à conjugaison près par un automorphisme commutant àσ) telle que(σ ′,h)∼ σ .
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2.10. Classification

On connait la classification des involutions de première espèce deg (cf. [4] ou [6] qui
corrige des erreurs de [19]) on en déduit donc la classification des paires(σ ′,h).

La liste de [6], reproduite dans le paragraphe 6, énumère donc toutes les
involutions de seconde espèce possibles des algèbres de Kac–Moody affines (en
desSIC qui forment une unique classe de conjugaison). On va montrer que deux
involutions distinctes de cette liste ne sont pas conjuguées. Pour cela on a déjà v
invariants des classes de conjugaisons deSI2 : la classe de conjugaison associée d
Aut(A) (2.3) et le signe qui apparait en conjuguantT (2.4). On va voir maintenan
comment calculer ce signe.

2.11. Soientσ ′ uneSI2 non de Cartan deg, h une sous-algèbre de Cartan maximalem
compacte pourσ ′, et σ l’involution de première espèce correspondant à la paire(σ ′,h)
(cf. 2.8). En conjuguant par un automorphisme intérieur, on peut supposer queh est la
sous-algèbre de Cartan standard et queω′ = σσ ′ est la semi-involution de Cartan standa
de g. Il existe alors une base de racinesΠ de∆ = ∆(g,h) sur laquelleσ agit par un
automorphisme de diagrammeρ d’ordre 1 ou 2 ; par conséquent,σ s’écrit sous la forme
σ = ρH , avecH = expiπad(h), oùh ∈ hZ = {x ∈ h ;α(x) ∈ Z, ∀α ∈∆}. On peut écrire
h = ηd + h′, avecη ∈ Z et h′ ∈ hZ ∩ g′, et on peut supposer queh est fixe parρ (cf. [4]
ou [19]), doncσ = ρH =Hρ. En particulier,σ fixe le centre deg, doncσ ′(c)= −c, et le
centre degR estiRc.

Proposition 2.12. Avec les notations de2.11, on a:

(i) Si η est pair ouk = 2 (i.e., g est de typeAff2 ) alors l’involution intérieureH
respecte laZ-graduation deg = l(g̊, ξ, εk) et commute à l’application translatio
sur g′′. De plus, il existe une involution intérieure̊H de g̊ commutant àξ et telle que
H = (ξηH̊ )⊗ 1 sur l′′(g̊, ξ, εk)= g′′.

(ii) Siη est impair etk %= 2, alors l’involution intérieureH induit surg′′ une application
A-semi-linéaire(par rapport à l’automorphismetk !→ −tk de cette algèbre).

(iii) Tout automorphisme de diagramme deg est A-linéaire, sauf dans le casA(1)2l où
l’automorphisme de diagrammeρ1 (défini parρ1(0)= 0, etρ1(i)= 2l − i + 1 pour
1 � i � 2l) est A-semi-linéaire(par rapport à l’automorphismet !→ −t de cette
algèbre).

N.B. : On verra au paragraphe 3 que dans les cas (ii) (respectivement (iii)) l’invo
H (respectivementρ1) regardée sur la réalisationl(g̊× g̊, θ, ε2k), avecθ(x, y)= (y, ξ(x)),
s’écrit sous la forme ˚σ ⊗ 1, où σ̊ est une involution permutant les deux composa
simples de̊g × g̊ (cf. Proposition 3.4 et Théorème 3.5).

Démonstration. L’involution H fixe d et respecte donc laZ-graduation del(g̊, ξ, εk).
L’élémentd agit sur leg′-moduleg′′ et on a[d,T ] = kT , par conséquentHT H−1 =
(−1)kηT . Dans le cask = 2, il est clair que expiπ ad(d) = ξ ⊗ 1. Soit h̊ la classe deh′
modulo le centre ; en identifianth̊ avec un élément dēh qu’on note encore̊h, et en notan
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H̊ l’involution expiπ ad(h̊) deg̊, on a expiπad(h′)= H̊ ⊗1 ; d’où les assertions (i) et (ii)
L’assertion (iii) est un résultat de Bausch [4].✷
2.13. Conséquence

On a vu en 2.11 que toute involution de première espèce s’écritσ = ρH avecH =
expiπ ad(h) eth ∈ hρ . Si h= ηd + h′, avecη ∈ Z eth′ ∈ hZ ∩ g′, on poseε = +1 siη est
pair etε = −1 si η est impair, sauf lorsqueg est de typeA(1)2l etρ %= Id, auquel cas on fai
la convention opposée.

Avec ces notations et pourσ ′ = σω′, on aσT σ−1 = εkT , et commeω′T ω′−1 = T −1

(cf. 2.3) le signe deaσ ′ (Lemme 2.4) estεk (toujours égal à 1 sik = 2).
Il se trouve que, d’après la liste de Bausch [6],H est toujours de l’une des deux form

suivantes :

H = τj = expiπ ad(pj ) pour 0� j � l,

H = τ̄j = expiπ ad(p̄j ) pour 1� j � l.

Comme, d’après 1.11(5),pj = p̄j + ajd , on aτj = τ̄j si aj est pair etτj = τ0τ̄j sinon. Il
est facile de calculerε dans tous les cas ; le résultat est indiqué dans la quatrième co
du tableau du paragraphe 6.

N.B. : On utilisera aussi les automorphismes deg̊ définis par ˚τj = expiπad(p̊j ),
1 � j � n.

2.14. Quotients simples deg′′
R

On considère toujours une algèbre de Kac–Moody affineg de type Aff k et une
réalisationg = l(g̊, θ, εm), avecg̊ une algèbre de Lie simple.

D’après la Proposition 1.10, l’algèbreA s’identifie àC[tm, t−m] et l’on vient de voir
(modulo le changement deT ) queσ ′ (respectivementσ ) induit surA l’automorphisme
involutif semi-linéaire (respectivement linéaire) tel queσ ′(tm)= ι′ε(tm)= εkt−m (respec-
tivementσ(tm)= εktm). D’après [15, 8.6], tout idéal deg′′ est de la formeIg′′, oùI est
un idéal deA. Un idéal deg′′

R
correspond à un idéal deg′′ stable parσ ′, donc à un idéalI

deA stable parι′ε . On s’intéresse aux quotients simples deg′′
R

, donc aux idéaux maximau

deAε = Aι
′
ε , c’est à dire aux idéauxι′ε-stables maximaux deA.

Proposition 2.15. L’algèbre de Lieg′′
R

admet des quotients simples qui sont des algè
de Lie pseudo-complexes isomorphes àg̊.

Si ε = −1 et k %= 2, il n’y a pas d’autre quotient simple.
Si ε = 1 ou k = 2, les seuls autres quotients simples sont des formes réellesg̊

associés(avec les notations ci-dessus) aux idéaux deA engendrés par(1 − utm) pour
u ∈ C, |u| = 1.
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Remarques et définition.

(1) Une algèbre de Lie réelle est ditepseudo-complexesi elle possède une structu
complexe, i.e., si elle est obtenue à partir d’une algèbre de Lie complexe par rest
des scalaires.

(2) On verra au paragraphe 3 que dans le second cas (i.e., siεk = 1) tous les idéaux
maximaux deg′′ stables parσ ′ sont conjugués par un automorphisme deg commutant
avecσ ′ (cf. 3.10). On associe donc àg′′

R
un unique quotient simplesR qui est g̊ si

εk = −1 et sinon une forme réelle de̊g (que l’on calculera, à partir des résultats
paragraphe 3, dans les tables du paragraphe 6).

(3) Si εk = −1, on considérera en 3.10 les quotients simples associés à des
engendrés par(1 − u2t2m), avecu ∈ C, |u| = 1 ; ce sont les seuls invariants à la fo
pourσ ′ etσ .

Démonstration. Les idéauxσ ′-stables maximaux deA sont de deux sortes :

– ceux engendrés par(1− utm) si σ ′(1− utm) ∈ C∗tZ(1− utm), avecu ∈ C∗ ;
– ceux engendrés par(1 − utm)σ ′(1 − utm) si σ ′(1 − utm) /∈ C∗tZ(1 − utm), avec
u ∈ C

∗.

Maisσ ′(1− utm)= (1− ūεkt−m)= −ūεkt−m(1− εk

ū
tm), doncσ ′(1− utm) ∈ C

∗tZ(1−
utm) si et seulement si|u|2 = εk . Cela n’est possible que siεk = 1, et alors on a|u| = 1. Il
reste donc à voir la nature du quotient simplesR. Dans le premier cas,sR⊗C est isomorphe
à g′′/(1−utm)g′′ . Mais, siα est une racinemièmede 1

u
, l’homomorphisme deg′′ dansg̊, qui

envoieXj ⊗ tj , avecXj ∈ g̊j , surαjXj , est surjectif de noyau(1− utm)g′′. Ainsi sR ⊗ C

est isomorphe à̊g, etsR est une forme réelle de̊g.
Dans le second cas,sR ⊗ C est isomorphe àg′′/(1−utm)(1−vtm)g′′ , avecu %= v. Mais

on a un isomorphisme d’algèbres associatives deA/(1−utm)(1−vtm) sur l’algèbre produi
A/(1−utm) × A/(1−vtm), d’où un isomorphisme d’algèbres de Lie desR ⊗ C sur l’algèbre
de Lie produit(g′′/(1−utm)g′′)× (g′′/(1−vtm)g′′), et donc aussi sur̊g × g̊. L’algèbre de Lie
réelle simplesR, telle quesR ⊗ C & g̊ × g̊, est pseudo-complexe isomorphe àg̊. ✷

3. Réalisations adaptées

3.1. Automorphismes d’ordre fini et de première espèce

Soit σ un automorphisme de première espèce deg d’ordres. D’après Levstein [19],σ
stabilise une paire(h,b+) formée d’une sous-algèbre de Cartanh et d’une sous-algèbr
de Borel–Iwahori positiveb+ contenanth. Ainsi hσ est une sous-algèbre de Cartan degσ ,
et deux telles sous algèbres de Cartan (ditesmaximalement fixées) sont conjuguées pa
un automorphisme intérieur deg commutant avecσ (cf. [23] ou [18]). Quitte à change
l’identification deg à sa réalisation standard, on peut supposer que(h,b+) est la paire
standard.
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Proposition 3.2. Soit σ un automorphisme d’ordre fini et de première espèce deg et h

une sous-algèbre de Cartan maximalement fixée pourσ , alors il existe une réalisation d
g sur laquelleσ préserve laZ-graduation et pour laquelleh est la sous-algèbre de Carta
standard.

N.B. : Une telle réalisation sera ditepresque adaptéeà (σ,h).

Démonstration. On regardeσ sur la réalisation standard deg. Comme il est de premièr
espèce, il induit l’identité sur le centreCc de g et surg/g′ (identifiée avecCd), cf. [23,
Lemme 2.8] ; par conséquent, il existeh′ ∈ h ∩ g′ tel queσ(d)= d + h′ (carh estσ -stable
eth contientd). L’automorphismeσ est d’ordres, et la relation (σ s(d)= d) équivaut à la
relation suivante :

h′ + σ (h′)+ · · · + σ s−1(h′)= 0. (1)

Compte tenu de la relation (1),σ fixe sd +∑s−2
i=0(s− i−1)σ i(h′). Commed est à valeurs

propres entières (via la représentation adjointe) il en est de même pourσ(d) eth′ et donc
pour h := ∑s−2

i=0(s − i − 1)σ i(h′). L’action adjointe deh ne dépend que de la classeh̄
deh dans(h ∩ g′)/Cc (identifiée à une sous-algèbre de Cartan de(g̊)ξ := la sous-algèbre
de points fixes deξ ). Soientεsk une racines ième de εk , etH := exp(2iπ

sk
adh). On pose

θ := ξH ,m := sk, etεm := εsk.
D’après la Proposition 1.8, la réalisationl(g̊, θ, εm) := (⊕j∈Z

(g̊j ⊗ tj ))⊕ CC ⊕ CD

est isomorphe à la réalisation standard deg, avec la même sous-algèbre de Cartan stand
En tenant compte du fait queσ fixe sd + h, on s’aperçoit que l’automorphismeσ regardé
sur la réalisationl(g̊, θ, εm) fixeD modulo le centre ; comme par ailleurs il fixe le cen
et est d’ordre fini, il fixeD et donc il respecte laZ-graduation. ✷
Proposition 3.3. Soit l(g̊, θ0, εm) une réalisation deg, où g̊ est une algèbre de Lie simp
sur C, θ0 est un automorphisme de̊g d’ordre divisantm, et εm = e2iπ/m. Soientn ∈ N∗,
η une racinenièmedeεm, etθn l’automorphisme de(g̊)n défini par

θn(x1, x2, . . . , xn)=
(
x2, x3, . . . , xn, θ0(x1)

)
, xi ∈ g̊, i = 1,2, . . . , n.

On note(. , .) [respectivement(. , .)n] la forme de Killing deg̊ [respectivement(g̊)n],
ng l’algèbre réductive-affine associée au triplet((g̊)n, θn, η) ; cn, dn, ng′′, ng1 et Tn les
éléments, sous-quotients ou application relatifs àng analogues àc, d , g′′, g1 etT pourg.

Alors l’applicationφn :g → ng définie par:

φn
(
x ⊗ tj )= (

x,ηjx, . . . , η(n−1)jx
)⊗ tj ,

φn(c)= ncn,
φn(d)= dn

est un isomorphisme d’algèbres de Lie, et on a: φnT nφ−1
n = Tn.



H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443–513 463

ndard

es

e

n

lisation
Cet isomorphisme induit un isomorphisme entre les sous-algèbres de Cartan sta
deg et ng.

Démonstration. Pourj ∈ Z, on pose :(g̊)nj := {x ∈ (g̊)n ; θn(x)= ηjx}. De la définition
deθn, on déduit : (

g̊
)n
j
= {(

x,ηjx, η2jx, . . . , η(n−1)jx
) ; x ∈ g̊j

}
(I)

où g̊j = {(x ∈ g̊ ; θ0(x)= (εm)jx} ; par conséquent,φn est bien définie. Il est clair queφn
est bijective, vérifieφnT nφ−1

n = Tn, et envoie la sous-algèbre de Cartan standard deg sur
celle deng. Il reste donc à montrer queφn est un homomorphisme d’algèbres de Lie.

Soit (x, y) ∈ g̊i × g̊j (i, j ∈ Z), et posonsz = [x, y],Xn = (x, ηix, . . . , η(n−1)ix),

Yn = (y, ηjy, . . . , η(n−1)jy), etZn = (z, ηi+j z, . . . , η(n−1)(i+j)z), alors on a :

(i) φn
([
x ⊗ t i , y ⊗ tj ])= φn(z⊗ t i+j + iδi,−j (x, y)c

)
= Zn⊗ t i+j + iδi,−j (x, y)(n.cn) (1)

et d’autre part,[
φn
(
x ⊗ t i), φn(y ⊗ tj )]= [

Xn⊗ t i , Yn ⊗ tj ]
=Zn⊗ t i+j + iδi,−j (Xn,Yn)n.cn (2)

commeδi,−j (Xn,Yn)n = nδi,−j (x, y), on a l’égalité entre(1) et (2). De même

(ii) φn
([
d, x ⊗ t i])= iφn(x ⊗ t i)= iXn⊗ t i , (1′)[

φn(d),φn
(
x ⊗ t i)]= [

dn,Xn ⊗ t i]= iXn⊗ t i (2′)

d’où l’égalité entre(1′) et(2′), et par conséquentφn est un homomorphisme d’algèbr
de Lie. ✷

Proposition 3.4. Soit σ un automorphisme d’ordre fini et de première espèce dg

(respectivement eth une sous-algèbre de Cartan maximalement fixée parσ); alors il existe
une réalisation deg sur laquelleσ respecte laZ-graduation et commute à l’applicatio
translation(respectivement et pour laquelleh est la sous-algèbre de Cartan standard).

Définition. Une telle réalisation sera diteadaptéeàσ (respectivement à(σ,h)).
Au paragraphe 6, on donne la liste des involutions de première espèce et une réa

adaptée pour chacune de ces involutions.

Démonstration. Soit

l
(
g̊, θ0, εm

) :=(⊕(
g̊j ⊗ tj ))⊕ Cc⊕ Cd
j∈Z
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une réalisation presque adaptée deg (cf. Proposition 3.2) et soitT son application
translation. On regardeσ sur cette réalisation. L’applicationσT σ−1 est un automorphism
deg′-module deg′′. Commeg̊ est simple, alors(Id − T )g′′ est un idéal maximal deg′′,
et donc(Id − σT σ−1)g′′ l’est aussi. Par conséquent, il existe(α, a) ∈ {−1,1}× C tel que
σT σ−1 = aT α (cf. Proposition 1.10). Commeσ est de première espèce et d’ordres, on a
nécessairementα = 1 (cf. [24]) etas = 1. Soitn le plus petit entier tel quean = 1. D’après
la Proposition 3.3, et en conservant les mêmes notations, l’automorphismeσ , regardé sur la
réalisation associée au couple((g̊)n, θn), respecte la graduation et commute à l’applicat
translation. ✷
Théorème 3.5. Soitσ un automorphisme d’ordre fini et de première espèce deg, alors
il existe une réalisationl(s̊, θ, εm) de g adaptée àσ (où s̊ est une algèbre de Lie sem
simple complexe,θ un automorphisme, d’ordrem, permutant les facteurs simples des̊, et
εm = e2iπ/m).

De plus, pour toute réalisationl(s̊, θ, εm) adaptée àσ , il existe un automorphisme̊σ ,
d’ordre s, des̊ qui commute àθ et tel queσ soit égal àσ̊ ⊗ 1 sur cette réalisation.

Démonstration. D’après la Proposition 3.4, il existe une réalisation adaptée àσ sur
laquelleσ fixe le sous-espaceCc ⊕ Cd et commute à l’application translation. Pour u
telle réalisation adaptée,σ induit, par passage au quotient, un automorphisme ˚σ de s̊

d’ordres = |σ |. L’automorphisme ˚σ respecte la(Z/mZ)-graduation de̊s, il commute donc
à θ , et on a nécessairementσ = σ̊ ⊗ 1. ✷
Corollaire 3.6. Soitσ un automorphisme d’ordre fini et de première espèce deg ; alors
il existe une réalisationl(g̊, θ, εm) de g (avec g̊ une algèbre de Lie simple complex)
un automorphisme d’ordre fini̊σ de g̊ commutant àθ , et ε ∈ C

∗ d’ordre fini tels que
σ = σ̊ ⊗ γε sur la réalisationl(g̊, θ, εm), avecγε(P (t))= P(ε−1t).

Démonstration. D’après la Proposition 3.2, il existe une réalisationl(g̊, θ, εm) (avec g̊

une algèbre de Lie simple) sur laquelleσ fixe l’élément de graduationd (c’est donc
une réalisation presque adaptée à(σ,h) pour une certaineSAC h de g contenantd).
Soit T l’application translation de cette réalisation. Il existeη ∈ C

∗ d’ordre fini tel
queσT σ−1 = ηT . Ainsi, l’automorphismẽσ := σ exp[− i

m
arg(η)ad(d)] est d’ordre fini,

fixe d et commute àT . D’après le Théorème 3.5,̃σ est de la forme ˚σ ⊗ 1. Ainsi, on
a σ = σ̃ exp[ i

m
arg(ε)ad(d)], et par conséquentσ(x ⊗ P(t)) = σ̊ (x) ⊗ P(ε−1t), avec

εm = η−1. D’où le résultat. ✷
Corollaire 3.7. Soitg une algèbre de Kac–Moody affine, et soitσ un automorphisme d
g d’ordre fini et de première espèce. Alors la sous-algèbregσ des points fixes deg sousσ
est une algèbre réductive-affine.

Remarque. On obtient ainsi assez facilement et d’une manière plus précise l’un
résultats les plus techniques de [4].
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Démonstration. D’après le Théorème 3.5, il existe une algèbre de Lie semi-simples̊ et
deux automorphismes d’ordre finiσ0 etθ qui commutent entre eux tels quel(s̊, θ, ε|θ |) soit
une réalisation adaptée deg sur laquelleσ agit commeσ0 ⊗ 1. Ainsi (s̊)σ0 est une algèbre
de Lie réductive, et on agσ = l((s̊)σ0, θ, ε|θ |) ; d’où le résultat. ✷
3.8. Réalisation adaptée à une semi-involution de deuxième espèce

Soientg une algèbre de Kac–Moody affine,σ ′ une semi-involution de deuxième espè
deg, h une sous-algèbre de Cartan maximalement compacte pourσ ′, etσ l’involution de
première espèce deg associée à la paire(σ ′,h) [cf. Proposition 2.9].

Proposition 3.9. Dans ces conditions, il existe une réalisationl(s̊, θ, εm) adaptée à(σ,h)
qui vérifie de plus:

(i) Il existe une involution̊σ et une semi-involution̊σ ′ de s̊ commutant àθ et telles que
σ̊ σ̊ ′ est une semi-involution de Cartan des̊, σ = σ̊⊗1 etσ ′ = σ̊ ′⊗ι′ sur la réalisation
l′′(s̊, θ, εm); enfin,σ ′(c)= −c etσ ′(d)= −d .

(ii) Notons T l’application translation de la réalisationl(s̊, θ, εm), alors σ et σ ′
stabilisent l’idéal (Id − T )g′′ de g′′ et induisent respectivement, par passage
quotient, l’involutionσ̊ et la semi-involution̊σ ′ deg′′/(Id−T )g′′ identifiée avec̊s.

(iii) Soit g′′
R

(respectivement̊sR) la forme réelle deg′′ (respectivement̊s) associée àσ ′
(respectivement̊σ ′). Alors s̊R s’identifie naturellement àg′′

R
/
((Id−T )g′′)σ ′ et si tR est

une SATDM deg′′
R

, on a:

dim(tR)� inf
(
rang

(
s̊R

)
, rang

(
g′′)).

N.B. : Une réalisation adaptée à(σ,h) vérifiant les conditions du (i) est diteadaptéeà
(σ ′, σ,h). Plus généralement, une réalisation est diteadaptéeàσ ′ (respectivement(σ ′,h))
si elle est adaptée à(σ ′, σ,h) pour un certain choix de(σ,h) (respectivement deh).

Démonstration. On choisit une réalisation adaptée à(σ,h) (cf. Proposition 3.4). Alors
h = h̄ ⊕ Cc ⊕ Cd est maximalement fixée parσ , donc pour un choix de l’épinglag
(h, (ei, fi)i∈I ), la semi-involution de Cartan standardω′ commute àσ . Ainsi, d’après
la Proposition 2.9, il existe un automorphismeφ commutant àσ et stabilisanth
tel que σ ′ = φ(σω′)φ−1. En modifiant l’identification deg à l(s̊, θ, εm), on peut
supposerσ ′ = σω′ sans changer les autres propriétés. Ainsi, l’assertion (i) résult
Théorème 3.5 et de la description deω′ en 2.5. Comme (ii) est immédiat, il reste
montrer (iii).

Soitπ0 la projection canonique surg′′/(Id−T )g′′ . On aπ0(g
′′
R
)= s̊R. La restriction deπ0

à la sous-algèbre de Cartan standard deg′′ est injective ; commeT est un automorphism
deg′-module, et d’après le théorème de conjugaison des sous-algèbres de Cartan (c



466 H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443–513

peut
à
acer

nt

.7.

t

e

par
r

ismes
π0 est injective sur toute sous-algèbre de Cartan deg′′, et en particulier sur lesSATDM
deg′′

R
. L’image parπ0 d’uneSATDdeg′′

R
, de dimensionl(� rang(g′′)), est uneSATDde

s̊R de même dimension ; d’où le résultat.✷
Remarque. Dans la démonstration de l’assertion (i) de la Proposition 3.9, on
considérer (au lieu d’une réalisation adaptée) une réalisation presque adaptée(σ,h)

(cf. 3.2) ; grâce au Corollaire 3.6, le résultat de (i) reste valable à condition de remplι′
parι′ε := ι′ ◦ γε, avecε = ±1, et on définit alors de la même façon une réalisationpresque
adaptéeà (σ ′, σ,h). Ceci a l’avantage de pouvoir se limiter à des réalisationsl(s̊, θ, εm) de
g avecs̊ une algèbre de Lie simple complexe.

Proposition 3.10. Considérons plus précisément la réalisationl(s̊, θ, εm) deg construite
au long des numéros3.1 à 3.7 à partir de σ , σ ′, h et la réalisation standardl(g̊, ξ, εk)
deg; alors, avec les notations de2.14et 2.15 :

– si εk = −1, s̊ est l’algèbre semi-simple complexeg̊× g̊, et s̊R est l’algèbre de Lie réelle
simple pseudo-complexeg̊ ;

– si εk = 1, s̊ = g̊, et la forme réelle̊sR deg̊ est, à isomorphisme près, l’unique quotie
absolument simple deg′′

R
.

Démonstration. L’identification des̊ à g̊ ou g̊× g̊ résulte des démonstrations de 3.1 à 3
Si εk = −1, la forme réelle̊sR de g̊ × g̊ est soit pseudo-complexe égale àg̊ soit produit

de deux formes réelles de̊g. Or on a vu en 2.15 que dans ce casg′′
R

n’a pas de quotien
absolument simple, donc seul le premier cas peut se produire.

Si εk = 1, alorss̊R est la forme réelle de̊s = g̊ quotient deg′′
R

par l’idéal((1− tm)g′′)σ ′
.

Tout quotient absolument simple deg′′
R

est, d’après 2.15, quotient deg′′
R

par l’idéal

((1 − utm)g′′)σ ′
, avec|u| = 1. D’après 2.3, cet idéal est conjugué de((1 − tm)g′′)σ ′

par
φ = exp i

m
arg(u)ad(d) qui est un automorphisme commutant àσ ′ donc stabilisantg′′

R
. ✷

Proposition 3.11. Soientσ ′
1 et σ ′

2 deux semi-involutions de deuxième espèce deg qui
sontAut(g′)-conjuguées. On suppose qu’il existe une réalisationl(s̊, θ, εm) deg qui soit
adaptée aux deux semi-involutions à la fois; alors σ ′

1 et σ ′
2 induisent sur̊s deux formes

réelles isomorphes.

Démonstration. On a Aut(g′)= ({1,ω}×Aut(A))�Ad(H̃ �G) ; Ad(H̃ )= Ad(H)×E,
oùH ⊂G etE est le sous-groupe à un paramètre{exp ad(λd) ; λ ∈ C}, d étant l’élément
de graduation de la réalisationl(s̊, θ, εm) ; on noteT l’application translation de cett
réalisation.

SoientEi := {expad(iλd) ; λ ∈ R} etEr := {expad(λd) ; λ ∈ R} ; on aE =Ei ×Er .
Les semi-involutionsσ ′

1 et σ ′
2 fixent l’élément id deg, elles commutent donc àEi ;

comme elles transforment toutes deuxT en T −1, elles ne peuvent être conjuguées
un élément de Aut(g′) dont la composante suivantEr est non triviale (cf. 2.3) ; pa
conséquent, on peut supposer queσ ′

1 et σ ′
2 sont conjuguées par le sous-groupeG̃ :=

({1,ω} × Aut(A)) � Ad(G). Par ailleurs, le sous-groupẽG de Aut(g′) stabilise l’idéal
(Id − T )g′′ de g′′ et induit par passage au quotient un sous-groupe d’automorph
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de s̊, sauf peut-être dans le cas deA(1)2l et s̊ est simple où il existe un automorphism
de diagramme deg qui transforme(Id − T )g′′ en (Id + T )g′′. Mais quitte à considére
la réalisationl(s̊ × s̊, θ̃ ,

√
εm), avecθ̃ (x, y) = (y, θ(x)) (qui est également adaptée àσ ′

i ,
i = 1,2) on peut supposer que Aut(A) stabilise(Id − T )g′′ quel que soit le type deg ;
dans ce cas les deux semi-involutionsσ ′

i , i = 1,2, induisent sur̊s deux formes réelle
isomorphes ; d’où le résultat.✷
Remarques 3.12.

(1) La réciproque de la Proposition 3.11 est fausse ; en effet, pourg = A(1)1 , σ ′
1 = ω′τ̊1

et σ ′
2 = ρω′ (voir les tables du paragraphe 6 pour les notations) la réalis

l(sl2(C), τ̊1,−1) de g est adaptée aux deux semi-involutions. Ainsiσ ′
1 et σ ′

2 ne sont
pas Aut(g′)-conjuguées et elles induisent toutes les deux la forme réelle déploy
sl2(C).

(2) Soientσ ′
1 et σ ′

2 deux semi-involutions de deuxième espèce deg qui correspondent
deux involutions de première espèce de la liste de [6], reproduite au paragra
qui induisent le même automorphisme de diagramme et qui correspondent au
signeε. Soientd l’élément de graduation de la réalisation standard deg et T son
application translation. Alors on a :σ ′

1(d)= σ ′
2(d) etσ ′

1T σ ′
1 = σ ′

2T σ ′
2. En particulier,

une réalisation deg qui est adaptée àσ ′
1 est également adaptée àσ ′

2, et on peut
appliquer la Proposition 3.11 pour tester si elles peuvent être conjuguées. Ce
test peut se déduire de la Proposition 3.10.

4. Rang relatif

4.1. Situation

On considère une forme réelle presque compactegR de l’algèbre de Kac–Moody affin
g et on reprend les conventions et les notations de 2.7 et 2.11 ; en particulierσ ′ est la
semi-involution de seconde espèce associée àgR.

Lemme 4.2.

(1) Une R-SATDtR de gR est contenue dans une sous-algèbre de Cartanh de g stable
par σ ′.

(2) Si h est une sous-algèbre de Cartan deg stable parσ ′, alors l’action deσ ′ sur le
système de racines∆(g,h) transforme toute racine imaginaire en son opposée.
peut supposer de plus queh est stable par une involution de Cartanσ1 degR, et alors
σ1 fixe toutes les racines imaginaires.

N.B. : Dans les conditions de (2),hR = hσ
′

est une sous-algèbre de Cartan degR

(cf. 1.15.1). SihR contient uneR-SATDMdegR, on dit qu’elle estmaximalement déployé.



468 H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443–513

èbre

is

et

n

Démonstration. (1) On considère le groupeΓ = expad(tR)× {1, σ ′} d’automorphismes
de g. D’après [23, Théorème 3.8] voir aussi [19, III, 1.1], il existe une sous-alg
de Cartanh de g stable parΓ . Ainsi h est stable par l’action adjointe detR ; elle est
donc somme de ses composantes homogènes pour cette action. Maish est elle-même
C-diagonalisable pour ad, elle est donc contenue dans le centralisateur detR. Alors
h + tR ⊗ C estC-diagonalisable, et par maximalité deh pour cette propriété, on atR ⊂ h.

(2) σ ′ agit sur∆(g,h) et préserve l’ensemble des racines imaginaires∆im = Z∗δ.
Commeσ ′ est une semi-involution de seconde espèce, on aσ ′(δ)= −δ. Soitω′

1 uneSIC
stabilisanth ; la possibilité de modifierω′

1 de façon queω′
1 commute àσ ′ est prouvée en

[23, 4.5], voir aussi [13, III.7.1]. On pose alorsσ1 = σ ′ω′
1 ; commeω′

1 = −Id sur∆, on a
σ1 = Id sur∆im. ✷
Lemme 4.3. SoitX ∈ gR, les conditions suivantes sont équivalentes:

(i) X est diagonalisable pour la représentation adjointe dansgR ;
(ii) X est diagonalisable pour la représentation adjointe dansg′

R
;

(iii) X est diagonalisable pour la représentation adjointe dansg′′
R

= g′
R
/iRc.

Sous ces conditionsX est contenu dansg′
R

.

Remarque.D’après [20, Corollaire 9], les assertions surC sont aussi équivalentes.

Démonstration. Il est clair que (i)⇒ (ii) ⇒ (iii) et il suffit de montrer que (iii)⇒ (i).
SiX est diagonalisable pourg′′

R
, il estC-diagonalisable pourg d’après la remarque. Ma

ad(X) annule le centreiRc degR et envoieg dansg′, donc les valeurs propres surg sont
réelles, etX estR-diagonalisable.

Soith une sous-algèbre de Cartanσ ′-stable deg contenantX (cf. Lemme 4.2). Siδ est
la plus petite racine imaginaire positive de∆(g,h), on aσ ′(δ)= −δ. Commeσ ′(X)=X,
on aδ(X)= δ(σ ′(X))= σ ′(δ)(X)= −δ(X)= 0, etX ∈ g′. ✷
Lemme 4.4. Avec les notations de2.7 on a:

(1) les élémentsadg-diagonalisables dek ont des valeurs propres imaginaires pures
sont contenus dans le centre si ces valeurs propres sont nulles;

(2) les élémentsadg-diagonalisables et non nuls dep ont des valeurs propres réelles no
toutes nulles.

Remarque. Contrairement au cas classique, un élément dek ou p n’est pas adg-
diagonalisable en général (cf. 4.9.3).

Démonstration. La forme hermitienneBω′ est définie positive surg′′ = g′/Cc (cf. 2.5).
(1) SoitX un élément adg-diagonalisable dek, on a deux cas :

(i) Si X ∈ iRc, alors ad(X)= 0, et le résultat est trivial.
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(ii) Si X /∈ iRc, alors il existe une sous-algèbre de Cartanh deg contenantX et vérifiant
g = h + g′. Par conséquent ad(X) induit sur g′′ un homomorphisme non trivia
diagonalisable et antihermitien. En particulier, ad(X) a toutes ses valeurs propr
imaginaires pures et l’une d’entre elles est non nulle. D’où l’assertion (1).

(2) SoitX un élément adg-diagonalisable non nul dep, alors ad(X) induit surg′′ un
homomorphisme non trivial (carp ne rencontre pas le centre) et autoadjoint par rap
à Bω′ ; par suiteX agit surg′′ avec des valeurs propres réelles non toutes nulles.
l’assertion (2) grâce au Lemme 4.3.✷
Proposition 4.5. Les R-SATDM (respectivementR-SATDMσ -stables) de gR (ou g′

R
)

sont contenues dansg′
R

et sont en bijection avec lesR-SATDM(respectivementR-SATDM
σ -stables) deg′′

R
= g′

R
/iRc.

LesR-SATDMσ -stables degR sont contenues dansp ⊕ iRc.
TouteR-SATDM degR (oug′

R
) est stable par une involution de Cartan.

Démonstration. Cela résulte aussitôt des Lemmes 4.2, 4.3 et 4.4. Siπ :g′
R

→ g′′
R

est la
projection canonique, les bijections inverses entreR-SATDMsont données part !→ π(t) et
t′′ !→ π−1(t′′). UneR-SATDMtR degR est contenue dans une sous-algèbre de CartahR

degR (cf. Lemme 4.2). D’après le même lemme, il existe une involution de Cartanθ degR

qui stabilisehR. D’après le Lemme 4.4,(−θ) fixe tR modulo le centre. D’où la dernièr
assertion. ✷

4.6. On reprend les notations de 1.12, et on considère une semi-involution ˚σ ′ de g̊

commutant avecθ , et ε ∈ {−1,+1}. On définit une semi-involution de seconde esp
σ ′ deg′′ parσ ′(X⊗P(t))= σ̊ ′(X)⊗P(εt−1). D’après la remarque de la Proposition 3
toute semi-involution de seconde espèce deg′′ peut s’écrire ainsi. On étend par cette mê
formuleσ ′ à g̊ ⊗C C(t), on a alorsσ ′ = σ̊ ′ ⊗ ι′ε, avecι′εf (t)= f̄ (εt−1).

On considère le groupe produitΓ ′ = Γ ×{1, ι′ε} & (Z/mZ)× (Z/2Z), c’est le groupe de
Galois deC(t)/C(t)Γ

′
, avecC(t)Γ

′ = C(tm)ι
′
ε =: Kε. Ce groupeΓ ′ agit surg̃ = g̊⊗C C(t)

en stabilisant̊g ⊗C C[t, t−1], avec pour points fixes(g̊ ⊗C C[t, t−1])Γ ′ = (g′′)σ ′ = g′′
R

, et

(g̃)Γ
′ = (gK)

σ ′ = gKε . L’action deσ ′ surgK est canoniquement associée à l’action deσ ′
surg′′, doncgKε ne dépend que deg′′

R
.

On noteAε = Kε ∩ C[t, t−1] = (C[t, t−1])Γ ′
.

Théorème 4.7. Si tR est uneR-SATDM de la forme réelle presque compacteg′′
R

, alors
tR ⊗R Kε est uneKε-SATDM de l’algèbre de Lie simplegKε sur Kε.

De plus, toute sous-algèbre parabolique fractionnaire minimale degKε contient une
Kε-SATDM de la formetR ⊗R Kε, avectR uneR-SATDM deg′′

R
.

Démonstration. (a) SoittR uneR-SATDdeg′′
R

. Alors tR ⊗R Kε est uneKε-SATDdegKε .
Soit T uneKε-SATDMde gKε contenanttR ⊗R Kε et P une sous algèbre paraboliq
minimale degKε contenantT. On va montrer qu’il existe uneR-SATDt′

R
deg′′

R
telle que

dimR(t
′
R
) = dimKε (T) et tR ⊂ t′

R
⊂ P. Ceci permet de montrer les deux assertions

théorème.
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(b) D’après la Proposition 1.18, grâce à une conjugaison par un élément deG(C[t, t−1]),
on peut supposer la sous-algèbreP ⊗Kε C(t) standard, c’est-à-dire (avec les notatio
de 1.19)P ⊗Kε C(t)= p̊ ⊗ C(t).

Après ce changement, l’action deΓ ′ est inconnue à ceci près qu’il fixetR et stabilise
p̊ ⊗ C(t). La sous-algèbret := tR ⊗ C deg′′ est uneC-SATDdeg′′ ⊗ C[t, t−1] contenue
dansp̊⊗C[t, t−1] = g̊⊗C[t, t−1] ∩ p̊⊗C(t), et t⊗C(t)⊂ T⊗Kε C(t) est contenue dan
un centre de Levi de̊p ⊗ C(t). D’après la Proposition 1.20, quitte à conjuguer, on p
supposer quet ⊂ h̊J .

(c) On veut montrer qu’il existev ∈ U(C[t, t−1]) tel quev(h̊J ) soit stable parΓ ′ et
contiennet. On remarque d’abord queU(C[t, t−1]) = G(C[t, t−1]) ∩ U(C(t)) est stable
parΓ ′. Siγ ∈ Γ ′, γ (h̊J ) est, comme̊hJ , uneSATDdeg̊⊗C[t, t−1] telle queγ (h̊J )⊗C(t)

est le centre d’un facteur de Levi dep̊ ⊗ C(t). D’après la Proposition 1.20, il existe u
uniqueuγ ∈ U(C[t, t−1]) tel queγ (h̊J ) = u−1

γ (h̊J ). On a alorsu−1
γ ′γ (h̊J ) = γ ′γ (h̊J ) =

γ ′(u−1
γ )u

−1
γ ′ (h̊J ), donc par unicité

uγ ′γ = uγ ′γ ′(uγ ), ∀γ, γ ′ ∈ Γ ′.

Ainsi uγ est un 1-cocycle dansU(C[t, t−1]). Mais ∀γ ∈ Γ ′, u−1
γ (h̊J ) = γ (h̊J ) contient

γ (t)= t ; donct ⊂ h̊J ∩ u−1
γ (h̊J ). Si l’on écrit u−1

γ comme l’exponentielle d’un élémen

X ∈ ů⊗C[t, t−1] on voit facilement queX n’a pas de composantes sur les racinesα telles
queα(t) %= 0. Le 1-cocycleuγ prend donc ses valeurs dansV(C[t, t−1]), oùV est le groupe
engendré par exp(gα) pourα ∈∆+ \ NJ , α(t)= 0.

On considère la filtration deU par la suite centrale descendanteU (n) ; les quotients
U (n)/U (n+1) sont des groupes commutatifs isomorphes à la somme directe de certag̊α .
Les groupesU (n)(C(t)) sont stables parΓ ′ ainsi que les groupes(U (n) ∩ V)(C[t, t−1]).
On obtient ainsi une filtration deV(C[t, t−1]) stable parΓ ′ et telle que les quotient
soient isomorphes à(C[t, t−1])N (donc soient des groupes commutatifs divisibles
|Γ ′|). D’après [28, VII annexe et VIII, paragraphe 2, Corollaire 1], le 1-cocycleuγ est
un 1-cobord d’unv ∈ V(C[t, t−1]), c’est à direuγ = v−1γ (v). On a doncγ (v(h̊J )) =
γ (v)u−1

γ (h̊J )= v(h̊J ). Commev fixe t, on at ⊂ v(h̊J ).
(d) En reconjuguant parv, on peut supposert ⊂ h̊J et h̊J ⊗ C(t) stable parΓ ′.
Soit T′ le centre du centralisateurZ deT dansgKε . Par construction deP, Z ⊗Kε C(t)

est un facteur de Levi deP ⊗Kε C(t). D’après la Proposition 1.20, il existe un uniq
u ∈ U(C(t)) tel queu(T′ ⊗Kε C(t)) = h̊J ⊗Kε C(t). Mais h̊J ⊗ C(t) et T′ ⊗ C(t) sont
tous les deux stables parΓ ′, donc, par unicité,u est fixe parΓ ′ [i.e.,u ∈ U(C(t))Γ ′

]. Ainsi
u(T) est uneKε-SATDMdegKε contenue dans̊hJ ⊗C(t). En particulier,u(T)⊗Kε C(t) est
un sous-espace vectoriel deh̊J⊗C(t) défini par des équations qui sont des combinais
linéaires à coefficients dansZ des restrictions des racines àh̊J ⊗ C(t). Soit t′ le C-sous-
espace vectoriel de̊hJ vérifiant les mêmes équations ; alorst′ ⊗C C(t)= u(T)⊗Kε C(t).
En particulier, dimC(t

′)= dimKε (T). Commeu(T) est la partie déployée de(h̊J ⊗C(t))Γ
′

(qui contienttR) on atR ⊂ t′. Mais t′ = {X ∈ u(T)⊗Kε C(t) ; ad(X) a des valeurs propre
dansC} est stable parΓ ′. On notet′

R
= (t′)Γ ′

. PourX ∈ t′
R

, ad(X) a ses valeurs propre
dansC ∩ Kε = R, donct′ est uneR-SATDdeg′′ qui contienttR.
R R
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Il reste à voir quet′
R

⊗R C = t′. Pour cela il suffit de montrer quet′ est fixe (point
par point) parΓ . Soit t′j l’espace propre deγm dans t′ associé à la valeur prop

(εm)
j . On a t′ = ⊕m−1

j=0 t′j et u(T) ⊗Kε C(tm) = (u(T) ⊗Kε C(t))Γ = (t′ ⊗C C(t))Γ =⊕m−1
j=0 t′j ⊗ t−jC(tm). Pour j %= 0, soitX ∈ t′j ⊗ t−jC(tm), alors ad(X) a ses valeurs

propres [pour la représentation adjointe dansg̊ ⊗ C(t)] contenues danst−jC(tm) ;
mais X ∈ u(T) ⊗Kε C(tm), donc ces valeurs propres sont dansC(tm). Ainsi, toutes
les valeurs propres de ad(X) sont nulles, et comme̊g est simple,X = 0 : On a bien
t′ = t′0. ✷
4.8. Conséquences

Toutes lesR-SATDMdeg′′
R

ont même dimension. Cette dimension est lerang relatifde
gKε surKε, on l’appelle aussi le rang relatif deg′′

R
surR ; c’est un invariant deg′′

R
(vis-à-vis

des isomorphismes).
De même, à laKε-algèbre de Lie simplegKε est associé son indice (cf. Tits [3

ou [2, 2.5]) que l’on calcule avec une paire(T,P) d’une Kε-SATDM T de gKε

contenue dans une sous-algèbre parabolique fractionnaire minimaleP de gKε . D’après
la Proposition 4.7, cet indice peut donc se calculer à partir d’uneR-SATDMtR deg′′

R
(et

d’une sous-algèbre parabolique fractionnaire minimale la contenant) et c’est un inv
deg′′

R
.

Comme on va le voir dans le paragraphe 7, cet indice ne peut cependant caractég′′
R

à isomorphisme près. En effet, même si les espaces radiciels deg′′
R

associés àtR sont sur
un certain anneau (Aε) des modules sans torsion de rang fini et si ce rang peut se dé
de l’indice, il y a encore plusieurs classes d’isomorphismes possibles pour ces m
(libres, non libres).

4.9. Contre-exemple

On considère̊g = sl2(C), g = l(g̊, Id,1) (de typeA(1)1 ), ε = ±1, etσ̊ ′ la semi-involution
normale de̊g : (g̊)σ̊ ′ = sl2(R).

On noteA = C[t, t−1], K = C(t), Kε le sous corps deK formé des points fixe
de la semi-involutionι′ε :P(t) → P (εt−1), et Aε = A ∩ Kε. On a alorsg′′ = sl2(A) et
on considère la forme réelleg′′

R,ε
= sl2(Aε) de g′′ associée à la semi-involutionσ ′

ε =
σ̊ ′ ⊗ ι′ε.

On va regarder lesR-SATDMdeg′′
R,ε et montrer que pourε = −1 elles sont conjuguée

parSL2(Aε)= SL2(A)
σ ′
ε , et qu’elles ne le sont pas pourε = 1.

Lemme 4.9.1. L’anneau quotientAε = R[X,Y ]/(X2+Y 2−4ε) (avecX = t + εt−1 et
Y = i(t − εt−1)) est unitaire, intègre et noethérien; il est principal si et seulement s
ε = −1.

Démonstration. La vérification des premières assertions est simple. Montrons la der
Un idéalI deAε détermine un idéalι′ε-stableIC de l’anneau principalC[t, t−1]. Soit

P un générateur deIC.
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Pourε = −1, l’ensembleP = {(t − z),−(t−1 + z̄) ; z ∈ C, Im(z) > 0 ou z ∈ R∗+} est
un système de représentants des éléments premiers deC[t, t−1], modulo les élément
inversibles, qui est stable parι′ε . On peut supposer queP est un produit d’éléments d
P , et commeι′ε(P )/P est inversible, on a en faitι′ε(P )= P , et doncP est un générateu
deI.

Pourε = 1, on n’a pas de tel systèmeP . En fait, six, y ∈ R vérifientx2+y2 = 4, l’idéal
(X− x,Y − y) deAε n’est pas principal, car aucun générateur de l’idéal corresponda
C[t, t−1] n’est fixe parι′ε. ✷
Proposition 4.9.2. Le groupe SL2(Aε) est transitif sur les SATDM de l’algèbre de L
réellesl2(Aε) si et seulement siAε est principal.

Conséquence.D’après le Lemme 4.9.1, il y a donc transitivité pourε = −1 et non
transitivité pourε = 1.

Démonstration. (1) La sous-algèbre de Cartan standardh0 de sl2(R) est uneR-SATDM
de sl2(Aε) ; donc touteR-SATDMh de sl2(Aε) est de dimension 1 surR, et donc une
sous-algèbre de Cartan desl2(Aε). Si h est une telleR-SATDM, alors h ⊗R Kε est
une sous-algèbre de Cartan déployée (i.e., aussi uneKε-SATDM) de sl2(Kε) considérée
commeKε-algèbre de Lie ; cette sous-algèbre de Cartan détermine un unique c
{B+,B−} de sous-algèbres de Borel fractionnaires (par rapport àKε) desl2(Kε) tel que
B+ ∩ B− = h ⊗R Kε. De plus, le groupe de WeylW desl2(Kε) par rapport àh0 ⊗R Kε

admet des représentants dansSL2(R) ⊂ SL2(Aε) qui échange les deux sous-algèbres
Borel B+

0 et B
−
0 associées àh0. Ainsi, si h est conjuguée àh0 par SL2(Aε), alors les

paires{B+,B−} et {B+
0 ,B

−
0 } sont conjuguées parSL2(Aε).

(2) D’après le Théorème 4.7, toute sous-algèbre de Borel (surKε) de sl2(Kε) est
associée, comme au (1), à uneR-SATDMdesl2(Aε). Donc siSL2(Aε) est transitif sur les
SATDMdesl2(Aε), alorsSL2(Aε) est transitif sur les sous-algèbres de Borel desl2(Kε) et
donc, d’après le Lemme 1.17,Aε est principal.

(3) Supposons queAε est principal. Soith uneR-SATDMde sl2(Aε) qui détermine
deux sous-algèbres de BorelB+ et B− de sl2(Kε) et montrons queh est conjuguée
à h0 par SL2(Aε). D’après le Lemme 1.17, on peut supposer queB+ = B

+
0 . Mais

h ⊗R Kε est une sous-algèbre de Cartan desl2(Kε) contenue dansB+
0 ; il existe donc

u = ( 1 α
0 1

) ∈ SL2(Kε) tel que u(h0 ⊗R Kε)u
−1 = h ⊗R Kε. Mais les éléments deh0

(respectivementh) sont les éléments deh0 ⊗R Kε (respectivementh ⊗R Kε) dont les
valeurs propres pour la représentation adjointe sont dansR (cf. Proposition 1.15) ; pa
conséquentuh0u

−1 = h ⊂ sl2(Aε). En particulier,u
( 1 0

0 −1

)
u−1 = ( 1 −2α

0 −1

) ∈ sl2(Aε), donc
α ∈ Aε etu ∈ SL2(Aε). Donch est conjuguée àh0 parSL2(Aε). ✷
Remarque 4.9.3.Avec les notations de 4.9, l’algèbre de Lie réelle :

gR,ε = sl2(Aε)⊕ iRc⊕ iRd
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est une forme réelle presque compacte deg, et θ = ω̊τ η0 (η ∈ {0,1}, eiπη = ε) en est une
involution de Cartan. La décomposition de Cartan correspondantegR,ε = k ⊕ p est telle
que

k =
{(

0 P

−P 0

)
; P ∈ Aε

}
⊕ iRc⊕ iRd

et

p =
{(
P Q

Q −P
)

; P,Q ∈ Aε

}
.

Les deux sous-algèbrest∞ et a∞ suivantes :

t∞ =
{(

0 P

−P 0

)
; P ∈ R

[
t + εt−1]}⊕ iRc,

a∞ =
{(
P 0
0 −P

)
; P ∈ R

[
t + εt−1]}

sont deux sous-espaces abéliens maximaux de dimension infinie dek et dep, respective-
ment.

PourP ∈ R[t + εt−1] \ R, l’élément
( 0 P
−P 0

)
det∞ et l’élément

(
P 0
0 −P

)
dea∞ ne sont

pas adg-diagonalisables surC. Contrairement au cas classique, un sous-espace abél
k ou dep n’est donc pas toujours contenu dans une sous-algèbre torique degR,ε.

La sous-algèbre de Cartant0 = {( 0 r
−r 0

)
; r ∈ R

} ⊕ iRc ⊕ iRd de k et degR,ε est
clairement un sous-espace abélien maximal de dimension finie dek. On en déduit alors
que les sous-espaces abéliens maximaux dek n’ont pas tous la même dimension ; ils
sont donc pas tous conjugués.

5. Calcul des rangs relatifs

SoientgR une forme réelle presque compacte de l’algèbre de Kac–Moodyg, et σ ′ la
semi-involution de deuxième espèce deg associée àgR. On se fixe une sous-algèbre
Cartan maximalement compacteh deg et on noteσ l’involution de première espèce deg
associée à la paire(σ ′,h) (cf. Proposition 2.9).

Notons tout de suite que sigR est compacte (i.e.,σ = Id, σ ′ = ω′ = ω̊′ ⊗ ι′), le
raisonnement de 3.7(iii) s’applique encore, maiss̊R est compacte donc̊sR et g′′

R
sont de

rang nul. Dans la suite, on supposeσ %= Id.
Soit l(s̊, θ, η) une réalisation deg adaptée à(σ,σ ′,h) sur laquelleσ et σ ′ s’écrivent

σ = σ̊ ⊗ 1 et σ ′ = σ̊ ′ ⊗ ι′, où s̊ est une algèbre de Lie semi-simple complexe,θ un
automorphisme d’ordre fini de̊s, et σ̊ ′ une semi-involution de̊s commutant àθ et telle
queσ̊ σ̊ ′ est une semi-involution de Cartan des̊ commutant àθ (cf. 3.9).

Soit s̊R la forme réelle de̊s correspondant à ˚σ ′, et soits̊R = k̊ ⊕ p̊ sa décomposition d
Cartan par rapport à ˚σ .
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Pour un sous-espace vectorielθ -stableV de s̊, on notel′′(V , θ, η) le sous-espac
vectoriel :

⊕
j∈Z
(tj ⊗ Vj ) de g′′ := g′/Cc, avecVj = V ∩ s̊j . Ainsi, si gR = k ⊕ p est

la décomposition de Cartan degR par rapport àσ , on a :

kC = l
(
k̊C, θ, η

) ; pC = l′′
(
p̊C, θ, η

)
.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au calcul du rang relatif degR : on le fait en construisan
uneSATDMdegR oug′′

R
à partir d’uneSATDMde s̊R que l’on choisit dansp (i.e., fixe par

−σ ) (cf. 4.5).

Proposition 5.1. On considère une réalisationl(s̊, θ, η) deg.
Soit m̊ une sous-algèbre de Lie réductive des̊ stable parθ et dont le centre̊c est

diagonalisable dans̊s, et soitg ∈ m := l(m̊, θ, η). Alors :

(1) Si g ∈ m′ alors ad(g) est diagonalisable dansm si et seulement siad(g) est
diagonalisable dansg. Sous cette dernière hypothèse,g ∈ l(m̊′, θ, η)⊕ (c̊)θ ⊗ 1.

(2) Si m̊ est semi-simple et les valeurs propres dead(g) dansm sont réelles, alors il en es
de même des valeurs propres dead(g) dansg.

Démonstration. La sous-algèbreH := (
⊕
j∈Z∗ c̊j ⊗ tj ) ⊕ Cc est une algèbre d

Heisenberg infinie etd en est l’élément de graduation. Par conséquent, les élémen
l(c̊, θ, η) ad-diagonalisables surH= l′′(c̊, θ, η)⊕ Cc sont contenus dans(c̊)θ ⊗ 1⊕ Cc⊕
Cd , et donc ils sont diagonalisables surg.

Soitg un élément ad-diagonalisable dem ; il existe(g′, s) ∈ l(m̊′, θ, η)× l′′(c̊, θ, η) tel
queg = g′ + s. Il existeλ ∈ C (dépendant deg) tel que les actions de ad(g) et ad(s + λd)
surl′′(c̊, θ, η)⊕Cc coïncident et donc sont ad-diagonalisables. Par conséquent,s ∈ (c̊)θ⊗1
(donc ad(s) est ad-diagonalisable dansg). Ainsi, ad(g) et ad(s) commutent, etg′ est ad-
diagonalisable dansm.

Un élément ad-diagonalisable (respectivement ad-diagonalisable à valeurs p
réelles) de l’algèbre de Lie(m̊′)θ est ad-diagonalisable (respectivement ad-diagonalisa
valeurs propres réelles) danss̊ ; par conséquent, les éléments (respectivement les élém
à valeurs propres réelles) de la sous-algèbre de Cartan standard del(m̊′, θ, η) sont ad-
diagonalisables (respectivement ad-diagonalisables à valeurs propres réelles)g.
Grâce au théorème de conjugaison des sous-algèbres de Cartan, qui est encore
pour l(m̊′, θ, η), le résultat est vrai pour un élémentg′ quelconque ad-diagonalisab
(respectivement ad-diagonalisable à valeurs propres réelles) del(m̊′, θ, η). D’où la
proposition. ✷
Lemme 5.2. On conserve les notations introduites au début de ce paragraphe
suppose qu’il existe un sous-espace abélien maximalθ -stableå de p̊ tel que:

Cs̊R

((
å
)θ )= Cs̊R

(
å
)
.

Alors la sous-algèbretR := (å)θ ⊗ 1 est une SATDMσ -stable deg′′ .

R
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Démonstration. Soit r̊ (respectivementr′′) le centralisateur de la sous-algèbreå (res-
pectivementtR) dans s̊ (respectivementg′′). Alors r′′ = l′′(r̊, θ, η) et par conséquen
r′′ ∩ pC = l′′(åC, θ, η). CommetR ⊂ pC, on ar′′ = (r′′ ∩ pC)⊕ (r′′ ∩ k′′

C
). Soitx ∈ r′′ ∩ pC ;

d’après la Proposition 5.1, ad(x) est semi-simple (surg ou r′′ ∩ pC) si et seulement s
x ∈ (åC)

θ ⊗ 1. On a[(r′′ ∩ k′′
C
), (r′′ ∩ pC)] = 0, et vu 4.4, on en déduit alors qu’un éléme

x ∈ r′′ ∩ g′′
R

est torique déployé si et seulement six ∈ (å)θ ⊗ 1 ; d’où le résultat. ✷
Lemme 5.3. On considère une sous-algèbre de Cartanh deg et∆ le système de racine
associé. Soitα une racine réelle de∆, et soit(e, f ) ∈ gα × g−α tel que[e, f ] = α̌. On
pose:

A= exp
(
ad(f )

)
exp

(
Log

(√
2

2

)
ad
(
α̌
))

exp
(
ad(−e)),

A′ = exp
(
ad(−e))exp

(
Log

(√
2

2

)
ad
(−α̌ ))exp

(
ad(f )

)
,

B = exp
(
ad(−if ))exp

(
Log

(√
2

2

)
ad
(
α̌
))

exp
(
ad(−ie)).

Alors :

(1) A′ = A, e+ f =A(α̌ ) et i(e− f )= B(α̌ ) ; en particuliere+ f et i(e− f ), comme
α̌, sontadg-diagonalisables à valeurs propres réelles.

(2) Soitσ un automorphisme deg stabilisant la sous-algèbre(gα ⊕ Cα̌⊕ g−α) et tel que
σ/gα⊕g−α = −1 ; alorsσAσ−1 =A−1 =A.rα , etσrασ−1 = r−1

α , avec

rα =A2 = exp
(
ad(e)

)
exp

(
ad(−f ))exp

(
ad(e)

)
= exp

(
ad(−f ))exp

(
ad(e)

)
exp

(
ad(−f ))

qui induit surh la réflexion par rapport à la racineα et vérifier2
α = exp(iπ ad(α̌ )).

Démonstration. C’est un calcul danssl2(C) ; voir aussi [2, 4.6]. ✷
Remarque.Dans les conditions du Lemme 5.3, si on suppose queh est stable parσ et
σ ′ (par exempleh maximalement compacte) et queα est fixe parσ , alorsσ ′(α̌ ) = −α̌,
d’où iα̌ ∈ k ⊂ gR est adg-diagonalisable à valeurs propres imaginaires pures. Choisis
(e, f ) ∈ gα × g−α tel que[e, f ] = α̌. Si (−σ) fixe gα ⊕ g−α , alorse + f ∈ p ⊂ gR est
adg-diagonalisable à valeurs propres réelles. Siσ fixe gα ⊕ g−α , alorsgR ∩ (gα ⊕ Cα̌ ⊕
g−α)= R(e− f )⊕ iRα̌⊕ iR(e+ f ) est une sous-algèbre de Lie simple compacte degR.

Lemme 5.4. Soientg̊ une algèbre de Lie simple complexe,h̊ une sous-algèbre de Carta
de g̊, ∆̊ = ∆(g̊, h̊) et ω̊ l’involution de Cartan standard de̊g relativement àh̊. Alors le
rang maximal d’un systèmeΦ de racines fortement orthogonales de∆̊ est égal au rangr
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de l’algèbre de Lie réductive(g̊)ω̊. Plus précisément,
⊕
α∈Φ Cα̌ est conjuguée sousAut(g̊)

à une sous-algèbre de Cartan de(g̊)ω̊.

Démonstration. Soit{β1, β2, . . . , βl} un système de racines fortement orthogonales d∆̊,
et soitXi ∈ g̊βi tel que : {Xi,βǐ, Yi = −ω̊(Xi)} forme un sl2-triplet de g̊. Alors t =⊕l
i=1 C(Xi − Yi) est une sous-algèbre torique de(g̊)ω̊ (cf. Lemme 5.3) et par conséque

l � r.
D’autre part, le résultat de Sugiura [29, Théorème 2.5] appliqué à la forme dép

deg̊ (dont l’involution de Cartan est ˚ω) et uneSATDMde celle-ci montre qu’il existe dan
∆(g̊, tC) un systèmeΦ de racines fortement orthogonales de rangr et que

⊕
α∈Φ Cα̌ est

une sous-algèbre de Cartan de(g̊)ω̊. D’où le lemme. ✷
Corollaire 5.5. Si (−Id) est dans le groupe de Weyl de(g̊, h̊), alors il existe un système d
racines fortement orthogonales de rangn, avecn= rang deg̊.

Sinon, le rang maximalr d’un système maximal de racines fortement orthogonale
la dimension de l’espace(h̊)ξ des points fixes de̊h sous un automorphisme de diagrammξ
d’ordre2, et le centralisateur de toute sous-algèbre de Cartan de(g̊)ω̊ est une sous-algèbr
de Cartan de̊g.

Remarque.Le premier résultat est énoncé sous forme d’exercice dansBourbaki. De plus,
la réciproque est clairement vraie (cf., Exercice 15, Chapitre VI, paragraphe 1 de [1

Démonstration. Si (−Id) est dans le groupe de Weyl de(g̊, h̊), alors l’involution de Cartan
ω̊ est intérieure, et on a rang((g̊)ω̊)= n. Le corollaire découle donc du lemme précéden

Dans le cas contraire, ˚ω est extérieure et l’assertion résulte de la description dans c
de(g̊)ω̊ que l’on trouve dans [13, Chapitre X].✷
5.6. Cas des algèbres de type Aff 1

Lemme 5.6.1. On suppose que la réalisation standard deg est adaptée àσ ′. Soit å un
sous-espace abélien maximal dep̊ ; alors la sous-algèbretR := å ⊗ 1 est une SATDM
σ -stable deg′′

R
.

Démonstration. C’est une conséquence du Lemme 5.2.✷
Lemme 5.6.2. On suppose que la réalisationl(g̊, θ := τ̊k,−1) est adaptée àσ ′, avec
τ̊k := expiπ ad(p̊k). Dans un tel cas, on a: σ̊ (p̊k)= −p̊k [i.e., p̊k ∈ (p̊)θ ]. Soitå un sous-
espace abélien maximal de̊p contenantp̊k ; alors la sous-algèbretR := å ⊗ 1 est une
SATDMσ -stable deg′′

R
.

Démonstration. Une sous-algèbre torique dep̊ contenant ˚pk est contenue dans(p̊)θ ; le
résultat est une conséquence du Lemme 5.2.✷
Lemme 5.6.3. On suppose queσ est l’involution τ0 := expiπad(d) de la réalisation
standard deg (qui est presque adaptée mais non adaptée àσ). SoitΦ un système d
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racines fortement orthogonales maximal de∆̊. Pourα ∈Φ, soit (eα, α̌, fα) un sl2-triplet
dans la forme déployée deg̊ associé àα ; alors la sous-algèbre de Lie:

tR :=
⊕
α∈Φ

R
(
eα ⊗ t + fα ⊗ t−1)

est une SATDM deg′′
R

.

Démonstration. Il est clair quetR est dansg′′
R

. Soit δ la plus petite racine imaginair
positive de∆ = ∆(g,h). En appliquant 5.3 à{α + δ ; α ∈ Φ} qui est un système d
racines fortement orthogonales de∆, on voit quetR est uneSATDde gR et quetR est
conjuguée det′

R
= ∑

α∈Φ Rα̌ par le produit commutatifA des élémentsAα associés
à chaque racineα + δ (cf. 5.3). D’après 5.4 et 5.5, le centralisateur det′

R
dansg̊ est

réduit à h̊ = (t′
R

⊗ C) ⊕ T0, avecT0 = {h ∈ h̊ ; α(h) = 0, ∀α ∈ Φ}. En retransforman
parA−1, on voit que le centralisateur detR dansg′ est une algèbre de Heisenberg infin
et (tR ⊗ C)⊕ T0 ⊕ Cc en est une sous-algèbre de Cartan. Le lemme découle alors
Proposition 5.1. ✷
Remarque 5.6.4.

(1) Il résulte de la démonstration ci-dessus que le centralisateur detR dans l’algèbre de Lie
simplegK−1 (cf. 4.6) est une sous-algèbre de Cartan ; doncgK−1 est quasi-déployée.

(2) Avec les notations du Lemme 5.6.3, on suppose queσ = (σ̊ ⊗ 1)τ0 sur la réalisation
standard deg (où σ̊ est une involution de̊g).
Soit å un sous-espace abélien maximal fixe par(−σ̊ ) de la forme réelle de̊g associée
à σ̊ ; alors å ⊗ 1 est fixe parτ0 et définit uneSATD de g′′

R
. En considérant le

centralisateur de̊a ⊗ 1 dansg′′, on se ramène aux conditions du Lemme 5.6.3.

5.7. Cas des algèbres de type Aff 2

En regardant la liste de Bausch–Rousseau des involutions de première espèce
duite au paragraphe 6), on constate que la réalisation standardl(g̊, ξ,−1) deg est adaptée
à σ , sauf dans le cas oùσ n’est pas intérieure, c’est-à-direσ est de la formeρH , avec
H = exp(iπ ad(h)), h ∈ hZ et ρ un automorphisme de diagramme non trivial deg ; dans
ce casg est nécessairement de typeA(2)2l−1 ouD(2)l+1 et on verra qu’on peut ramener le calc
du rang dans une réalisation standard de type Aff 2 ou dans une algèbre de type Af

5.7.1. On suppose queg est de typeA(2)2l−1, et σ = ρH , où ρ est l’automorphisme d

diagramme non trivial deA(2)2l−1. Dans ce casσ(d)= p1 = d+p̄1 ; par conséquentσ(p̄1)=
−p̄1 et p̄1 ∈ gR. Soientl(g̊, ξ,−1) la réalisation standard deg, et r (respectivement̊r) le
centralisateur dēp1 dansg (respectivement̊g). L’automorphisme de diagrammeξ de g̊

fixe p̄1, il stabilise r̊ et on ar = l(r̊, ξ,−1) et r̊ = h̊ + m̊, où m̊ est la sous-algèbre d
Lie simple g̊ engendrée par(g̊±α̊i , i = 2,3, . . . ,2l − 2). L’automorphismeξ stabilisem̊,
et ξ/m̊ est un automorphisme de diagramme dem̊. Une SATDM de gR contenantp̄1
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est contenue dansr. D’après la Proposition 5.1, une telleSATDM est contenue dan
Rp̄1 ⊕ (l(m̊, ξ,−1)∩ gR).

Une base du système de racines del(m̊, ξ,−1) est(α0 + α1 + α2, α2, α3, . . . , αl), et un
calcul dans l’algèbre de Lie simple de typeA3, engendrée par{g±αi ; i = 0,1,2}, montre
queρ fixe gα0+α1+α2. Par conséquent, la restriction deρ à l(m̊, ξ,−1) est l’identité, et la
restriction deσ à l(m̊, ξ,−1) est intérieure. Ainsi, on se ramène au cas où la réalisa
standard est adaptée àσ . ✷

5.7.2. Supposons à présent queg est de typeD(2)l+1, et σ = ρH , où ρ est l’automor-

phisme de diagramme non trivial deD(2)l+1. Dans ce cas, on aσ(d) = pl = d + p̄l ; par
conséquentσ(p̄l) = −p̄l , et p̄l ∈ gR. Soientl(g̊, ξ,−1) la réalisation standard deg et r

(respectivement̊r) le centralisateur dēpl dansg (respectivement̊g). Commeξ fixe p̄l , il
stabiliser̊ et on a :r = l(r̊, ξ,−1) et r̊ = h̊ + m̊, où m̊ est la sous-algèbre de Lie simp
de g̊ engendrée par{g̊±α̊i ; i = 1,2,3, . . . , l − 1}. L’automorphisme de diagrammeξ de g̊

est trivial surm̊. UneSATDMdegR contenantp̄l est contenue, d’après la Proposition 5
dansRp̄l ⊕ (l(m̊, Id,−1) ∩ gR). Ainsi, on est ramené à l’algèbrel(m̊, Id,−1) qui est de
type Aff 1 (plus précisémentA(1)l−1). ✷
5.7.3. Cas où la réalisation standard deg est adaptée àσ

Soit l(g̊, ξ,−1) la réalisation standard deg. Ainsi ξ est un automorphisme d
diagramme involutif par rapport à une sous-algèbre de Cartan(h̊)1 de s̊ = g̊ ; il commute
à σ̊ . D’après la table du paragraphe 6,σ s’écrit sous la formeσ = τ̄i ouσ = τ0τ̄i , et donc
σ̊ = τ̄i ou ξ τ̄i .

Soientå0 uneSATDM σ̊ -stable de(g̊R)
ξ (i.e., å0 est contenue dans(p̊)ξ ) et h̊0 une

sous-algèbre de Cartan deg̊0 (:= (g̊)ξ ) contenant̊a0. Soit h̊ le centralisateur dans̊g deh̊0 ;
en conjuguant par un automorphisme intérieur deg̊ commutant avecξ , on peut suppose
queh̊ = (h̊)1 et que la base de̊∆ est adaptée à̊a0 (cf. 7.1). Ainsiξ est un automorphism
de diagramme involutif par rapport à̊h. Bien entendu, la description de ˚σ par rapport à̊h
n’est plus la même que celle par rapport à(h̊)1. Mais σ̊ est toujours de la formeH , ξ ou
ξH , avecH involution intérieure de̊g0 stabilisanth̊, et ξ apparaissant si et seulement
τ0 apparait dans la première expression (i.e.,ε = −1). On peut déterminerH |

h̊0
: c’est le

seul élément du groupe de Weyl dont la restriction àh̊0 = (h̊)ξ est la même que celle deσ ,
c’est-à-dire vaut−1 sur å0 et +1 sur son orthogonal (il s’exprime en général à partir
éléments de plus grande longueur des groupes de Weyl de∆̊ et des composantes connex
deΦ, cf. 6.5).

On poser̊ = C(g̊)(å0), m̊ = (r̊)′ = [r̊, r̊], et Φ = ∆(m̊, h̊ ∩ m̊). Une des bases deΦ
s’identifie à une partieξ -stable de la base de̊∆. Commeå0 est uneSATDMde(g̊R)

ξ , on a
(m̊)ξ ⊂ (m̊)σ̊ . On va compléter(å0 ⊗ 1) en uneSATDMσ -stable degR ; une telleSATDM
est de la forme(å0 ⊗ 1)⊕ tR, avectR uneSATDMσ -stable demR = l(m̊, ξ,−1)∩ gR (cf.
Proposition 5.1).

Lemme 5.7.4(cf. [8, 11.1]). Soits une algèbre de Lie simple complexe, et soientθ1 et θ2
deux automorphismes involutifs des vérifiantsθ2 ⊂ sθ1. Si de plusθ1 est non trivial, on a
θ1 = θ2.
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Lemme 5.7.5. Soit s une algèbre de Lie semi-simple complexe qui est somme de
algèbres de Lie simples et isomorphes, et soientθ1 et θ2 deux automorphismes des
vérifiant :

(i) θ2 est involutif et échange les deux idéaux des ;
(ii) sθ2 ⊂ sθ1.

Alors siθ1 %= θ2, on aθ1 = Id.

Démonstration. Quitte à changerθ1 en θ2θ1, on peut supposer queθ1 stabilise les deux
idéaux des, et on déduit alors de la condition (ii) queθ1 est l’identité des. ✷
Proposition 5.7.6. On conserve les notations et les hypothèses de5.7.3.

La sous-algèbre̊m de g̊ est somme directe d’idéaux̊mk stables parξ et σ̊ , minimaux
pour cette propriété et qui sont de l’un des deux types:

(i) m̊k : simple;
(ii) m̊k = m̊k1 ⊕ m̊k2 : somme de deux idéaux simples échangés parξ .

Dans ces deux cas̊σ = Id ou ξ sur m̊k .

Démonstration. Pour une base du système de racinesΦ déterminée par un éléme
de (h̊0 ∩ m̊) qui est régulier dans̊m, les deux involutions ˚σ et ξ agissent surΦ par
des automorphismes de diagramme. SoientI1, I2, . . . , Il les composantes connexes
diagramme de Dynkin deΦ et m̊1, m̊2, . . . , m̊l les idéaux simples de̊m correspondants
Les automorphismesξ et σ̊ permutent les composantes connexesIj et les idéauxm̊j .
Comme(m̊)ξ ⊂ (m̊)σ̊ , il est clair que ˚σ stabilise(m̊)j ⊕ (m̊)ξ(j) pour toutj ∈ {1, . . . , l}.

(1) Si ξ(j)= j , alorsσ̊ etξ stabilisent la sous algèbre de Lie simplem̊j et on a, d’après
le Lemme 5.7.4,

σ̊ /m̊j
= Idm̊j

ou σ̊ /m̊j
= ξ/m̊j

.

(2) Si ξ(j) %= j , alors dans ce casξ échange les deux idéaux̊mj et m̊ξ(j) ; σ̊ stabilise
m̊j ⊕ m̊ξ(j) et on a, d’après le Lemme 5.7.5,

σ̊ /m̊j⊕m̊ξ(j)
= Idm̊j⊕m̊ξ(j)

ou σ̊ /m̊j⊕m̊ξ(j)
= ξ/m̊j⊕m̊ξ(j)

.

D’où le résultat. ✷
Remarque 5.7.7.En tenant compte de la proposition précédente, on se ramène à con
uneSATDMσ -stable demR dans les quatre cas suivants :

(i) m̊ = m̊1 × m̊1 et l’involution σ̊ agit trivialement surm̊ ; la forme réellemR est alors
évidemment compacte et touteSATDMest triviale.
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(ii) m̊ = m̊1 × m̊1, oùm̊1 est une algèbre de Lie simple etξ(x, y)= σ̊ (x, y)= (y, x) pour
x, y ∈ m̊1. Dans un tel cas, la sous-algèbrem = l(m̊1 × m̊1, ξ,−1) est de type Aff 1
etσ = τ0. Ce cas a donc déjà été traité.

(iii) m̊ est simple et l’involution ˚σ agit trivialement surm̊ ; la forme réellemR est alors
évidemment compacte et touteSATDMest triviale.

(iv) m̊ est simple et ˚σ/m̊ = ξ/m̊. Ce cas sera traité aux paragraphes qui suivent.

N.B. : Pour faire la différence entre les cas (i) et (ii) ou (iii) et (iv) il suffit de déterm
σ̊ sur h̊ ∩ m̊, ce que l’on fait d’après les indications de 5.7.3.

5.7.8. Dans ce qui suit on construit uneSATDMσ -stable demR dans le cas où̊m est
simple et ˚σ/m̊ = ξ/m̊. On rappelle qu’une base du système de racinesΦ de m̊ s’identifie
à une partieξ -stable de la base de̊∆ et on noteτ l’automorphisme de diagramme deΦ
induit par la restriction deξ à m̊.

(I) Si l’automorphisme de diagrammeτ de m̊ est trivial, alorsm est de type Aff 1,
et l’algèbre de Lie simple̊g ne peut pas être de typeA2l. Ainsi, l’automorphisme de
diagrammeξ de g̊ fixe (point par point) les sous-espaces radicielsg̊α qu’il stabilise. Par
conséquent,ξ fixe m̊, et la forme réellemR est compacte.

(II) Si l’automorphisme de diagrammeτ de m̊ est non trivial, alors on distingue deu
cas :

1. Si g̊ est de typeA2l, alors la sous-algèbre de Lie simplem̊ est nécessairement d
type An, n � 1. Comme l’automorphisme de diagrammeξ de A2l ne fixe aucune
racine de la base de̊∆, il en est de même pour son action parτ sur la base de racine
deΦ. Par conséquent, l’algèbre de Lie simplem̊ est de typeA2k, et quitte à choisir
convenablement la base de Chevalley dem̊, on peut supposer queξ/m̊ = τ .

2. Si g̊ n’est pas de typeA2l, alors pour toute racineα de∆̊ qui est fixée parξ , l’espace
radiciel correspondantg̊α est également fixé parξ ; d’où pour un bon choix de la bas
de Chevalley de̊m, on peut supposerξ/m̊ = τ .

Finalement, on se ramène au cas oùm = l(m̊, τ,−1) et σ/m = τ ⊗ 1 qui sera traité en
détail dans le numéro qui suit.✷
5.7.9. Construction d’une SATDMσ -stable degR dans le cas oùg = l(g̊, ξ,−1) et
σ = ξ ⊗ 1, avecξ un automorphisme de diagramme involutif et non trivial deg̊

Ce cas correspond, avec les notations des tables du paragraphe 6, àσ = τ0. La
construction se fait cas par cas suivant le type de l’algèbre de Lie simpleg̊.

Lemme 5.7.9.1.Soientβ1 etβ2 deux racines réelles et orthogonales de∆ (i.e.,β1(β 2̌)=
β2(β 1̌)= 0) telles que: (β1 ± β2) ∈∆ etβ1 ± nβ2 /∈∆ si n > 1.

Alors l’automorphismer1, prolongement àg de la réflexion par rapport àβ1, stabilise
gβ2 et agit dessus par(−1).

Démonstration. Soit eβ1 ∈ gβ1 tel que[eβ1, (fβ1 := −ω′(eβ1))] = β 1̌.
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On ar1 = exp(ad(eβ1))exp(−ad(fβ1))exp(ad(eβ1)). Il est clair quer1(gβ2)= gr1(β2) =
gβ2 et on doit montrer que(−r1) fixe gβ2. Soitx ∈ gβ2 \ {0}, on a :

exp(adeβ1)(x)= x + [eβ1, x],
exp(−adfβ1)(x)= x − [fβ1, x],

exp(−adfβ1)
([eβ1, x]

)= [eβ1, x] −
[
eβ1, [fβ1, x]

]+ 1

2

[
fβ1,

[
eβ1, [fβ1, x]

]]
.

On a :

1

2

[
fβ1,

[
eβ1, [fβ1, x]

]]= 1

2

[−β1,̌[fβ1, x]
]= [fβ1, x],

d’où

exp(−adfβ1)exp(adeβ1)(x)= x + [
eβ1, x] − [eβ1, [fβ1, x]

]
.

Il existe µ ∈ C tel que [eβ1, [fβ1, x]] = µx, et on a exp(−adfβ1)exp(adeβ1)(x) =
(1−µ)x+[eβ1, x]. Par conséquent,r1(x)= (1−µ)(x+[eβ1, x])+[eβ1, x] = (1−µ)x+
(2− µ)[eβ1, x]. Commer1(x) ∈ gβ2 et β1 + β2 est une racine de∆, on a nécessaireme
[eβ1, x] %= 0, d’oùµ= 2 etr1(x)= −x. ✷
Lemme 5.7.9.2.Sous les hypothèses de5.7.9, on suppose que̊g est de typeA2k. SoitΨ
l’ensemble des racines positives de∆̊ qui sont fixes parξ . Choisissons pour chaque racin
α deΨ un élément non nulxα de g̊α ; alors la sous-algèbre:

tR :=
⊕
α∈Ψ

R
(
xα ⊗ t − ω̊′(xα)⊗ t−1)

est une SATDMσ -stable de dimensionk deg′′
R

.

Démonstration. D’après le Lemme 5.4,Ψ est un système de racines fortement ortho
nales maximal deA2k et il est de cardinalk. Pourα ∈ Ψ , (−ξ) fixe g̊±α ; d’après 5.3,
tR est uneSATDσ -stable deg′′

R
de dimensionk, et d’après la Proposition 3.7(iii),tR est

maximale. ✷
Lemme 5.7.9.3.Sous les hypothèses de5.7.9, on suppose que̊g est de typeA2l−1.

Si l = 2k ou 2k + 1, on pose pouri ∈ {0,1, . . . , k − 1}, βi = α2i+1 + δ ∈ ∆, avec
δ = α0 + α1 + 2(α2 + · · · + αl−1)+ αl , eβi ∈ gβi , fβi = −ω′(eβi ), tel que[eβi , fβi ] = βǐ .
Alors la sous-algèbretR :=⊕k−1

i=0 R(eβi + fβi ) est une SATDMσ -stable deg′′
R

.

Démonstration. Notons d’abord que le raisonnement se fait dansg/Cc, donc βǐ =
α̊ ˇ2i+1 + α̊ ˇ2l−2i−1, ∀i = 1,2, . . . , k − 1.

Étape1. Avec les notations du lemme on pose pouri ∈ {0,1, . . . , k − 1} :
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(i) Ai = exp(ad(fβi ))exp(Log(
√

2
2 )ad(βǐ))exp(−ad(eβi )).

(ii) A=∏k−1
i=0 Ai .

(iii) ri la réflexion par rapport àβǐ . La réflexionri se prolonge en un automorphism
d’ordre fini deg, qu’on note encoreri , et qui est défini par :

ri = exp
(
ad(eβi )

)
exp

(−ad(fβi )
)
exp

(
ad(eβi )

)
.

(iv) r =∏k−1
i=0 ri .

On a : σ/gβi⊕g−βi = −Id, σ(βǐ) = βǐ , Ai(βǐ) = (eβi + fβi ) ∈ p (cf. Lemme 5.3). Les
racinesβi , i = 0,1, . . . , k − 1, sont deux à deux fortement orthogonales (en particuliA
est un produit commutatif). La sous-algèbretR = A(⊕k−1

i=0 Cβǐ) définit bien uneSATD

σ -stable deg′′
R

, et on ar′′ :=Cg′′ (tR)=A(Cg′′(
⊕k−1
i=0 Cβǐ)).

Étape2. Pouri = 0,1, . . . , k − 2, soitγi la racine de∆(g̊, h̊0) définie par :

γi = α2i+1 + 2(α2i+2 + · · · + αl−1)+ αl.

On définit aussi,

γk−1 = α2k−1 + α2k si l = 2k,

γk−1 = α2k−1 + 2α2k + α2k+1 si l = 2k + 1,

γk = α2k+1 si l = 2k+ 1.

Lesγi, i = 0,1, . . . , [ l−1
2 ], ainsi définies sont deux à deux fortement orthogonales.

Pour 0� i � k − 1, γi est la restriction de deux racines fortement orthogonale
∆(g̊, h̊) échangées parξ .

On noteli la sous-algèbre engendrée parg̊±γi , i = 0,1, . . . , k (lk = {0} si l = 2k) et
l =⊕k

i=0 li . Soit r̊ = Cg̊(
⊕k−1
i=0 Cβǐ) et notons̊c son centre. On år′ = l ; par conséquen

Cg′′(
⊕k−1
i=0 Cβǐ)= l′′(c̊, ξ,−1)⊕ l′′(l, ξ,−1) et il s’agit d’une somme d’algèbres.

Étape 3. On considère l’action de l’involutionσ = ξ ⊗ 1 sur la sous-algèbr
A(l′′(l, ξ,−1)) de g′′. Il est clair que ξ fixe lk , et donc σ fixe l′′(lk, ξ,−1)
[=A(l′′(lk, ξ,−1))]. On va montrer queσ fixe A(l′′(li , ξ,−1)), i = 0,1, . . . , k − 1. On
va faire le calcul pour le casi = 0 (c’est pareil pour les autres cas).

D’après le Lemme 5.3, on aσAσ−1 = Ar. Par conséquent, pourx ∈ g, σ(Ax) = Ax
si et seulement sirσ (x) = x, et il suffit donc de montrer querσ fixe l′′(l0, ξ,−1). La
sous-algèbrel′′(l0, ξ,−1) de g′′ est engendrée par{g(±γ0+nδ) ; n ∈ Z}. Il est clair que
rσ fixe g(±γ0+2nδ), n ∈ Z (car les racines(βi)i=0,...,k−1 sont fortement orthogonales
(±γ0 + 2nδ)) ; il suffit donc de montrer querσ fixe gγ0+δ. Soit x0 ∈ gγ0+δ \ {0}, comme
γ0 + δ est fortement orthogonale àβi , ∀i = 1, . . . , k − 1, l’espacegγ0+δ est fixe par lesri
pour i > 0 ; mais(γ0 + δ) et β0 vérifient bien les conditions du Lemme 5.7.9.1, et o
rσ (x0)= −r(x0)= −r0(x0)= x0.

Étape4. On va montrer quetR est uneSATDMσ -stable deg′′ .

R
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Soit r′′ := Cg′′(tR)= A(l′′(c̊, ξ,−1)⊕ l′′(l, ξ,−1)). Les éléments adg-diagonalisables
der′′ sont contenus dansA((c̊0 ⊗ 1)⊕ l′′(l, ξ,−1)), cf. Proposition 5.1.

D’après l’étape 3, l’involutionσ fixe l′′(l, ξ,−1), et par suite (cf. 4.4) les éléments adg-
diagonalisables et à valeurs propres réelles der′′ ∩ gR sont contenus dans(A(c̊0 ⊗ 1))∩ p

qui est égale àtR ; d’où le lemme. ✷
Lemme 5.7.9.4.Sous les hypothèses de5.7.9, on suppose que̊g est de typeDl+1.

La sous-algèbretR := R(e0 + f0) est une SATDMσ -stable deg′′
R

.

Démonstration. D’après le Lemme 5.3,tR est uneSATD de g′′
R

contenue dansp.
On a dim(tR) = rang(g̊R), et donctR est uneSATDM σ -stable deg′′

R
[cf. Proposi-

tion 3.9(iii)]. ✷
Lemme 5.7.9.5.Sous les hypothèses de5.7.9, on suppose que̊g est de typeE6. Alors la
sous-algèbretR := R(e0 + f0) est une SATDMσ -stable deg′′

R
.

Démonstration. Il est clair, d’après le Lemme 5.3, quetR est uneSATDσ -stable deg′′
R

;
montrons qu’elle est maximale. SoitA0 l’automorphisme introduit en 5.3 qui transform
α0̌ en (e0 + f0), on a : tR = A0(Rα0̌) et r := Cg(tR) = A0(h ⊕ (

⊕
α∈Φ∪Ψ gα)), avec

Φ = {±α2 + nδ, ±α3 + 2nδ, ±α4 + 2nδ, ±(α2 + α3)+ nδ, ±(α3 + α4)+ 2nδ, ±(α2 +
α3 + α4)+ nδ, ±(2α2 + α3)+ 2nδ, ±(2α2 + α3 + α4)+ 2nδ, ±(2α2 + 2α3 + α4)+ 2nδ ;
n ∈ Z}, et Ψ = {nδ ; n ∈ Z∗} [on utilise ici pourE6 la numérotation fixée en 1.11(2)
Il est clair que les éléments diagonalisables à valeurs propres réelles de(r ∩ gR) sont
contenus dans̃r := A0(h

′ ⊕ (⊕α∈Φ gα)). Si une racine deΦ est de la forme±(n2α2 +
n3α3 + n4α4) + 2nδ, on voit facilement par le calcul qu’elle est fortement orthogon
à α0, et par suiteσ etA0 fixent l’espace radiciel correspondant. Comparée avecα0, une
autre racineα = ±(α2 + n3α3 + n4α4) + (2n + 1)δ deΦ vérifie toutes les condition
du Lemme 5.7.9.1 et on ar0/gα = −1. De plus,σ/gα = −1, et par conséquentr0σ est
l’identité surgα . D’après le Lemme 5.3, on aσA0σ

−1 = A0r0, et on en déduit queσ fixe
A0(gα). Ainsi σ est l’identité sur l’algèbre dérivéẽr′ de r̃. Par conséquent, la forme rée
de r̃′ associée à la restriction deσ ′ est compacte. D’où le lemme.✷
5.8. Cas oùg est de type Aff 3

Ce cas correspond àD(3)4 et on distingue, en plus de la forme compacte, deux for
réelles presque compactes deg correspondant à ˚τ2 et τ0. Les deux formes ne sont p
isomorphes car elles ne correspondent pas au même signeε (cf. Lemmes 2.4 et 2.13). C’es
pourquoi on n’indiquera pas le calcul du rang (2 pour chaque forme) ; il figure dans

6. Table des formes réelles presque compactes des algèbres de Kac–Moody affine

6.1. Les tables qui vont suivre indiquent dans leurs trois premières colonn
classification par Jean Bausch [4,6] des involutions de première espèce des a
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de Kac–Moody affines ; il y a quelques corrections par rapport à la classificatio
Levstein [19].

Plus précisément, dans la première colonne figure le nomX
(k)
n , selon Victor Kac [15],

de l’algèbre affineg avec indication des limitations sur un éventuel paramètrel ou r. Dans
la seconde colonne est reproduit le diagramme de Dynkin deg avec la numérotation de
sommets expliquée en 1.11(2) ; on indique aussi éventuellement par des flèches
d’un automorphisme de diagramme involutifρ (cf. 1.4). Siρ n’est pas mentionné, o
prendρ = Id dans la suite.

L’involution de première espèceσ est décrite dans la troisième colonne avec
limitations éventuelles sur le paramètrei qui correspond au numéro d’un sommet
diagramme de Dynkin. On utilise les notations suivantes : ˚τi = expιπ ad(p̊i ) et τ̄i =
expιπ ad(p̄i) (avec les notations de 1.5) etι ∈ C, ι2 = −1, et τi = expιπ ad(pi) (avec
les notations de 1.11(5)) ; en particulierp0 = d , et pouri %= 0,pi = p̄i + aid , doncτi = τ̄i
ou τ̄iτ0 selon que le coefficientai du diagramme de Dynkin est pair ou impair.

On peut noter que, d’après 2.3, pourA(2)2l , ρ1τ0 induit surg′′ l’involution ξ ⊗1, oùξ est

l’automorphisme de diagramme non trivial de(g̊, h̊).

Remarque.Comme indiqué déjà en 2.13,σ est en fait de l’une des cinq formes suivante
τi1, τi1τi2, ρ, ρτi1 ou ρτi1τi2 (avec i2 = 0 quand il existe). Les racinesα = αi1 et αi2
(éventuellement) sont fixées parρ et l’espace radicielgα correspondant est contenu da
p ⊗ C (notation de 2.7) : on dit queαi1 etαi2 sont desracines simples non compactes. Les
racines simplesα fixes parρ mais différentes deαi1, αi2 sont telles que l’espace radicielgα

correspondant est contenu dansk ⊗ C : on dit que ce sont desracines simples compacte.
On ah ∩ gR = (h ∩ k)⊕ (h ∩ p), avec :

h ∩ p =
⊕
β

R(pβ − pρβ)

et

h ∩ k =
(⊕

α

iRpα

)
⊕
(⊕

β

iR(pβ +pρβ)
)

(modulo le centre)

où lesα (respectivementβ) sont les racines simples fixes (respectivement non fixes
ρ et où on note(pγ )γ une « base duale » de la base de racines. Ainsi, une racine s
fixe parρ est imaginaire pure surh ∩ gR, tandis qu’une racine simple non fixe parρ y est
complexe (ni imaginaire pure ni réelle).

La description deσ peut être résumée (de manière imagée mais encombrante) p
diagramme, obtenu à partir du diagramme de Dynkin, muni des flèches figurant col
en noircissant (ou encerclant) les sommetsi1 et i2. Ces diagrammes, dits de Vogan, s
expliqués, dans le cas affine non tordu, par P. Batra [3] ; ils sont beaucoup plus a
voir, par exemple, [14] ou [22].

6.2. Dans la colonne 4 figure le signeε calculé selon les indications de 2.13.
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6.3. Réalisation adaptée

Dans la colonne 5, on décrit la réalisation adaptée àσ obtenue en 3.5. Les notatio
sont les suivantes :
La réalisation standard deg est l(g̊, ξ, εk), où εk = exp(2ιπ

k
), j = ε3, et ξ est un

automorphisme de diagramme deg̊ d’ordrek ; si k = 1, ξ = Id. On a de plus :

(∗) θ(x, y)= (y, x), ∀x, y ∈ g̊ ;
(∗)′ ξ2(x, y)= (y, ξ(x)), ∀x, y ∈ g̊ ;

(∗∗) (τ̄i ) 1
2 = expι π2 ad(p̄i), ι ∈ C, ι2 = −1.

6.4. La semi-involution de seconde espèceσ ′

D’après [23] et le paragraphe 3, la semi-involutionσ ′ est le produit commutatif d
σ et de la semi-involution de Cartan standardω′ décrite en 2.5 avec le même épingla
(h, (ei, fi)i∈I ) de g. D’après [23] (cf. Proposition 2.9), on obtient ainsi la liste de tou
les classes de conjugaison des semi-involutions de seconde espèce, c’est-à-dire d
réelles presque compactes, à condition de rajouter pour chaque algèbre la cla
conjugaison des semi-involutions de Cartan (qui correspondent aux formes comp
On verra au paragraphe 7 que cette liste ne comporte aucune redite.

6.5. La forme réelle̊sR

La colonne 6 indique l’algèbre de Lie réelles̊R introduite en 3.9 et 3.10. Les notatio
sont celles d’Helgason [13]. Siεk = −1, s̊R estg̊ considérée comme algèbre réelle sim
pseudo-complexe. Sinons̊R est une forme réelle de̊g déterminée par l’involution de Carta
σ̊ associée àσ comme en 3.7. Voici quelques indications pour le calcul des̊R quandεk = 1.

(1) La description deσ et de la réalisation adaptée fournit une description de ˚σ par
rapport à la sous-algèbre de Cartan standardh̊ queσ̊ stabilise. Cette description est aisé
sauf quandσ fait intervenir un automorphisme de diagrammeρ d’une algèbre de typ
Aff 2. Dans la plupart des cas, en fait quandρ(0)= 0, on tombe sur la description standa
d’une involution de Cartan comme décrite par Helgason d’après Kac [13, Chapitre X
a alors aussitôt la forme̊sR.

On sait que pour déterminer̊sR il suffit de déterminer sa sous-algèbre compa
maximale, c’est-à-dire(g̊)σ̊ . Pour cela un moyen détourné peut s’avérer utile : on che
une involution ˚τ de g̊ stabilisanth̊ et commutant à ˚σ , pour laquelle(g̊)τ̊ et [(g̊)τ̊ ]σ̊ sont
faciles à calculer. Alors̊g/(g̊)σ̊ et [g̊]σ̊ /[(g̊)τ̊ )]σ̊ correspondent à des espaces symétriq
ce qui donne un nombre très restreint de possibilités pour(g̊)σ̊ . La plupart des calcul
nécessaires ici ont déjà été effectués par Kabbaj [14] (voir aussi [22]).

(2) Le calcul du rang deg′′
R

(indiqué à la colonne 7) et 3.9 fournissent une inéga
pour le rang de̊sR et même une égalité pour les algèbres non tordues d’après 5.6.1 et
Cela suffit souvent à déterminers̊R. D’autre part, en poursuivant les calculs ayant con
à déterminer le rang deg′′

R
, il est facile de déterminer celui des̊R, d’où, presque toujours

la détermination de̊sR [13, Chapitre X, Table VI].
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(3) Il est en général assez facile de déterminer si l’involution ˚ρ de g̊ associée à un
automorphisme de diagramme deg est intérieure ou extérieure, car il suffit de connaîtrρ
sur h̊. Les trois cas difficiles sontA(2)2l−1, D(2)2r etD(2)2r+1 pour lesquels on trouve que ˚ρ est
toujours intérieure, plus précisément :

pourA(2)2l−1 ρ̊ = −ξw(2,3, . . . ,2l − 2) sur h̊,

pourD(2)2r ρ̊ = −w(1,2, . . . ,2r − 2) surh̊,

pourD(2)2r+1 ρ̊ = −ξw(1,2, . . . ,2r − 1) surh̊,

où w(i, . . . , j ) est l’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl (de typA)
engendré par les réflexions ˚ri , . . . , r̊j .

Comme ˚τi ou τ̄i induit un automorphisme intérieur deg̊, tandis queτ0 induit ξ sur g̊,
il est facile de déterminer si l’involution ˚σ est intérieure ou extérieure, c’est-à-dire si
forme réelle est intérieure ou extérieure.

Dans le cas Aff 2, comme ˚ρ est toujours intérieure, la forme réelles̊R est intérieure s
et seulement siε = 1. Ainsi, le résultat de 2.4 et 2.13 (qui fait intervenirεk) se généralise

Proposition 6.6. Le signeε introduit en2.13 est un invariant par conjugaison deσ ′ sous
Aut(g).

6.7. Rang deg′′
R

Ce rangs figure dans la septième colonne. Il est calculé selon les processus d
au paragraphe 5. En particulier, d’après 5.6.1 et 5.6.2, ce rang est le même que c
s̊R = g̊R dans les cas non tordus avecε = 1.

On note[r] la partie entière d’un nombre rationnelr.

6.8. Indice de Tits

On a fait figurer dans la dernière colonne l’indice de Tits [30] de la formegKε de
g̊ ⊗ C(t) sur le corpsKε = C(tm)ι

′
ε associée àgR (cf. 4.6). Si le nom de l’algèbre d

Kac–Moody estX(k)n , alors g̊ est de typeXn, et si s est le rang deg′′
R

, alors le nom de

l’indice de Tits estgX(d)n,s , ou gXdn,s pourXn exceptionnel.
Le nombreg = 1,2,3 ou 6 est le cardinal du quotient du groupe de GaloisΓ ′ de

C(t) sur Kε agissant sur le diagramme de Dynkin ; c’est un multiple dek et un diviseur
de 2m = |Γ ′|, oùm est l’ordre de l’automorphisme de̊g intervenant dans la réalisatio
presque adaptée deg (cf. 3.9 et 4.6).

Pourk = 3 (i.e.,D(3)4 ) on ag = 3, car le groupe de GaloisΓ ′ est commutatif (cf. 4.6) e
ne peut donc avoir pour quotient le groupe symétriqueS3.

Le nombred est déterminé par le centralisateur de laSATDMdeg′′
R

. Il se trouve que
pour prouver que cetteSATDest bien maximale on a étudié ce centralisateur ; doncd est
facile à déterminer.



H
.B

en
M

e
ssa

o
u
d
,G

.R
o
u
ssea

u
/Jo

u
rn

a
lo

fA
lgeb

ra
2
6
7

(2
0
0
3
)

4
4
3
–
5
1
3

487

Tableau 1
es

Forme réelle Rangs Indice
quotient

sl2(R) 1 A
(1)
1,1

sl2(C) 1 A
(1)
1,1

sl2(R) 1 A
(1)
1,1

su(i, l + 1− i) i 2A
(1)
l,i

sl2(l + 1,C)
[
l+1
2

] 2A
(1)
l,s

sl(2r + 1,C) 2r 1A
(1)
2r,2r

sl(2r + 1,R) 2r 1A
(1)
2r,2r

sl(2r,R) 2r − 1 1A
(1)
2r−1,s

su∗(2r) r − 1 1A
(2)
2r−1,s

sl(2r,R) 2r − 1 1A
(1)
2r−1,s

sl(2r,C) 2r − 1 1A
(1)
2r−1,s
Table des formes réelles presque compactes non compactes des algèbres de Kac–Moody affin

g ρ σ ε Réalisation
adaptée

A
(1)
1 τ0τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

A
(1)
1 ρ 1 l(g̊, τ̊1,−1)

A
(1)
l

τ0τi = τ̊i 1 l(g̊, id,1)

(l > 1) 1� i � l+1
2

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

A
(1)
2r ρ1 ρ1 = ξτ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

(r � 1) ρ1τ0 = ξ 1 l(g̊, id,1)

A
(1)
2r−1 ρ1 ρ1 1 l(g̊, τ̊2r−1,−1)

(r � 2)

A
(1)
2r−1 ρ2 ρ2 1 l(g̊, id,1)

(r � 2) ρ2τ̊r 1 l(g̊, id,1)

ρ2τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)
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Tableau 1 (suite)

g ρ σ ε Réalisation Forme réelle Rangs Indice
quotient

su(r, r) r 1A
(1)
2r−1,r

so(2,2l − 1) 2 Bl,2

so(2i,2l − 2i + 1) si,1
(1) Bl,s

so(2l + 1,C) l Bl,l

so(1,2l) 1 Bl,1

so(2i − 1,2l − 2i + 2) si,2
(2) Bl,s

sp(l,R) l C
(1)
l,l

sp(i, l − i) i C
(1)
l,i

sp(l,C) l C
(1)
l,l

sp(2r − 1,R) 2r − 1 C
(1)
2r−1,s
adaptée

A
(1)
2r−1 ρ3(i)= r + 1, 0� i < r ρ3 1 l(g̊, τ̊r ,−1)

(r � 2)

B
(1)
l

τ0τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

(l � 3) τi = τ̊i 1 l(g̊, id,1)

2� i � l
τ0 −1 l(g̊× g̊, θ,−1)(∗)

B
(1)
l ρ ρ 1 l(g̊, τ̊1,−1)

(l � 3) ρτi = ρτ̊i 1 l(g̊, τ̊1,−1)

2� i � l
C
(1)
l

τ0τ1 = τ̊l 1 l(g̊, id,1)

(l � 2) τi = τ̊i 1 l(g̊, id,1)

1� i � l
2

τ0 −1 l(g̊× g̊, θ,−1)(∗)
C
(1)
2r−1 ρ ρ 1 l(g̊, τ̊2r−1,−1)

(r � 2)

(1) si,1 = inf(2i,2l − 2i + 1).
(2) si,2 = inf(2i − 1,2l − 2i + 2).
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Forme réelle Rangs Indice
quotient

sp(r, r) r C
(2)
2r,r

sp(2r,R) 2r C
(1)
2r,2r

so(2,6) 2 1D
(1)
4,2

so(4,4) 4 1D
(1)
4,4

) so(8,C) 4 1D
(1)
4,4

so(1,7) 1 2D
(1)
4,1

so(3,5) 3 2D
(1)
4,3

) so(8,C) 3 2D
(1)
4,3

so(2,6) 2 1D
(1)
4,2

so(4,4) 4 1D
(1)
4,4
Tableau 1 (suite)

g ρ σ ε Réalisation
adaptée

C
(1)
2r ρ ρ 1 l(g̊, τ̊2r ,−1)

(r � 1) ρτr = ρτ̊r 1 l(g̊, τ̊2r ,−1)

D
(1)
4 τ0τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ2 = τ̊2 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗

D
(1)
4 ρ0 1 l(g̊, id,1)

ρ0τ̊1 1 l(g̊, id,1)

ρ0τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗

D
(1)
4 ρ2 1 l(g̊, τ̊1,−1)

ρ2τ2 = ρ2τ̊2 1 l(g̊, τ̊1,−1)
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Tableau 1 (suite)

g ρ σ ε Réalisation Forme réelle Rangs Indice
quotient

o(2,2l − 2) 2 gD
(1)
l,2

(+)

o(2i,2l − 2i) 2i gD
(1)
l,2i

(+)

o∗(2l)
[
l
2

]
gD

(2)
l,s

(+)

o(2l,C) 2
[
l
2

]
gD

(1)
l,s

(+)
o(1,2l − 1) 1 gD

(1)
l,1

(+)

o(2i + 1,2l − 2i − 1) 2i + 1 gD
(1)
l,s

(+)

o(2l,C) 1+ 2
[
l−1
2

]
gD

(1)
l,s

(+)

o(2,2l − 2) 2 gD
(1)
l,2

(+)

o(2i,2l − 2i) 2i gD
(1)
l,2i

(+)

o(2r − 1,2r − 1) 2r − 1 1D
(1)
2r−1,s
adaptée

D
(1)
l τ0τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1) s

τi = τ̊i 1 l(g̊, id,1) s

(l � 5) 2� i � 1
2

τ0τl = τ̊l 1 l(g̊, id,1) s

τ0 −1 l(g̊× g̊, θ,−1)(∗) s

D
(1)
l

ρ0 ρ0 1 l(g̊, id,1) s

ρ0τi = ρ0τ̊i 1 l(g̊, id,1) s

(l � 5) 1� i � l−1
2

ρ0τ0 −1 l(g̊× g̊, θ,−1)(∗) s

D
(1)
l

ρ2 ρ2 1 l(g̊, τ̊1,−1) s

ρ2τi = ρ2τ̊i 1 l(g̊, τ̊1,−1) s

(l � 5) 2� i � l
2

D
(1)
2r−1 ρ1 ρ1 1 l(g̊, τ̊2r−1,−1) s

(r � 3)
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Tableau 1 (suite)

Forme réelle Rangs Indice
quotient

so∗(4r) r 1D
(2)
2r,r

so(2r,2r) 2r 1D
(1)
2r,2r

G2(2) 2 G0
2,2

G2C 2 G0
2,2

F4(4) 4 F0
4,4

F4(−20) 1 F21
4,1

F4C 4 F0
4,4

E6(−14) 2 2E16′
6,2

E6(2) 4 2E2
6,4

E6C 4 2E2
6,4

E6(−26) 2 1E28
6,2

E6(6) 6 1E0
6,6

E6C 6 1E0
6,6
g ρ σ ε Réalisation
adaptée

D
(1)
2r ρ1 ρ1 1 l(g̊, τ̊2r ,−1)

(r � 3)

ρ1τr = ρ1τ̊r 1 l(g̊, τ̊2r ,−1)

G
(1)
2 τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

F
(1)
4 τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ4 = τ̊4 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

E
(1)
6 τ0τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ6 = τ̊6 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

E
(1)
6 ρ0 ρ0 1 l(g̊, id,1)

ρ0τ6 = ρ0τ̊6 1 l(g̊, id,1)

ρ0τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)
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Forme réelle Rangs Indice
quotient

E7(−25) 3 E28
7,3

E7(7) 7 E0
7,7

E7(−5) 4 E9
7,4

E7C 7 E0
7,7

E7(−25) 3 E28
7,3

E7(7) 7 E0
7,7

E8(−24) 4 E28
8,4

E8(8) 8 E0
8,8

E8C 8 E0
8,8

su(1,2) 1 2A
(1)
2,1

sl3(R) 1 2A
(1)
2,1

su(2i,2l + 1− 2i) si,3
(3) 2A

(1)
2l,s

sl(2l + 1,R) l 2A
(1)
2l,l
Tableau 1 (suite)

g ρ σ ε Réalisation
adaptée

E
(1)
7 τ0τ6 = τ̊6 1 l(g̊, id,1)

τ7 = τ̊7 1 l(g̊, id,1)

τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)
E
(1)
7 ρ ρ 1 l(g̊, τ̊6,−1)

ρτ7 = ρτ̊7 1 l(g̊, τ̊6,1)

E
(1)
8 τ1 = τ̊1 1 l(g̊, id,1)

τ7 = τ̊7 1 l(g̊, id,1)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, θ,−1)(∗)

A
(2)
2 τ1 = τ̄1 1 l(g̊, ξ,−1)

τ0 −1 l(g̊, ξ,−1)

A
(2)
2l τi = τ̄i 1 l(g̊, ξ,−1)

(l � 2) 1� i � l
τ0 −1 l(g̊, ξ,−1)

(3)si,3 = inf(2i,2l + 1− 2i).
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Tableau 1 (suite)

Forme réelle Rangs Indice
quotient

su(2i,2l − 2i) 2i 2A
(1)
2l−1,s

su(l, l) l 2A
(1)
2l−1,l

sl(2l,R) l 2A
(1)
2l−1,l

su∗(2l)
[
l
2

] 2A
(2)
2l−1,s

su(1,2l − 1) 1 2A
(1)
2l−1,1

su(2i − 1,2l − 2i + 1) 2i − 1 2A
(1)
2l−1,s

sl(2l,R) l 2A
(1)
2l−1,l

so(2i,2l + 2− 2i) si,4
(4) 2D

(1)
l+1,s

so(2i + 1,2l − 2i + 1) si,5
(5) 2D

(1)
l+1,s

so(2r,2r) 2r − 1 2D
(1)
2r,s
g ρ σ ε Réalisation
adaptée

A
(2)
2l−1 τ̄i 1 l(g̊, ξ,−1)

(l � 3) 1� i � l
2

τ0τl = τ̄l 1 l(g̊, ξ,−1)

τ0τ̄l = τl −1 l(g̊, ξ,−1)

τ0 −1 l(g̊, ξ,−1)

A
(2)
2l−1 ρ ρ 1 l(g̊, ξ(τ̄1)

1/2, ι)(∗∗)

(l > 2) ρτi = ρτ̄i 1 l(g̊, ξ(τ̄1)
1/2, ι)(∗∗)

2� i � l + 1
2

ρτ̄lτ0 = ρτl −1 l(g̊, ξ(τ̄1)
1/2, ι)(∗∗)

D
(2)
l+1 τ0τi = τ̄i 1 l(g̊, ξ,−1)

(l � 2) 1� i � l
τi (0� i � l

2) −1 l(g̊, ξ,−1)

D
(2)
2r ρ ρ 1 l(g̊, ξ(τ̄2r−1)

1
2 , ι)(∗∗)

(r � 2)

(4)si,4 =
{

inf(2i,2l + 2− 2i) si 2i %= l + 1,
l si i = l+1

2 .

(5)si,5 =
{

2i + 1 si 2i < l,
l si i = l

2 .
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Forme réelle Rangs Indice
quotient

so∗(4r + 2) r 2D
(1)
2r+1,r

so(2r + 1,2r + 1) 2r 2D
(1)
2r+1,s

E6(−14) 2 2E16′
6,2

E6(2) 4 2E2
6,4

E6(6) 4 2E2
6,4

E6(−26) 1 2E29
6,1

so(4,4) 2 3D2
4,2

so(8,C) 2 3D2
4,2
Tableau 1 (suite)

g ρ σ ε Réalisation
adaptée

D
(2)
2r+1 ρ ρ 1 l(g̊, ξ(τ̄2r )

1
2 , ι)(∗∗)

(r � 1) ρτ̄r τ0 = ρτr −1 l(g̊, ξ(τ̄2r )
1
2 , ι)(∗∗)

E
(2)
6 τ1 = τ̄1 1 l(g̊, ξ,−1)

τ4τ0 = τ̄4 1 l(g̊, ξ,−1)

τ4 = τ0τ̄4 −1 l(g̊, ξ,−1)

τ0 −1 l(g̊, ξ,−1)

D
(3)
4 τ2τ0 = τ̄2 1 l(g̊, ξ, j)

τ0 −1 l(g̊ × g̊, ξ2,
√
j )(∗)′
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Dans le cas Aff 1, avecε = 1, on a vu en 5.6.1 et 5.6.2 que laSATDMdeg′′
R

est dans

h̊ et est uneSATDMde g̊R = s̊R. Ainsi, l’indice gXdn,s de gKε est le même que celui d

la forme réelleg̊R qui est explicitée à la colonne 6. En particulier, sig est de typeD(1)l ,

l’indice gD(d)l,s degKε vérifie la même relation que dans le cas réel :

(+) g = 1 si l − ds est pair ;g = 2 sinon.

7. Cas particuliers et conclusion

On connait des invariants, à conjugaison près, des formes réelles presque com
d’une algèbre de Kac–Moody affine : l’automorphisme de diagrammeρ à conjugaison
près (2.2), le signeε (6.5), la forme réelle quotient̊sR (3.8 et 3.9), le rangs et
l’indice (4.8). Si l’on regarde la table du paragraphe 6, ces invariants (les trois pre
suffisent) permettent de prouver que deux formes réelles différentes de la table n
pas isomorphes, sauf peut-être dans un très petit nombre de cas particuliers. Il y a
pour l’algèbreA(2)2l−1, l � 2 et l pair, où on a à comparer les deux formes réelles pre

compactes correspondant àτ̄l et τ̄ l
2
, puis une liste de cas pour l’algèbreD(2)l , l � 4, où

on a à comparer, pour chaquei = 1, . . . , [ l−1
2 ], les deux formes réelles presque compa

correspondant à̄τi et τ̄l−i . On traitera le casD(2)3 sous le nomA(2)3 contrairement à la table
Dans toute la suite, on utilisera les notations suivantes :

Ā 1 = C
[
t, t−1]; K

1 = C(t); ε
(
f (t)

)= f (−t) et ι′
(
f (t)

)= f̄ (t−1) ∀f ∈K1
.

Ā= (
Ā1)ε = C

[
t2, t−2]; K = (

K
1)ε = C

(
t2
)
.

A1 = (
Ā1)ι′ = R

[
t + t−1, i

(
t − t−1)]; K1 = (

K
1)ι′
.

A= Āι′ = R
[
t2 + t−2, i

(
t2 − t−2)]; K =Kι′ .

On désignera par̊g une algèbre de Lie simple complexe (qui sera en fait de typeA2l−1
ouDl ) ρ̊ un automorphisme de diagramme d’ordre 2 deg̊, et σ̊ ′ une semi-involution de̊g
commutant à ˚ρ.

On note :g1 l’algèbre de Kac–Moody affine non torduel(g̊, Id,1) ; G1 le groupe de
Kac–Moody associé à(g1)′ (1.2) ;g l’algèbre de Kac–Moody affine torduel(g̊, ρ̊,−1) ; G
le groupe de Kac–Moody associé àg′ (1.2) ;ρ̃ l’automorphisme involutif ˚ρ⊗ε deg1 ; σ ′ la
semi-involution de seconde espèce ˚σ ′ ⊗ ι′ deg1 et deg ; g1

R
etgR les formes réelles presqu

compactes deg1 et deg associées àσ ′. Le groupe de GaloisΓ deK
1

surK est commutatif
isomorphe à(Z/2Z)

2 ; il agit surg1, ses générateursι′ et ε agissant respectivement parσ ′
et ρ̃.

La description que l’on a des formes réelles est par rapport à une sous-algè
Cartan maximalement compacte. On va dans la suite utiliser une transformation de
pour donner pour chaque forme une description par rapport à une sous-algèbre de
maximalement déployée, puis comparer les deux formes.
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Définition 7.1. Soientg une algèbre de Kac–Moody,h une sous-algèbre torique déploy
deg, et t une sous-algèbre deh. Une base de racines du système∆(g,h) est diteadaptée
à t s’il existe une basēπ de∆(g, t) telle que les racines positives de∆(g, t) sont les
restrictions non nulles des racines positives de∆(g,h).

Lorsque∆(g,h) est fini, alors pour toute sous-algèbret de h, il existe une base d
racines de∆(g,h) qui est adaptée à∆(g, t).

Proposition 7.2. Avec les notations fixées ci-dessus, on a:

(i) g = (g1)ρ̃ , etAd(G)⊂ Ad((G1)ρ̃).
(ii) On suppose qu’il existe deux sous-algèbrestR,1 et tR,2 deg′′

R
qui soient des SATDM d

g′′
R

et de(g1
R
)′′ à la fois. Alors il existe, pouri = 1,2, une sous-algèbre de Cartanhi de

g′′ qui est stable parσ ′ et contienttR,i et il existe une base de racinesπi de∆(g,hi )
(adaptée àti = tR,i ⊗ C) etg ∈G tels queg(h1)= h2, g(tR,1)= tR,2, etg(π1)= π2.
De plus,g échange les racines deπ1 et π2 possédant la même numérotation,
l’élémentn := g−1σ ′(g) fixeh1 et la sous-algèbre de Cartanh1

1 de(g1)′′ contenanth1.

Démonstration. (i) On voit clairement queg = (g1)ρ̃ et que leg-module(g1,ad) est
intégrable et s’intègre donc en unG-module(g1,Ad). D’autre part, les générateurs
Ad(G) sont de la forme Ad(exp(eα)) pourα racine réelle deg1 et α, eα ∈ g1

α fixes parρ̃,
ou de la forme Ad(exp(eβ)exp(eγ )) pourβ,γ racines réelles fortement orthogonales

g1 et β,γ , eβ ∈ g1
β et eγ ∈ g1

γ échangés par̃ρ. Par conséquent, on a Ad(G)⊂ Ad(G1ρ̃ ).

Dans le casA(2)2l (qui nous intéresse peu ici) un troisième type de générateurs de A(G)

doit être envisagé ; ce qui conduit à un calcul de vérification dansSL3 :

exp

(0 2λ 0
0 0 2λ
0 0 0

)
=
(1 2λ 2λ2

0 1 2λ
0 0 1

)
=
(1 λ 0

0 1 0
0 0 1

)(1 0 0
0 1 λ

0 0 1

)2(1 λ 0
0 1 0
0 0 1

)

=
(1 0 0

0 1 λ

0 0 1

)(1 λ 0
0 1 0
0 0 1

)2(1 0 0
0 1 λ

0 0 1

)
.

(ii) D’après le Lemme 4.2, il existe, pouri = 1,2, une sous-algèbre de Cartanhi de
g′′ qui est stable parσ ′ et contienttR,i . La sous-algèbreC(g1)′′(hi ) contient une unique
sous-algèbre de Cartanh1

i de(g1)′′ qui est stable par̃ρ etσ ′.
L’algèbre de Lieg′′ ⊗Ā K est uneK-forme quasi-déployée de(g1)′′ ⊗Ā1 K

1
(identifiée

à g̊⊗CK
1

: algèbre de Lie simple déployée surK
1
). D’après le Théorème 4.7,tR,i ⊗RK,

i = 1,2, sont deuxSATDMdeg′′
R

⊗A K ; elles ont donc le même indice de Tits (théorie

les corps). L’indice de Tits detR,i ⊗K peut être décrit à l’aide d’uneSAPFde g̊ ⊗C K
1

contenanttR,i ⊗R K, qui est stable parΓ et minimale pour cette propriété. Il existe do
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une baseΠi = {αj ; j ∈ I } de∆((g1)′′,h1
i ) adaptée àtR,i et une partieI0 deI stable par

l’action * deΓ = {1, ε, ι′, ει′} telles que :

ti ⊗K1 = {
x ∈ h1

i ⊗K1 ; αj (x)= αk(x), ∀j = γ ∗k ∈ I, ∀γ ∈ Γ ; αj (x)= 0, ∀j ∈ I0
}
.

On noteĪ = I/ε, Ī0 = I0/ε etπi = {ᾱj ; j ∈ Ī }, alors on a :

ti ⊗K = {
x ∈ hi ⊗K ; ᾱj (x)= ᾱk(x), ∀j = γ ∗k ∈ Ī , ∀γ ∈ {1, ι′} ; ᾱj (x)= 0, ∀j ∈ Ī0

}
.

D’après [20], il existeg ∈G tel queg(h1)= h2. En faisant agir la restriction àh2 du groupe
de Weyl de la sous-algèbre de Cartan deg contenanth2, on peut supposer queg(π1)= π2.

Si G est le groupe algébrique complexe simplement connexe associé àg̊, on a,
d’après [20], Ad(G1)= Ad(G(C[t, t−1])). En raisonnant dans l’algèbre de Lieg′′ ⊗Ā K,
on s’aperçoit que Ad(g) définit un automorphisme intérieur deg′′ ⊗Ā K . Ainsi Ad(g)
échange les racines deπ1 et deπ2 possédant la même numérotation. En particulier, o
g(t1)= t2 et doncg(tR,1)= tR,2 puisquetR,i est l’ensemble des éléments deti à valeurs
propres réelles pour la représentation adjointe dansg′′.

L’élémentn = g−1σ ′(g) normaliseh1 et t1. La base de racinesπ1 de∆ = ∆(g,h1)

étant adaptée àt1, il existe un élément génériquet1 detR,1 tel que∆+ =∆+
0 ∪∆++, avec

∆0 = {α ∈∆ ; α(t1)= 0},∆+
0 =∆0 ∩∆+ et∆++ = {α ∈∆+ ; α(t1) > 0}.

Si α ∈ ∆0, alorsσ ′(α) = −α (sinon,σ ′(α̌ ) + α̌ ∈ g′′
R

\ {0}, et tR,1 ⊕ R(σ ′(α̌ ) + α̌ )
est une sous-algèbre torique déployée deg′′

R
contenanttR,1, ce qui contredit la maximalit

de tR,1). De même, on aσ ′(gα) = −gα, et doncg−1σ ′(g)α = α. En particulier, on a
n(∆+

0 )=∆+
0 .

On a σ ′(∆++) = ∆++, et mêmeσ ′(g∆++) = g∆++. Par conséquent,n(∆++) =
g−1σ ′(g)(∆++) = ∆++, et doncn(∆+) = ∆+. Soit h l’unique sous-algèbre de Carta
deg contenanth1 ; on an(h)= h. L’élémentn (regardé comme un élément du groupe
Weyl de∆(g,h)) fixe h1 (on pourra voir ceci sur la sous-algèbre de Cartan standard dg).
En particulier,n stabiliseh1

1 et fixe l’un de ses éléments réguliers ; commen est induit par
un élément deG(C[t, t−1]), il fixe h1

1. ✷
Lemme 7.3. Soit g̊ une algèbre de Lie simple complexe, et soith̊ une sous-algèbre d
Cartan deg̊. On noteρ̊ un automorphisme de diagramme d’ordre2 de(g̊, h̊) si le type de
g̊ estAn, D2k+1 ouE6, et ρ̊ = l’identité sinon. Alorsρ̊ω̊ est induit par un automorphism
intérieur de(g̊)ρ̊ . De plus, tout automorphismeσ deg̊ qui est induit par un automorphism
intérieur de(g̊)ρ̊ et qui induitρ̊ω̊ sur h̊ est conjugué à̊ρω̊ par un automorphisme intérieu
de(g̊)ρ̊ stabilisanth̊.

Démonstration. D’après [2, 4.9 et 4.10.2], il existen0 ∈ Int[(g̊)ρ̊] qui commute à ˚ω et
induit ω̊ sur(g̊)ρ̊ ; d’où le résultat quand ˚ρ est l’identité. Si ˚ρ n’est pas l’identité,n0 induit
une involution de̊g [2, 4.10.3] ; l’involutionn0ω̊ est donc triviale sur(g̊)ρ̊ , et d’après 5.7.4
n0ω̊= Id ou ρ̊. Commeω̊ /∈ Int(g̊), on an0ω̊= ρ̊, et donc ˚ρω̊= n0 ∈ Int[(g̊)ρ̊]. Dans tous
les cas, on peut écrireσ = ρ̊ω̊expad(h), avech ∈ (h̊)ρ̊ , et en conjuguant par expad( h2)
(qui commute à ˚ρ) on peut supposerσ = ρ̊ω̊. ✷
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Remarque.Si g̊ est de typeA2k−1, on montre, comme ci-dessus, que ˚ρω̊τ̊k (et donc ˚ρω̊)
est induit par un automorphisme intérieur de(g̊)ρ̊τ̊k , puis qu’un automorphismeσ induit
par un automorphisme intérieur de(g̊)ρ̊ et induisant ˚ρω̊ sur h̊ est conjugué à ˚ρω̊ par un
automorphisme intérieur de(g̊)ρ̊τ̊k stabilisanth̊ et commutant à ˚ω′.

7.4. Cas de l’algèbreA(2)2l−1, l pair � 2

Soit g une algèbre de Lie affine de typeA(2)2l−1 (l pair) ; on poseσ1 = τ̄l , σ2 = τ̄l/2,

σ ′
i = σiω′, etgR,i = gσ

′
i , i = 1,2. La réalisation standardl(g̊, ρ̊,−1) deg est adaptée au

deux semi-involutions de deuxième espèceσ ′
1 etσ ′

2. Ces semi-involutions induisent tout
les deux l’automorphisme de diagramme trivial deg, elles correspondent au même sig
ε et induisent sur l’algèbre de Lie simpleg̊ (qui est de typeA2l−1) deux semi-involutions
conjuguées. Les deux semi-involutionsσ ′

1 etσ ′
2 agissent également sur l’algèbre non tord

g1 (de typeA(1)2l−1) et induisent deux formes réelles presque compactes isomorphesg1

ayant le même rangl, qui est aussi le rang commun des deux formes réellesgR,1 et gR,2.
Les deux semi-involutionsσ ′

1 etσ ′
2 deg1 commutent à̃ρ, et si on désigne respectiveme

par g1
R,1 et g1

R,2 les formes réelles presque compactes correspondantes, on const

gR,i = (g1
R,i)

ρ̃ , i = 1,2.

7.4.1. Description des deux formes
(a) Description degR,1 : On considère dans l’algèbre de Lie simpleg̊ la sous-algèbre

de Cartan standard̊h et le système de racines̊∆ = ∆(g̊, h̊) muni de sa base de racin
π̊ = {α̊1, . . . , α̊2l−1}. Pour unsl2-triplet {e, α̌, f } associé à une racineα de ∆̊, on note
Aα = expad(f )exp[Log(

√
2/2)ad(α̌ )]expad(−e). On rappelle queAα(α̌ ) = e + f et

queAα commute à ˚ω et àω̊′ (5.3).
L’involution σ1 = τ̊l de g (ou deg1) agit surg̊ (identifiée avec la sous-algèbreg̊ ⊗ 1

deg1). On note ˚σ1 (respectivement ˚σ ′
1) l’involution (respectivement la semi-involution) d

g̊ induite parσ1 (respectivementσ ′
1).

Pouri = 1,2, . . . , l, on poseβi = α̊i + α̊i+1 + · · ·+ α̊2l−i et on associe à chaque raci
βi un sl2-triplet {eβi , βǐ, fβi }. Les βi sont deux à deux fortement orthogonales, fi
par ρ̊, et t̊R :=⊕l

i=1 R(eβi + fβi ) est uneSATDMde (g̊)σ̊
′
1 fixe par ρ̊. Par conséquen

tR := t̊R ⊗ 1 est uneSATDMde(g1)′′
R,1 fixe parρ̃ et définit donc uneSATDMdeg′′

R,1.

On considère l’automorphisme intérieurA deg̊ défini parA=∏l
i=1Aβi . On regardeA

comme un automorphisme deg1 et on constate queA commute àω,ω′, etρ̃. En particulier,
on peut considérerA comme un automorphisme deg, et on a :

t̊R =A
(

l∑
i=1

Rβǐ

)
=A(h̊R

)ρ̊
.

D’après le Lemme 5.3, on aσ1Aσ1 = A
∏l
i=1 rβi , et par conséquentA−1σ1A =

(
∏l
i=1 rβi )σ1 qui commute àω, ω′, ρ̊ ⊗ 1, et ρ̃. Il est clair queA et σ1 fixent (h̊)−ρ̊ et

queA−1σ1A agit sur h̊ comme ˚ρω̊. CommeA−1σ1A est induit par un automorphism
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intérieur de(g̊)ρ̊ , le Lemme 7.3 montre qu’en conjuguant parA−1 puis par(expi adh2)⊗1
(qui commutent àω′, ρ̊⊗1 etρ̃) on peut supposer queσ1 = (ρ̊ω̊)⊗1, et on voit facilemen
que la forme réelle de̊g associée à ˚σ ′

1 est quasi-déployée.

Ainsi, grâce à cette conjugaison, on peut supposer quetR = (h̊R)
ρ̊ ⊗ 1 est uneSATDM

deg1
R,1 et degR,1 = (g1

R,1)
ρ̃ .

(b) Description degR,2 : On considère l’algèbreA(2)2l−1 (l = 2k et doncσ2 = τ̄k) et on
pose pouri = 0,1, . . . , k − 1 :

βi = αk−i + αk−i+1 + · · · + αk+i ;
γi = βi + 2(αk+i+1 + · · · + αl−1)+ αl + δ, pouri = 0,1, . . . , k − 2 ;

γk−1 = βk−1 + αl + δ = α1 + α2 + · · · + αl + δ,

où δ est la plus petite racine imaginaire positive (1.11).
L’ensemble{βi, γi ; i = 0,1, . . . , k − 1} est un système de racines fortement ortho

nales, et pour toute racineα de ce système,−σ2 et ρ̊τ̊l ⊗1 = τ̊l ⊗ ε fixent l’espace radicie
associégα . On associe, comme en (a), pour toute racineα de ce système unsl2-triplet
{eα, α̌, fα} de g. Ainsi tR = ∑k−1

i=0 R(eβi + fβi ) ⊕∑k−1
i=0 R(eγi + fγi ) est uneSATDM

deg′′
R,2. On poseB =∏k−1

i=0 AβiAγi : produit commutatif commutant àω, ω′, ρ̃, et τ̊l ⊗ ε.
On a :B−1σ2B = (∏k−1

i=0 rβi rγi )τ̄k , etB−1tR = (h̊R)
ρ̊ ⊗ 1. On utiliseraB−1σ2B au lieu

deσ2 et on suppose désormais queσ2 = (∏k−1
i=0 rβi rγi )τ̄k . Ainsi (h̊R)

ρ̊ ⊗ 1 est uneSATDM
de g′′

R,2, et σ2 ∈ expad(g′′)τ̊l⊗ε induit −Id sur (h̊)ρ̊ = (h̊)ρ̊τ̊l . La nouvelle expression d
σ2 commute à l’application translation de la réalisation standard deg (2.3), mais elle ne
respecte pas la graduation ; en effet, on aσ2(d)= (∏k−1

i=0 rγi )(d)= d−∑k−1
i=0 γ ǐ = d−2p̊l .

Commeσ2(p̊l) = −p̊l , σ2 fixe d − p̊l ; par conséquent, l’involutionσ2, vue comme
agissant sur la réalisationl(g̊, ρ̊ expiπ adp̊l ,−1), commute à l’application translation
respecte la graduation. Il existe donc une involution ˚σ2 deg̊ qui commute à ˚ρ expiπ adp̊l =
ρ̊τ̊l et qui stabilise̊h telle queσ2 = σ̊2 ⊗ 1 sur cette réalisation. L’involution ˚σ2 est dans
expad(g̊)ρ̊τ̊l et agit comme−Id sur (h̊)ρ̊ , donc elle agit comme ˚ρω̊ sur h̊. D’après le
Lemme 7.3, en conjuguant par un automorphisme stabilisanth̊ et commutant à ˚ρτ̊l , ρ̃,
etω′, on peut supposer que ˚σ2 = ρ̊ω̊. Ainsi, si on noteρ̃1 l’automorphisme ˚ρτ̊l ⊗ ε deg1,
on constate qu’avec la nouvelle expression deσ2 on ag1

R,2 = g1
R,1 etgR,2 = (g1

R,1)
ρ̃1.

7.4.2. Comparaison des deux formes
Supposons les deux formes isomorphes. AlorstR,1 := (h̊R)

ρ̊ ⊗ 1 est uneSATDMpour
g′′

R,1 et g′′
R,2, et t1 = tR,1 ⊗ C est uneSACdeg′′. Soit tR,2 l’image réciproque detR,1 par

l’isomorphisme degR,1 surgR,2. La sous-algèbretR,2 est donc une deuxièmeSATDMde
g′′

R,1, ett2 := tR,2⊗C est uneSACdeg′′. D’après la Proposition 7.2, il existe, pouri = 1,2,
une base de racinesπi de∆(g, ti) et il existeg ∈ G tel que Ad(g)t1 = t2, g(π1) = π2
et n := g−1σ ′

1(g) fixe t1 et la sous-algèbre de Cartanh1
1 de (g1)′′ contenantt1. On sait,

d’après la même proposition, que Ad(G) ⊂ Ad(G1)ρ̃ . Par ailleurs, on sait que siG est
le groupe algébrique simplement connexe associé àg̊, on a Ad(G1)= Ad(G(C[t, t−1])).
Ainsi, on peut regarder Ad(n) comme l’image par Ad d’un élément noté encoren, avec
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n ∈ T = T (C[t, t−1]), oùT est le tore maximal deG correspondant à la sous-algèbre
Cartanh1

1 de(g1)′′. On identifie le toreT à(C[t, t−1]∗)2l−1 via les coracines, oùC[t, t−1]∗
désigne l’ensemble des éléments inversibles (pour la multiplication) de l’anneauC[t, t−1].
On peut donc écrire

n= (
u1t

p1, . . . , ul−1t
pl−1, ult

2pl , (−1)pl−1ul−1t
pl−1, . . . , (−1)p1u1t

p1
)

avecui ∈ C∗, pi ∈ Z, i = 1, . . . , l.
Par définition den, on aσ ′

1(n)= n−1, ce qui équivaut à

(−1)pi |ui |2 = 1, i = 1, . . . , l − 1, |ul |2 = 1

ou encore|ui | = 1,pi pair, i = 1, . . . , l − 1, |ul | = 1.
Par conséquent,n est de la forme :

n= (
u1t

2n1, . . . , ul−1t
2nl−1, ult

2nl , ul−1t
2nl−1, . . . , u1t

2n1
)

avec|ui | = 1, ni ∈ Z, i = 1, . . . , l.
On posem = (v1t

n1, . . . , vl−1t
nl−1, vl t

nl , vl−1t
nl−1, . . . , v1t

n1) ∈ T , vi ∈ C∗, i =
1, . . . , l.

Soit g′ ∈ G1 tel que Ad(g′) = Ad(g)Ad(m). On aσ ′
1(g

′) = σ ′
1(g)σ

′
1(m) = gnσ ′

1(m)

(modulo le noyau de Ad) ; ornσ ′
1(m)= (u1v̄1t

n1, . . . , ul v̄l t
nl , . . . , u1v̄1t

n1), et si on choisit
lesvi tels queui

v̄i
vi

= 1, on auranσ ′
1(m)=m, doncσ ′

1(g
′)= g′, et Ad(g′)t1 = Ad(g)t1 =

t2.
La racineα = αl est une racine par rapport àtR,1 des algèbresg1, g1

R
, g, gR,1 et gR,2.

On noteg1
α,Ā1, g1

α,A1, gα,Ā, gα,A, etg2
α,A les espaces radiciels correspondants.

Il est clair queg1
α,Ā 1 est isomorphe à̄A1 et que l’action deσ ′

1 = σ ′
2, ρ̃, et ρ̃1 sur cet

espace est donnée parι′, ε, et −ε respectivement. En particulier,gα,A est unA-module
libre tandis queg2

α,A est isomorphe à(t + t−1)A+ i(t − t−1)A= (tĀ)∩A1.
Les automorphismes intérieurs Ad(g) et Ad(g′) induisent un isomorphisme de systèm

de racines entre∆(g′′
R,1, tR,1) et ∆(g′′

R,1, tR,2). On a gα,A = gα,Ā ∩ gα,A1. De même,
si on noteβ l’image par Ad(g) (ou Ad(g′)) de α dans∆(g′′

R,1, tR,2), on a égalemen
gβ,A = gβ,Ā ∩ gβ,A1 (avec des notations évidentes).

Les deuxA-modulesgβ,A etg−1(gβ,A) sont de même nature, et on a :

g−1(gβ,A)= g−1(gβ,Ā ∩ gβ,A1)= gα,Ā ∩ g−1(gβ,A1)= gα,Ā ∩mg′−1
(gβ,A1)

= gα,Ā ∩m(gα,A1)= gα,Ā ∩ (tMgα,A1

)
avecM =∑l

k=1nkαl(ᾱǩ)= αl(
∑l
k=1nkᾱǩ).

On remarque que la structure duA-modulegα,Ā ∩ (tMgα,A1) (qui est isomorphe, en tan
queA-module, àĀ ∩ tMA1) ne dépend que de la parité deM ; de plus,gα,Ā ∩ (tMgα,A1)

est isomorphe àgα,A ∩ gα,A1 = gα,A (c’est-à-dire àA) si et seulement siM est pair. Sinon

il est isomorphe à(tĀ)∩A1.
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L’automorphisme intérieur Ad(g) envoieπ1 surπ2 en respectant la numérotation ; do
lesA-modulesgβ,A et g2

α,A doivent être isomorphes. On s’aperçoit donc que l’entieM

ci-dessus doit être impair. Mais
∑l
i=1 Zᾱǐ ⊂ 2Zp̊l ⊕∑l−1

i=1 Zp̄i , ceci est donc impossible
et les deux formes réellesgR,1 etgR,2 ne sont pas isomorphes.

7.5. Cas de l’algèbreD(2)l

Soit g l’algèbre de Lie affine de typeD(2)l (l > 3), on se propose de comparer, po
i ∈ {1,2, . . . , [ l−1

2 ]}, les deux formes presque compactesgR,i et gR,l−i de g associées
respectivement aux deux semi-involutionsσ ′

i := τ̄iω′ et σ ′
l−i := τ̄l−iω′. On noteσi = τ̄i ,

σl−i = τ̄l−i . Les involutions et les semi-involutions ainsi introduites agissent égale
sur l’algèbre affine non tordueg1 (de typeD(1)l ) et sur l’algèbre de Lie simple complex
g̊ (de typeDl ). Les deux semi-involutionsσ ′

i et σ ′
l−i induisent respectivement surg1

(respectivement̊g) deux formes réelles isomorphesg1
R,i et g1

R,l−i (respectivement̊gR,i et
g̊R,l−i) de rang 2i, qui est aussi le rang commun des deux algèbres réellesgR,i et gR,l−i .

7.5.1. Description des deux formes
(a) Description degR,i : On considère, dans l’algèbre de Lie simpleg̊, la sous-algèbre

de Cartan standard̊h et le système de racines̊∆ = ∆(g̊, h̊) muni de sa base de racin
π̊ = {α̊1, . . . , α̊l}.

On poseβj = α̊i−j + · · · + α̊i + · · · + α̊i+j pourj = 0,1, . . . , i − 1. Lorsquei < l−1
2 ,

on pose :

γj = βj + 2
(
α̊i+j+1 + · · · + α̊l−2

)+ α̊l−1 + α̊l pourj = 0,1, . . . , i − 1.

Lorsquel = 2k + 1 (k � 2) eti = k, on pose :

γj = βj + 2
(
α̊i+j+1 + · · · + α̊2k−1

)+ α̊2k + α̊2k+1 pourj = 0,1, . . . , k − 2,

γk−1 = βk−1 + α̊2k + α̊2k+1.

On associe, comme dans le casA(2)2l−1, à chacune de ces 2i racines (qui sont fortemen
orthogonales) unsl2-triplet dansg̊ et on définit, avec les notations usuelles, la so
algèbre :

t̊R :=
i−1∑
j=0

(
R(eβj + fβj )⊕ R(eγj + fγj )

)
.

C’est uneSATDM de g̊R,i fixe par ρ̊ ; par conséquent,tR := t̊R ⊗ 1 est uneSATDM
de (g1

R,i)
′′ fixe par ρ̃, c’est donc aussi uneSATDM de g′′

R,i . En conjuguant parA =∏i−1
j=0AβjAγj qui commute àω, ω′ et ρ̃, on peut supposer quet̊R :=∑i−1

j=0(Rβǰ ⊕ Rγ ǰ )

qui vaut
∑2i
j=1 Rp̊j si 2i � l − 2 et (h̊)ρ̊ sinon. AinsiCg̊(t̊R) = h̊ ⊕ ∑

α∈φi g̊α , avec

φi = (∑l
j=2i+1 Zα̊j ) ∩ ∆̊ si 2i � l − 2 etφi = ∅ sinon. Le conjuguéA−1σiA de σi est
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encore notéσi ; mais t̊R est uneSATDMσi -stable deg̊R,i , doncσi agit sur h̊ comme
(ρ̊)ηω̊w(i), où w(i) est l’élément de plus grande longueur du groupe de Weyl dφi
(sous-système de racines de̊∆ de typeDl−2i ) et η = 0 ou 1 selon quel est pair ou
impair ; de plusσi fixe la sous-algèbre dérivée deCg̊(t̊R). Si 2i � l − 2, on en dédui
queσi = (ρ̊)ηω̊w(i)expiad(h), avech ∈ t̊R ; donc en conjuguant encore par l’éléme
H = expi ad( h2), qui stabiliseh̊, et qui commute à ˚ρ, ω̊′, et ω′, on peut supposer qu
σi = (ρ̊)ηω̊w(i)⊗ 1. Si 2i = l − 1, commeσi est induit par un automorphisme intérie
de (g̊)ρ̊ , on voit queσi induit ρ̊ω̊ sur h̊, puis, avec le Lemme 7.3, que l’on peut suppo
σi = ρ̊ω̊. On agR,i = (g1

R,i)
ρ̃ dans tous les cas.

(b) Description degR,l−i : On considère le système de racines∆̊=∆(g̊, h̊) muni de sa
base de racines ˚π = {α̊1, . . . , α̊l}.

Dans le casi = 1, on poseβ0 = α̊l−1 etγ0 = ρ̊(β0)= α̊l .
Dans le casi = 2, on pose :

β0 = α̊l−2, γ0 = α̊l−2 + α̊l−1 + α̊l ,
β1 = α̊l−3 + α̊l−2 + α̊l−1,

γ1 = ρ̊(β1)= α̊l−3 + α̊l−2 + α̊l .

Dans le cas 2< i � [ l−1
2 ], on pose pourj = 0,1, . . . , i − 3 :

βj = α̊l−i−j + · · · + α̊l−i + · · · + α̊l−i+j ,
γj = βj + 2

(
α̊l−i+j+1 + · · · + α̊l−2

)+ α̊l−1 + α̊l ,
βi−2 = α̊l−2i+2 + · · · + α̊l−i + · · · + α̊l−2,

γi−2 = βi−2 + α̊l−1 + α̊l ,
βi−1 = α̊l−2i+1 + · · · + α̊l−i + · · · + α̊l−1,

γi−1 = ρ̊(βi−1)= α̊l−2i+1 + · · · + α̊l−2 + α̊l .

On associe à chacune de ces 2i racines (qui sont fortement orthogonales) unsl2-triplet
dansg̊ et on définit, avec les notations usuelles,

t̊R :=
i−1∑
j=0

(
R(eβj + fβj )⊕ R(eγj + fγj )

)
.

C’est uneSATDMde g̊R,l−i qui est stable par ˚ρ et σl−i ; par conséquent,t̊R ⊗ 1 est une
SATDM de (g1

R,l−i )′′ stable parρ̃. De plus,σl−i vaut −Id sur t̊R et +Id sur l’algèbre

dérivée du centralisateur det̊R dansg̊.
En conjuguant parA =∏i−1

j=0AβjAγj (qui commute à ˚ρ, ω̊,ω,ω′), on peut suppose

queσl−i =∏i−1
j=0(rβj rγj )τ̄l−i et t̊R =∑i−1

j=0(Rβǰ ⊕ Rγ ǰ ).
La sous-algèbre



H. Ben Messaoud, G. Rousseau / Journal of Algebra 267 (2003) 443–513 503

u

ns
e

r

dard
(
t̊R
)ρ̊ =

(
i−2∑
j=0

(
Rβǰ ⊕ Rγ ǰ

))⊕ R
(
β ˇi−1 + ρ̊(β ˇi−1)

)

=
(

2i−3∑
j=0

R
(
p̊l−2i+j − p̊l−2i+j+1

))⊕ R
(
p̊l + p̊l−1 − p̊l−2

)

définit uneSATDMde(g̊R,l−i )ρ̊ . En particulier,σl−i est l’identité sur l’algèbre dérivée d
centralisateur de̊tR dans(g̊)ρ̊ .

Soitψl−i := {α ∈ ∆̊ ; α(t)= 0,∀t ∈ (t̊R)ρ̊}. On a :

ψl−i =
{
α =

l∑
s=1

nsα̊s ∈ ∆̊ ; nl−2i = nl−2i+1 = · · · = nl−2 = nl−1 + nl
}
.

On poseµ1 = α̊1 + α̊2 + · · · + α̊l−1 ∈ ψl−i etµ2 = ρ̊(µ1)= α̊1 + · · · + α̊l−2 + α̊l ∈ψl−i .
On constate que ˚ρ(µ1)= σl−i (µ1)= µ2, et d’après le Lemme 5.7.4, les deux involutio
ρ̊ et σl−i coïncident sur l’algèbre dérivée deCg̊((t̊R)

ρ̊) : algèbre de Lie simple de typ
Dl−2i+1.

On associe à chacune des deux racinesµ1 et µ2, qui sont dansψl−i , un sl2-triplet
dansg̊. Ainsi, la sous-algèbre

a := ((
t̊R
)ρ̊ ⊗ 1

)⊕ R
(
(eµ1 − eµ2)⊗ t + (fµ1 − fµ2)⊗ t−1)

est uneSATDMde(g1
R,l−i)′′ fixe parρ̃ et stable parσl−i ; c’est donc aussi uneSATDMde

g′′
R,l−i .

On considère lesl2-triplet {(eµ1 −eµ2)⊗ t,µ1̌+µ2̌, (fµ1 −fµ2)⊗ t−1} et on noterµ1,µ2

la réflexion par rapport à(µ1̌ +µ2̌). SoitBt l’élément du groupe adjoint deg vérifiant

(eµ1 − eµ2)⊗ t + (fµ1 − fµ2)⊗ t−1 = Bt
(
µ1̌ +µ2̌

)= Bt (2p̊1
)

(cf. 5.3). En conjuguant parBt (qui commute àω,ω′, ρ̃ et fixe(t̊R)ρ̊⊗1), on peut suppose
que

σl−i = rµ1,µ2

i−1∏
j=0

(rβj rγj )τ̄l−i ,

et quea := ((t̊R)ρ̊)⊗ 1)⊕ Rp̊1 est uneSATDMde(g1
R,l−i)

′′ et deg′′
R,l−i .

L’involution rµ1,µ2 (et doncσl−i ) ne respecte pas la graduation de la réalisation stan
deg, puisquerµ1,µ2(d)= d − (µ1̌ +µ2̌)= d − 2p̊1. Par conséquent,rµ1,µ2 (et doncσl−i )
fixe d − p̊1, et la réalisationl(g̊, ρ̊τ̊1,−1) de g est adaptée àrµ1,µ2 (et donc àσl−i ). On
noteρ̃1 l’automorphisme involutif ˚ρτ̊1 ⊗ ε deg1.
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Soitφl−i := {α ∈ ∆̊ ; α(a)= 0}. On a :

φl−i =
{
α =

l∑
s=1

nsα̊s ∈ ∆̊ ; n1 = 0, nl−2i = nl−2i+1 = · · · = nl−2 = nl−1 + nl
}
.

Supposons 2i < l − 1 ; alors le sous-système de racinesφl−i de ∆̊ est de typeDl−2i , et
{α̊2, α̊3, . . . , α̊l−2i−1, (α̊l−2i + · · · + α̊l−1), (α̊l−2i + · · · + α̊l−2 + α̊l)} en est une base d
racines. Soitw l’élément du groupe de Weyl de̊∆ défini par

w = (r2i . . . r2)(r2i+1 . . . r3) . . . (rl−2 . . . rl−2i ).

On a : w({α̊2, α̊3, . . . , α̊l−2i−1, (α̊l−2i + · · · + α̊l−1), (α̊l−2i + · · · + α̊l−2 + α̊l)}) =
{α̊2i+1, α̊2i+2, . . . , α̊l−1, α̊l}. En conjuguant parw (qui commute àω,ω′, et ρ̃1), on peut
supposer queφl−i = (∑l

j=2i+1 Zα̊j )∩ ∆̊. Ainsi, on a :

a =
⋂
α∈φl−i

Ker(α)=
2i∑
j=1

Rp̊j .

On constate alors (puisqueσl−i fixe [Cg̊(a)]′) que σl−i agit sur h̊ comme l’involution
(ρ̊)ηω̊w(i), où η = 0 ou 1, selon quel est pair ou impair, etw(i) est l’élément de
plus grande longueur du groupe de Weyl deφl−i ; donc il existeh ∈ a tel que :σl−i =
(ρ̊)ηω̊w(i)expi ad(h). En conjuguant par l’élémentH = expi ad( h2), qui stabiliseh̊ et qui
commute à ˚ρ, ρ̃1, etω′, on peut supposer queσl−i = (ρ̊)ηω̊w(i)⊗ 1 surg1.

Si 2i = l − 1, on a directement

a =
l−1∑
j=1

Rp̄j = (
h̊R

)ρ̊
,

et commeσl−i est induit par un automorphisme intérieur de(g̊)ρ̊ , on voit queσl−i induit
ρ̊ω̊ sur h̊, puis avec le Lemme 7.3 que l’on peut supposerσl−i = (ρ̊ω̊)⊗ 1 surg1.

Ainsi, on ag1
R,l−i = g1

R,i et gR,l−i = (g1
R,i)

ρ̃1 dans tous les cas.

7.5.2. Comparaison des deux formes
D’après les modifications faites en 7.5.1, on agR,i = (g1

R,i)
ρ̃ et gR,l−i = (g1

R,i)
ρ̃1, avec

ρ̃1 = ρ̃τ̊1. Supposons que les deux formes sont isomorphes. L’algèbretR,1 :=∑2i
j=1 Rp̊j

est uneSATDMpour les deux formesgR,i etgR,l−i ainsi que pourg1
R,i

. L’image réciproque
par l’isomorphisme degR,i surgR,l−i detR,1, notéetR,2, est une secondeSATDMdegR,i

et deg1
R,i . On va essayer de la comparer àtR,1.

(a)Le cocyclen : D’après la Proposition 7.2, il existe, pourj = 1,2, une sous-algèbre d
Cartanhj deg′′ qui est stable parσ ′

i et contienttR,j , et il existe une base de racinesπj de
∆(g,hj ) et g ∈G tels queg(h1)= h2, g(tR,1)= tR,2, etg(π1)= π2. De plus,g échange
les racines deπ1 et π2 possédant la même numérotation, et l’élémentn := g−1σ ′(g) fixe
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t
a
.

h1 et la sous-algèbre de Cartanh1
1 de (g1)′′ contenanth1. On sait également que siG est

le groupe algébrique simplement connexe associé àg̊, on a Ad(G1)= Ad(G(C[t, t−1])) et
Ad(G)⊂ Ad((G1)ρ̃). Ainsi, on peut regarder Ad(n) comme l’image par Ad d’un élémen
noté encoren, avecn ∈ T = T (C[t, t−1]), oùT est le tore maximal deG correspondant à l
sous-algèbre de Cartanh1

1 de(g1)′′. On identifie le toreT à (C[t, t−1]∗)l via les coracines
Commen est fixe parρ̃, on peut écrire

n= (
u1t

2n1, . . . , ul−2t
2nl−2, ul−1t

nl−1, (−1)nl−1ul−1t
nl−1

)
,

avecui ∈ C∗, ni ∈ Z, i = 1, . . . , l − 1.
En regardant l’expression deσ ′

i , on constate que :
– si 2i < l − 1, on a :

σ ′
i

(
αǩ
)= αǩ si k < 2i,

σ ′
i

(
αǩ
)= −αǩ si k > 2i,

σ ′
i

(
α2̌i
)= α2̌i + 2

(
α ˇ2i+1 + · · · + α ˇl−2

)+ α ˇl−1 + αľ;

– si 2i = l − 1, on a :

σ ′
i

(
αǩ
)= αǩ si k < l − 1,

σ ′
i

(
α ˇl−1

)= αľ , et donc σ ′
i

(
αľ
)= α ˇl−1.

Par conséquent, on a :
– pour 2i = l − 1,σ ′

i (v1t
m1, . . . , vl t

ml )= (v̄1t
−m1, . . . , v̄l t

−ml , v̄l−1t
−ml−1),

– et pour 2i < l − 1, on a :

σ ′
i

(
v1t

m1, . . . , vl t
ml
)= (

v̄1t
−m1, . . . , v̄2i t

−m2i , (v̄2i )
2(v̄2i+1)

−1t−2m2i+m2i+1,

. . . , (v̄2i )
2(v̄l−2)

−1t−2m2i+ml−2, v̄2i (v̄l−1)
−1t−m2i+ml−1, v̄2i (v̄l)

−1t−m2i+ml ).
Ainsi, la conditionσ ′

i (n)= n−1 équivaut aux conditions suivantes :
– si 2i = l − 1, |uk| = 1, k = 1, . . . , l − 1, etnl−1 pair,
– si 2i < l−1, |uk| = 1,k = 1, . . . ,2i ; ū2

2i = ū2i+k
u2i+k etn2i = n2i+k , k = 1, . . . , l−2i−2 ;

ū2i = ūl−1
ul−1

, etn2i = nl−1.

(b) Modification den : Soitm un élément deT ρ̃ défini par

m= (
v1t

2m1, . . . , vl−2t
2ml−2, vl−1t

ml−1, (−1)ml−1vl−1t
ml−1

)
.

On poseg′ = gm etn′ = g′−1σ ′
i (g

′)=m−1nσ ′
i (m)= nm−1σ ′

i (m).
Si 2i = l − 1, on a :
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tion de

imple
de
n′ =
(
u1
v̄1

v1
t2(n1−2m1), . . . , ul−2

v̄l−2

vl−2
t2(nl−2−2ml−2), ul−1

v̄l−1

vl−1
(−1)ml−1t(nl−1−2ml−1),

(−1)nl−1ul−1
v̄l−1

vl−1
(−1)ml−1t(nl−1−2ml−1)

)
.

Comme |uk| = 1, k = 1, . . . , l − 1, et nl−1 est pair, on peut prendreuk = vk
v̄k

, k =
1, . . . , l − 1 ; nk − 2mk = 0 ou 1,k = 1,2, . . . , l − 2, etnl−1 = 2ml−1.

Ainsi n′ s’écrit : n′ = (t2s1, . . . , t2sl−2, (−1)ml−1, (−1)ml−1), sk = 0 ou 1 ;k = 1, . . . ,
l − 2.

Si 2i < l − 1, on a :

n′ =
(
u1
v̄1

v1
t2(n1−2m1), . . . , u2i

v̄2i

v2i
t2(n2i−2m2i ), u2i+1

v̄2
2i

|v2i+1|2 t
2(n2i−2m2i ),

. . . , ul−2
v̄2

2i

|vl−2|2 t
2(n2i−2m2i ), ul−1

v̄2i

|vl−1|2 t
(n2i−2m2i ), (−1)n2i ul−1

v̄2i

|vl−1|2 t
(n2i−2m2i )

)
.

On peut donc supposeruk = vk
v̄k

, k = 1, . . . ,2i, ce qui entrain, pour 1� k � l − 2i − 2,
ū2i+k
u2i+k = ū2

2i = ( v̄2i
v2i
)2. On constate alors quēv2

2iu2i+k ∈ R, et on peut donc supposer q

u2i+k
v̄2

2i
|v2i+k |2 = ±1.

On a également̄ul−1
ul−1

= ū2i = v̄2i
v2i

; on constate donc quēv2iul−1 ∈ R, et quitte à change

le signe dev2i , on peut supposer quēv2iul−1 ∈ R+ etul−1
v̄2i

|vl−1|2 = 1.

Ainsi n′ s’écrit :

n′ = (
t2s1, . . . , t2s2i , ε2i+1t

2s2i , . . . , εl−2t
2s2i , ts2i , (−1)s2i t s2i

)
avecsk = 0 ou 1,k = 1, . . . ,2i, etεk = ±1, k = 2i + 1, . . . , l − 2.

(c) Nullité des2i dans le cas2i < l − 1 : Si s2i = 1, on montre qu’il n’existe pas d
g ∈ G(C[t, t−1])ρ̃ tel que

g−1σ ′(g)= (
t2s1, . . . , t2s2i−1, t2, ε2i+1t

2, . . . , εl−2t
2, t,−t).

On va d’abord en trouver un dans un mauvais groupe. Pour cela on va décrire l’ac
σ ′
i en terme de matrices.

Soit G le groupe algébrique simplement connexe associé à l’algèbre de Lie s
complexe g̊ (= so(2l,C)). Le groupeG est le revêtement simplement connexe
SO(2l,C).

On considèreC2l muni de la base(e1, e2, . . . , el, e−l , e−l+1, . . . , e−2, e−1) et de la
forme bilinéaire symétrique et non dégénéréeB définie par :

B(ei , ej )= δi,−j ; i, j ∈ {±1,±2, . . . ,±l}.
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atrice
Le sous-groupe commutatifT deG défini par

T = {
Diag(a1, a2, . . . , al, a−l, a−l+1, . . . , a−2, a−1) ; a−k = ak−1, k = 1,2, . . . , l

}
est un tore maximal deG. Pourk = 1,2, . . . , l, on noteεk le caractère deT défini par

εk
(
Diag(a1, a2, . . . , al, a−l, a−l+1, . . . , a−2, a−1)

)= ak ∈ C
∗,

etλk le cocaractère deT défini par :

λk(z)= Diag(1,1, . . . ,1, z,1, . . . ,1, z−1,1, . . . ,1) ∈ T
oùz (respectivementz−1) est lekième(respectivement le(−k)ième) coefficient de la matrice
diagonaleλk(z).

On a une base de racinesπ = {α1, α2, . . . , αl} du système de racines∆(G, T ) telle que
αi = εi − εi+1, i = 1,2, . . . , l − 1, etαl = εl−1 + εl .

La base de coracinesπˇ correspondant àπ est telle queαǐ = λi − λi+1, i =
1,2, . . . , l − 1, etαľ = λl−1 + λl .

L’automorphisme de diagramme involutif ˚ρ de G défini par : ˚ρ(αi) = αi , i = 1,2,
. . . , l−2, etρ̊(αl−1)= αl , correspond, en terme de matrices, à la conjugaison par la m
inversible

r =
 ( Il−1 ) 0 0

0

(
0 1
1 0

)
0

0 0 ( Il−1 )

 .
La réflexionRk par rapport àαk (k = 1,2, . . . , l) agit surG ou g̊ par l’automorphisme
intérieur Ad(expXk expYk expXk), oùXk = Ek,k+1 − E−k−1,−k, Yk = −tXk , k = 1,2,
. . . , l − 1, etXl =El−1,−l −El,−l+1, Yl = −tXl (notation de [12, VIII]).

On remarque que, pourk = 1,2, . . . , l − 1, l’automorphismeRk de G agit par la
conjugaison par la matrice

rk =



( Ik−1 ) 0 0 0 0

0

(
0 1

−1 0

)
0 0 0

0 0 ( I2(l−k−1) ) 0 0

0 0 0

(
0 −1
1 0

)
0

0 0 0 0 ( Ik−1 )


etRl agit par la conjugaison par

r =


( Il−2 ) 0 0

0


0 0 1 0
0 0 0 −1

−1 0 0 0
0 1 0 0

 0

 .

0 0 (Il−2)
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On considère l’involution ˚σi = (ρ̊)ηω̊w(i), où w(i) = (R2i+1 . . .Rl−1Rl)
l−2i−1 est

l’élément de plus grande longueur dans le groupe de Weyl du sous-système de
engendré par(α2i+1, . . . , αl−1, αl) ; selon la parité del, η= 0 ou 1, et ˚ω est l’involution de

Cartan (ω̊(X)= tX
−1). La semi-involution de Cartan ˚ω′ agit parω̊′(X)= tX

−1
.

On vérifie par le calcul que(ρ̊)ηw(i) agit par la conjugaison par

sε =



(I2i ) 0 0

0


0 . . . 0 ε
... . .. 0

0 ε
...

ε 0 . . . 0

 0

0 0 (I2i )


avecε = (−1)l−1.

La semi-involution ˚σ ′
i := σ̊i ω̊′ agit surso(2l,C) par σ̊ ′

i (X)= sεXsε .
La semi-involution ˚σ ′

i induit surC2l la semi-involutions′ε telle que

s′ε(z1, . . . , zl, z−l , . . . , z−1)=
(
z′1, . . . , z′l , z′−l , . . . , z′−1

)
avecz′k = z̄k , si |k| � 2i, etz′k = εz̄−k , si |k|> 2i.

La forme réelle deC2l associée às′ε est

VR =
⊕

1�k�2i

(Rek ⊕ Re−k)⊕
(⊕
k>2i

(
R(ek + εe−k)⊕ iR(ek − εe−k)

))
.

La restriction àVR de la forme bilinéaireB est de signature(2i,2l − 2i) si l est pair, et
(2l− 2i,2i) si l est impair. La forme réelle deso(2l,C) associée à ˚σ ′

i estso(2i,2l− 2i) si
l est pair, etso(2l − 2i,2i) si l est impair.

Ainsi, la semi-involutionσ ′
i := σ̊ ′

i ⊗ ι′ deG(C[t, t−1]) ou deso(2l,C[t, t−1]) agit par
la conjugaison parsε et la transformationι′ sur les coefficients des matrices [ι′(P (t)) =
P (t−1)].

On reprend, lorsque 2i < l − 1, l’expression den′ obtenue au (b) et on suppose q
s2i = 1. En terme de matrices, on a

n′ = Diag(P1,P2, . . . ,Pl ,P−l , . . . ,P−2,P−1)

avecP1 = t2s1 ; Pk = t2(sk−sk−1), k = 2,3, . . . ,2i (en particulier, on aP2i = t2(1−s2i−1)) ;
P2i+1 = ε2i+1 ; Pj = εjεj−1, j = 2i + 2, . . . , l − 2 ; Pl−1 = −εl−2 ; Pl = −1 ; P−k =
P−1
k ,∀k = 1,2, . . . , l.

Soith la matrice deGL2l(C[t, t−1]) définie par

h= Diag(Q1,Q2, . . . ,Ql,Q−l , . . . ,Q−2,Q−1)

avecQ1 = t−s1 ; Qk = t−(sk−sk−1), k = 2,3 . . . ,2i (en particulier, on aQ2i = t(s2i−1−1)) ;
Qj = 1, j = 2i + 1, . . . , l ; Q−l = −1 ; Q−l+1 = −εl−2 ; Q−j = εjεj−1, j = 2i +
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tes)
2, . . . , l − 2 ; Q−2i−1 = ε2i+1 ; Q−2i = t1−s2i−1 ; Q−k = tsk−sk−1, k = 2, . . . ,2i − 1 ;
Q−1 = ts1.

Alors h−1σ ′
i (h)= n′ = g−1σ ′

i (g), et doncσ ′
i fixe gh−1.

On prendt = 1 et on note encoreg′ eth les évaluations en 1 des matrices inversibleg′
eth. On remarque alors queg′h−1 est fixe par ˚σ ′

i , c’est donc un automorphismeR-linéaire
deVR. On considère la familleF de vecteurs (deux à deux orthogonaux relativementB)
deVR formée desvk = ek− εe−k , k = 1,2, . . . ,2i, et devl = el + εe−l , avecε = (−1)l−1.
On vérifie facilement queh−1(vk) = vk , k = 1,2, . . . ,2i et queh−1(vl) = el − εe−l .
Commeg′ respecte la forme bilinéaireB de VR, alors la familleg′h−1(F) de VR (qui
est de cardinal 2i + 1) vérifie

B
(
g′h−1vj , g

′h−1vk
)= B(h−1vj ,h

−1vk
)= −2εδj,k, j, k = 1,2, . . . ,2i, l.

Ceci contredit le fait que(B,VR) est de signature(2i,2l − 2i) si l est pair, et(2l − 2i,2i)
si l est impair.

On a donc nécessairements2i = 0, et l’expression den′ (lorsque 2i < l − 1) devient

n′ = g′−1σ ′
i

(
g′)= (

t2s1, . . . , t2s2i−1,1, ε2i+1, . . . , εl−2,1,1
)

avecεk = ±1, k = 2i + 1, . . . , l − 2.
(d) Comparaison: On revient à la situation générale (i.e., 2i � l − 1) et on notem′

l’élément deG(C[t, t−1]) défini par

m′ = (
ts1, . . . , ts2i−1,1,1, . . . ,1

)
.

On poseg′′ = g′m′ etn′′ = g′′−1σ ′
i (g

′′). On a :

n′′ =m′−1n′σ ′
i

(
m′)= n′m′−1σ ′

i

(
m′)= (1,1, . . . ,1, ε2i+1, . . . , εl)

avecεk = ±1, k = 2i + 1, . . . , l.
L’automorphisme intérieurg′′ deg1 (qui ne stabilise pasg) transformet1 =∑2i

k=1 Cp̄k
ent2, eth1 enh2, et agit commeg oug′ sur les systèmes de racines∆(g, t1) et∆(g,h1).

Pourα ∈ ∆(g′′
R,i
, tR,1), on note respectivementgα,A, gα,A1, gα,Ā et gα,Ā1 les espace

radiciels associés àα dansgR,i , g1
R,i , g et g1. On agα,A = gα,Ā ∩ gα,A1.

On munit∆(g′′
R,i , tR,1) de la base{ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱ2i} et on remarque que pour tou

racineα ∈ {ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱ2i−1}, α est la classe d’une unique racineγ de∆(g,h1) et de
∆(g1,h) (oùh est l’unique sous-algèbre de Cartan de(g1)′′ contenanth1). Par conséquen
l’espace radicielgα,A est unA-module libre de rang 1. De plus,γ (n′′) = 1, et comme
σ ′
i (g

′′)= g′′n′′, la bijectionX !→ g′′X degα,Ā1 sur son image estσ ′
i -covariante.

On considère une racineα ∈ {ᾱ1, ᾱ2, . . . , ᾱ2i−1} et on noteβ son image parg, g′ ou
g′′ dans∆(g′′

R,i , tR,2). L’espace radicielgβ,A (relativement àtR,2) est isomorphe (en tan

queA-module) àg−1(gβ,A) = g′−1(gβ,A). De plus, on a (avec des notations éviden
gβ,A = g ¯ ∩ gβ,A1 etg′′−1(gβ,A1)= gα,A1, d’où :
β,A
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g−1(gβ,A)= g′−1(gβ,Ā ∩ gβ,A1)= gα,Ā ∩ g′−1(gβ,A1)

= gα,Ā ∩m′g′′−1
(gβ,A1)= gα,Ā ∩m′(gα,A1)

= gα,Ā ∩ (tMαgα,A1

)
, avecMα =

2i−1∑
k=1

skα
(
ᾱǩ
)
.

On remarque que la structure duA-modulegα,Ā ∩ (tMαgα,A1) (qui est isomorphe, en tan
queA-module, àĀ∩ tMαA1) ne dépend que de la parité deMα . De plus,gα,Ā∩ (tMαgα,A1)

est isomorphe àgα,Ā ∩ gα,A1 = gα,A si et seulement siMα est pair ; en effet, siMα est
impair, leA-moduleĀ ∩ tMαA1 est isomorphe à(t + t−1)A+ i(t − t−1)A qui n’est pas
unA-module libre.

On noteNα la classe deMα modulo 2 et on remarque que :

Nᾱ1 = s2 ; Nᾱ3 = s2 + s4 ; . . . ; Nᾱ2k+1 = s2k + s2k+2 ; . . . ; Nᾱ2i−1 = s2i−2

et on a

i−1∑
k=0

Nᾱ2k+1 = 2
i−1∑
k=1

s2k modulo 2.

Ainsi, on constate que le nombre des racinesα ∈ {ᾱ2k+1 ; k = 1,2, . . . , i−1} telles que les
A-modules correspondantsgβ,A ne sont pas libres est pair.

L’automorphisme intérieur Ad(g) envoieπ1 sur π2 en respectant la numérotation,
en considérant dansgR,l−i les espaces radiciels associés au même ensemble de r
{ᾱ2k+1 ; k = 1,2, . . . , i−1}, on s’aperçoit que leA-modulegβ,A est non libre pourα = ᾱ1
et libre pour les autres racines. D’où la contradiction.

Les deux formes réellegR,i etgR,l−i ne sont donc pas isomorphes.✷
Théorème 7.6. La table du paragraphe6 est une liste complète et non redondante
formes réelles presque compactes non compactes des algèbres de Kac–Moody:
deux éléments distincts de cette liste ne sont pas isomorphes.

Démonstration. On a vu au début de ce paragraphe que seuls deux cas partic
restaient à traiter et on les a examinés en 7.4 et 7.5.✷

Au vu des résultats de [23] rappelés en 2.8, 2.9 et 2.10, on a donc :

Corollaire 7.7. Il y a bijection entre les classes de conjugaison(sousAut(g)) de formes
réelles presque compactes non compactes d’une algèbre de Kac–Moody affineg et les
classes de conjugaison d’involutions de première espèce deg.

Corollaire 7.8. Soit gR une forme réelle presque compacte non compacte d’alg
de Kac–Moody affine. Alors les objets suivants forment chacun une unique cla
conjugaison sous le groupeAut(g)σ

′
des automorphismes qui commutent àσ ′ :
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, 7.1
.5
.7
.1
.4

1.3
.5

2.2
– les involutions de Cartan degR,
– les sous-algèbres de Cartan maximalement compactes degR,
– les sous-algèbres compactes maximales degR.

N.B. : Le type des sous-algèbres compactes maximales degR est indiqué dans [6].

Notations

1.1 : A, g, h, ei , fi , gα , ∆,Π , αi , αǐ ,W , ri ,∆re,∆im, c

1.2 : G, Ad,Uα , exp,H
1.3 : b+, b−
1.4 : H̃ , ω, Int(g), AdG= Int′(g)= Int(g′), Aut(A), h′, Aut1(g′), Aut(g′), Tr, Aut1(g),

Aut(g)
1.5 : g̊, εm, g̊j , h̊, h̄ = h̊0, l(g̊, θ, εm)= l, c, d , ∆̊, Π̊ , I̊ , ∆̄, ᾱ,Π , p̊i , p̄i
1.6 : g′′, l′′, T , A

1.11 : ∆̄j , δ, pi , ω̊
1.12 : K, γm, Γ , g̃

1.16 : G, B, H, U , B, H, U

1.19 : P, P , U , b̊, p̊, p̊J , l̊, h̊J , α̊i
2.1 : AutR(g), σ ′

n

2.2 : IntTr(g), ExtR(g)
2.5 : ω′, ι′
2.7 : k, p

2.13 : τj , τ̄j , τ̊j
2.14 : ι′ε
2.15 : γε
4.6 : Kε, Aε

7.0 : Ā1,K
1
, ε, Ā, K, A1,K1, A,K, g1,G1, ρ̃, Γ

Définitions

adjoint (groupe) 1.4
adapté, presque adapté 2.7, 3.2, 3.4, 3.9
compacte (forme ou semi-involution) 2
décomposition de Cartan 2
déployée ou normale (forme) 2
diagramme (automorphisme de) 1
entière (SATDM) 1.15
espèce (automorphisme de première ou seconde)
graduation (élément de) 1
indice (de Tits) 4.8
intérieur, presque intérieur (automorphisme) 1.4,
involution de Cartan (deg, degR) 1.4, 2.7
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5
.5
2.6

5
.3
16
15
.19
.15
1
2.6
.5

2.7
.5

6

.9

èbres de

èbres de

09–412.
evue de

iversité

Comm.

405.

, 1978.

et les

braic
maximalement compacte ou déployée ou fixée (SAC) 2.7, 3.1, 4.2
pseudo-complexe 2.1
poids fondamentaux 1.5, 1.11
presque compacte, presque déployée (forme)
rang relatif 4.8
réalisation 1.5
réductive-affine (algèbre) 1.
SABIsous-algèbre de Borel–Iwahori 1
SABFsous-algèbre de Borel fractionnaire 1.
SACsous-algèbre de Cartan 1.3, 1.
SAPFsous-algèbre parabolique fractionnaire 1
SATD, SATDMsous-algèbre torique déployée (maximale) 1
semi-linéaire, semi-involution 2.
SI1, SI2 semi-involution de première ou seconde espèce
SICsemi-involution de Cartan (ou compacte) 2
sous-algèbre compacte maximale
standard 1.1, 1.5, 1.9, 1.11.3, 2
translation (application) 1.
transvection 1.4
tordue ou non tordue (algèbre affine) 1
type d’une algèbre affine : Affk, X(k)n 1.6
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