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On sait que les algebres de Kac-Moody sont des généralisations
raisonnables (et utiles) en dimension infinie des algébres de Lie semi-sim-
ples complexes. On appelle forme d’algébre de Kac-Moody une algebre
de Lie sur un corps K de caractéristique Q0 qui devient isomorphe a une
algebre de Kac-Moody sur la cloture algébrique de K. 1l se trouve que
pour une partie (la moiti€?) de ces formes (celles dites presque-déployées)
on peut généraliser les théorémes classiques sur les algébres de Lie
semi-simples sur un corps de caractéristique 0. Pour les autres formes
dites presque-anisotropes des résultats sont disponibles essentiellement
sur le corps des réels: [R2], [A] et [BeP); voir aussi [R6] pour une revue
d’ensemble.

Cet article est donc consacré aux formes presque-déployées. Le para-
graphe 1 rappelle, en fixant les notations, quelques résultats sur les
algébres de Kac—~Moody, leurs formes et les groupes associés.

Au paragraphe 2 on continue 'étude a la Borel-Tits [BoT] des formes
presque-déployées d’algébres de Kac—~Moody qui a été déja bien entamée
dans [R4] et [R5]. Il s’agit ici essentiellement de généraliser des résultats
de Tits [T1] sur la classification de ces formes.

Lec paragraphe 3 est consacré a I’étude du systéme des racines relatives,
on y donne sa description compléte au moyen d’une matrice dite de
Kac~Moody relative. Le point notable est qu'il existe des racines simples
imaginaires comme chez Borcherds [Bo].

Au paragraphe 4 on explique que les formes réelles presque-déployées
des algebres de Kac-Moody complexes symétrisables sont en correspon-
dance bijective (comme dans le cas classique) avec certaines involutions
(dites de seconde espéce) de ces algebres. Griace aux résultats de Kac et
Wang [KW] sur ces involutions et 4 ceux du paragraphe 2, on donne un
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procédé de classification effective de toutes les formes réelles presque-
déployées d’une algebre de Kac—Moody complexe symétrisable donnée.

Au paragraphe 5 on montre que toutes les formes presque-déployées
sur le corps K d’algebres de Kac—~Moody affines peuvent se construire
explicitement 3 partir d’une algébre de Lie simple sur K par un procédé
généralisant la construction des algebres de lacets (tordues ou non).

On applique enfin tous les résultats précédents dans le paragraphe 6
pour établir le tableau de toutes les formes réelles presque-déployées
d’algébres de Kac—Moody affines et de leurs systémes de racines relatives.
Ce tableau fournit donc aussi la classification des involutions de seconde
espece des algebres de Kac~Moody affines complexes.

1. ALGEBRES DE KAC—MOODY ET FORMES PRESQUE-DEPLOYEES

1.1. Soient K un corps de caracteristique 0 et K sa cloture algébrique.

On considére une algébre de Kac—Moody g sur K que I'on suppose
construite comme dans [K] et avec toutes ses composantes de dimension
infinie. Pour les résultats standards suivants on renvoie a [K] et [PK] ou
parfois a [KP1], [KP2], [R2] ou [R4].

II existe une matrice de Cartan généralisée (encore appelée matrice de
Kac-Moody) A4 =(a;;), ;c, telle que g =g(A4) soit engendrée par
'algébre de Cartan standard ¥ et des éléments e;, f;, pour i € /. On a la
décomposition g =h @ (Dg,) od « parcourt le systtme de racines
4 = A(g, h) ch* - {0}

On note Il = {a,/i € I} la base (standard) de A. L’ensemble des
racines positives (resp. négatives) est A"=4 N (@ _,Na,) (resp. A~ =
—A4%).

Les coracines a; dans § sont telles que a,; = a,{a;) pour tous i, j. Le
groupe de Weyl W de (g, b) est engendré par I'ensemble § des réflexions
fondamentales r; définies par r,(h) = h — a,(h)a;” pour h dans f. Une
racine réelle est une racine conjuguée par W a une racine dans IT; leur
ensemble est noté A™. Les éléments de A™ = A — A™ sont les racines
imaginaires. Le centre de g est ¢ = {H € §/a(H) = 0 Va € IT}.

1.2. Pour un sous-ensemble J de I on définit le sous-groupe W(J) de W
engendré par les r,pouri €J et Q(J) = &, Za, Q7(J) = & _ ,Na;
les objets analogues définis avec les «,” sont notés avec des *, on omet (J)
quand J = I.

On définit des sous-ensembles de A par:

Ar(Jy=4n(@/)e Q" (1~J)), AJ)=4"(J)=4n0Q()
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et
ATy = AP () — A"()).
On en déduit des sous-algebres de g:

p*(J)=n(J)=be (Dg,) ol a parcourt A7(J)

p(J)y=be(Dg,) oll @ parcourt —A7(J)
m(J)=bHe(Dg,) oll a parcourt A™(J)
ut(J)y=u(J)= @Dgqg, ol a parcourt 4“(J)
u (J)= Dag, oll a parcourt —A“(J).

Alors p*(J) =m(J) & u(J) (resp. p(J)=m(J)d u (/) est la
sous-algébre parabolique standard positive (resp. négative) de type J (le mot
standard et les signes font référence ici et dans la suite du §1 a la
standardisation (§, f1) de 1.1).

u(J) est un idéal caractéristique de p(J) et m(J) = p(J)/u(J) est le
produit d’'une sous-algébre de b et d’'une algebre de Kac-Moody m*(J)
associée a la matrice A(J) = (a;); ;c,.- Cette algebre m*(J) contient
l'algebre dérivée m(J) engendrée par les ¢, f; pour i €J; elle est la
somme directe de m(J) et d’'un supplémentaire dans b de {h € b/ah)
=0VielJ+hnm(JY.

Le sous-ensemble J et les paraboliques correspondants sont dits de type
fini si la matrice A(J) est une matrice de Cartan, c’est a dire si W{(J) est
fini ou si 4”(J) est fini. Si J ne contient aucune composante connexe de /
(ce qui est toujours le cas si J est de type fini) on dit que J et les
paraboliques correspondants sont non-dégénérés. Quand J = & les
paraboliques b*= p™ () et b~ = p (D) sont appelés sous-algébres de
Borel standards.

1.3. On définit un groupe G (ne dépendant que de ) agissant sur @ par
la représentation adjointe Ad: G — Aut(g). Il est engendré par des
sous-groupes U,, pour a racine réelle, isomorphes au groupe additif g,
par un isomorphisme exp tel que: Adeexp = expead.

Le groupe H associé a l'algébre de Cartan standard § est 'ensemble
des g € G qui agissent sur g, (pour @ € 4 U {0} par multiplication par
un scalaire a(g) dépendant multiplicativement de « (en particulier H fixe
h=g,) Ainsipour h € Het X g, onah -exp(X)-h™' = explalh)-
X) et donc H normalise U,.

Le sous-groupe de Borel standard positif (resp. négatif ) est le sous-groupe
engendré par H et les U, pour a racine réelle positive (resp. négative).
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Pour J dans [ le sous-groupe parabolique standard positif (resp. négatif )
correspondant & J est P(J)=P*(J)=B " W(J)B* (resp. P (J)=
B W(J)B™); cest le stabilisateur de p(J) (resp. p™(J)) dans G. Le
groupe M(J) = P(J)N P (J) est le produit H - G(J) ou G(J) est le
sous-groupe (distingué¢) engendré par les U, pour « racine réelle dans
An(J).

1.4, Les sous-algebres de Cartan (c’est a dire les sous-algébres ad -
diagonalisables maximales) de g sont conjuguées par G.

Une sous-algebre de Borel de g est une sous-algébre complétement
résoluble maximale de @; c’est le cas de b™ et b~ qui ne sont pas
conjuguées par (. Les sous-algébres de Borel conjuguées par G a b*
(resp. b7) sont dites positives (resp. négatives). Si g est indécomposable il
n'y a pas d'autre classe de conjugaison de sous-algebre de Borel.

Une sous-algébre parabolique de ¢ cst une sous-algébre contenant une
sous-algebre de Borel. On dit qu’elle est non dégénérée si elle ne contient
aucun facteur indécomposable de g et de signe positif ou négatif si elle est
propre (i.e. différente de g) et si clle contient une sous-algebre de Borel
positive ou négative. Si g est indécomposable toute sous-algébre
parabolique propre est non-dégénérée et de signe positif ou négatif. Une
sous-algébre parabolique p de signe positif ou négatif est conjuguée a une
unique sous-algébre parabolique standard p *(J/); elle est non dégénérée
si et seulement si J est non dégénéré. On note u(p) le conjugué corre-
spondant de 1 *(J) et on appelle J le rype de p.

Les sous-algébres paraboliques de signe ¢ de g contenues dans la
sous-algebre parabolique standard p“(J) correspondent bijectivement (par
passage au quotient) aux sous-algeébres paraboliques de signe ¢ de m*(J).

Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de ¢ agit de maniére
compatible a Ad sur G et donc transforme deux sous-algébres de Borel
{ou paraboliques) conjuguées en deux sous-algébres de Borel (ou
paraboliques) conjuguées; il est dit de premiére espéce s'il transforme une
sous-algebre de Borel positive ou négative en une sous-algébre de Borel
de méme signe.

1.5. Une K-forme de g est une algébre de Lie g, telle qu'il existe un
isomorphisme de g sur g, ® K.

Dans la suite on fixe une telle forme et un tel isomorphisme. Alors le
groupe de Galois I = Gal(K/K) agit sur g et le groupe correspondant G.
On identifie g avec 'ensemble g' des points fixes et on définit G, = G'.

On dit que g, est presque-déployée si I' est formé d’automorphismes
(semi-linéaires) de premiére espéce. On sait [R4] que ccla équivaut a
exiger qu'une sous-algebre parabolique non dégénérée et de signe positif
(resp. négatif) de q est définie sur K.

Si g est décomposable, cette notion de presque-déployée dépend du
choix de la classe de conjugaison des sous-algébres de Borel opposées b~
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et b™. On peut alors de maniére plus générale dire que g, est presque-
déployée si I stabilise une classe de conjugaison de sous-algebre de Borel;
cette notion se ramene a la précédente par le choix de cette sous-algébre
de Borel comme standard.

Un exemple de forme presque-déployée est la forme déployée "gK que
'on définit par générateurs et relations comme ¢ mais en remplagant le
corps K par le corps K. Tous les objets introduits ci-dessus se définissent
encore pour ‘g, (on les orne alors des lettres ¢ et ;). Les résultats
indiqués ci-dessus sont encore valables [PK].

Une partie B de g ou de G est dite définie sur K si elle est stable par I,
on note alors B, = B'. On dit aussi, par exemple, que “P est un
K-parabolique” au licu de “P est un parabolique défini sur K, etc.
Inversement si e, est un K-sous-espace vectoriel de g, on note ¢ =
e, ® K le K-sous-espace vectoriel de g correspondant.

1.6. Sous-algébres torigues.

Une sous-algébre torigue K-déployée de g, est une sous-algébre t pour
laquelle la représentation adjointe dans g, est diagonalisable. Une sous-
algébre t est dite forigue si et seulement si t ® K est torique K-déployée.

Une sous-algébre de Cartan (en abrégé SAC) de g, est une sous-algebre
by telle que b, ® K soit une sous-algébre de Cartan de g. Toute sous-
algebre torique de g, est contenue dans une sous-algébre de Cartan de
a. [R4; 4.3]

Il est clair que de est une SAC de la forme déployée 'ng.; c’est aussi
une sous-algébre torique K-déployée donc une sous-algébre torique K-
déployée maximale. Il résultera de 2.8 ci-dessous que si dans une forme
presque-déployée une SAC est déployée alors cette forme est isomorphe a
la forme déployée ‘IgK.

1.7. Automorphismes de g:

Soit b la SAC standard de g. On définit dans [PK] un groupe H qui agit
sur G et g; en fait Ad(H) est isomorphe & (K)' et si I"élément A
correspond a (A,),.,, il agit sur g, par multiplication par le scalaire
alh) = 1) si a = Znlda; € A U {0}

L’involution de Cartan o de g est définie par w(e;) = —f,, w(f)) = —e,
et wlh)= —h pour h €b; elle dépend donc du choix de [’épinglage
(h.11.Ce,, f);c ) de 1.1,

Le groupe des automorphismes intérieurs de g est I'image Int(g) :=
Ad(H X G) du produit semi-direct de H et G. Son groupe dérivé cst le
groupe adjoint Ad(G) (noté aussi Int’'(g) ou Int(g’)) ou groupe des
automorphismes intérieurs de o' (algebre dérivée de g). Ces groupes sont
intrinséquement définis par g, cf. [R2].

On considére le groupe Aut(A) des permutations p de I telles que
a, ,,=a,;pouri,j €l Onen déduit une action fidele de Aut(A) sur ¢
en posant ple;) = ¢, et p(f;) = f,; cette action commute a w et p(§') = B’
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ol i’ =N g = @Ka,"; plus précisément p(a,”) = a,]. D’aprés [PK] le
groupe Aut(A4) X Int(g) (resp. (2 X Aut(A)) X Int(g) ou 2 désigne le
groupe commutatif engendré par les involutions de Cartan des com-
posantes de @) est le groupe Aut,(q’) des automorphismes de premicre
espéce (resp. le groupe Aut(g’) de tous les automorphismes) de g’ (ou g/«¢
ou g'/c).

On peut prolonger 'action de Aut(4) de B’ a § et donc de g’ a g parle
choix d’un supplémentaire de B’ dans § (c’est analogue a la démonstration
2.11b ci-dessous). On peut ainsi considérer Aut(A4) comme un groupe
d’automorphismes (dits de diagramme) de (g,})) commutant a o et
Aut (g') et considérer Aut(g’) comme un groupe d’automorphismes de g,
mais ces définitions ne sont pas intrinséques [R2].

Le sous-groupe Tr = Tr(g, ¢’, ¢) des transvections de g (noté Aut(g, g')
dans [KW; 4.20]) est formé des automorphismes de ¢ qui induisent
I'identité sur ¢ (resp. q/¢ ou g'/¢); il commute a Int(g) et w ct est
isomorphe au groupe additif des applications K-linéaires de a/g" dans c,
cf. [R2). Le groupe des automorphismes de g (resp. des automor-
phismes de premiére espéce) est Aut(g) = Aut(q’) X Tr (resp. Aut(g) =
Aut,(g') X Tr).

2. LINDICE DES FORMES PRESQUE-DEPLOYEES

Dans tout ce paragraphe g est une forme presque-déployée de q.
La proposition 2.1 ci-dessous est 'un des résultats essentiels de [R4,
R5], voir 3.4, 3.5 et 3.11 dans [R5].

ProprosiTion 2.1, Pour tout signe &, le groupe G, agit transitivement
sur les paires (1,,0%) ou t, est une sous-algébre torigue K-déployée
maximale (en abrégé SATDM) de q, et t, CpY% une K-sous-algébre
parabolique minimale de signe ¢ de q,. Toute K-sous-algébre parabolique de
signe € contient une K-sous-algébre parabolique minimale de signe €.

On dira qu’une telle paire (i, p%) est une standardisation de g, de
signe . Ainsi pour K = K une standardisation de g est une paire (b, b)
d’'une SAC et d’'une sous-algebre de Borel b Db, ce qui équivaut a la
notion introduite en 1.2.

Dans la suite on choisit un signe que 'on note +.

ProposiTiON 2.2, Pour une standardisation (t, %) de @, il existe une
sous-algébre de Cartan B, de g et une sous-algébre de Borel positive b* de
q telles que:

tchchbrcpt

Il existe une partie de type fini I, de I telle que p*=p*(1,) pour la

standardisation (h,07) de q.
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La sous-algebre parabolique p~= p~(l,) est définie sur K et minimale.
Elle ne dépend que de t et p*.

Dernimions.  Sous ces conditions on dira que la standardisation
(ty,bx) de g est opposée a (t,, ) et que la standardisation (h, b™) est
compatible avec (t,p%).

Démonstration. D’aprés [R4; 4.3] il existe une sous-algébre de Cartan
by contenant t.. Avec le langage immobilier de [R4, R5] on a que la
facette F(p*) de p* dans I'immeuble de g sur K est ’enclos de son
intersection F,(p™) avec le K-appartement A,(t) de t, qui est contenu
dans 'appartement A(H) de §; donc F(p*) c A(h) et h c p*. L'existence
de b™ est alors claire et I, est de type fini d’aprés [R4; 4.7b].

Comme p~({,) est la sous-algebre parabolique opposée a p*(1,) par
rapport a la SAC § qui est définie sur K, elle est elle méme définie sur K.
Elle est minimale d’aprés [R4; 4.7b). Comme la K-chambre Fp(p~) est
I'opposée de F,(p™) dans le K-appartement A,(t) l'algébre p~ ne
dépend que de t et p*.

Remarque. Pour une SAC b de gy, il est équivalent de dire que by
contient une SATDM t{, de g, et que by est contenue dans une
K-sous-algebre parabolique minimale p} de g,. En effet, une fois traduit
en langage immobilier, cela signifie que I'appartement A(h) contient un
K-appartement A (t,) si et seulement si il contient une K-chambre
Fi{p}) ce qui est clair car A(h) est stable par le groupe de Galois I
Dans ces conditions il existe une sous-algébre de Borel b* telle que:
tchcbtcpt.

ProrosiTioNn 2.3, Avec les standardisations de 2.2, ’algébre dérivée
[y =3(ty) du centralisateur de t, est la sous-algébre de Levi de pj;
relative a By C’est une sous-algébre semi-simple (de dimension finie) définie
sur K et K-anisotrope.

Le systéme de racines A, de 1 par rapport a h N1 admet pour base
Iy = {a;/i € L)

Le groupe de Weyl W, = W(l) de | par rapport a ) N | est engendré par
les r, pour i € ly; il agit simplement transitivement sur les sous-algébres de
Borel b de g telles que h c b cCp™.

DEériniTions. (1) On appelle [ le noyau anisotrope de (g, t ).

(2) La forme g, est dite quasi-déployée s’il existe une sous-algebre de
Borel définie sur K, c’est a dire si p%; est une sous-algebre de Borel
autrement dit si 7, = & ou encore si [, est réduite a {0}.

Démonstration. D’aprés [R4; 4.7b et 3.5¢] 3(t,) est Ialgebre m(/,).
Comme [, est de type fini, [ = m*(])) est une algébre semi-simple qui
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admet bien comme base de racines [, et pour groupe de Weyl le
sous-groupe W, de W engendré par les r;, pour i € /.

Aucune sous-algébre parabolique positive de g contenue dans p* n’est
définie sur K, donc aucune sous-algébre parabolique de [ n’est définie sur
K et ainsi [ est anisotrope. Par contre W), agit simplement transitivement
sur les sous-algébres de Borel de [ contenant § N [ qui sont en bijection
avec les sous-algébres de Borel positives de g contenues dans p* et
contenant §, d’ou la derniére assertion.

2.4. Laction *: (cf. [T1; 2.3]). Choisissons [, h,, b™ et p}; comme en
2.2,

(a) Pour y dans I', yb* est une sous-algébre de Borel positive
vérifiant ) € yb"C p*. Il existe donc un unique élément w, de W, tel que
w,yb*=b". Ainsi y* = w y stabilise b™ et § et donc agit sur II ou .

On peut voir facilement que 'on définit ainsi une action notée par une
étoile de I' sur A, I1, I et le diagramme de Dynkin. II est clair que [, est
stable par cette action.

On peut interpréter différemment cette action *:

(b) Les éléments de I sont en correspondance bijective, par i —
cl(pe(f — {i})), avec les classes de conjugaison sous G des sous-algébres
paraboliques de signe ¢ maximales de g. Ainsi I' permute ces classes de
conjugaison et I’action induite de I" sur / est I'action *.

(c) Les orbites de I'* dans I — I, correspondent bijectivement, par
J — p*(I — J), aux sous-algébres paraboliques propres de g, contenant
pe(1,), définies sur K et maximales pour cette propriété c’est a dire aux
classes de conjugaison sous G, des K-sous-algébres paraboliques maxi-
males de signe ¢ de gg.

(d) Deux sous-algébres paraboliques q* et g~ de g sont conjuguées
par G aux sous-algebres standards p*(J) et p~(J) pour le méme J < [ si
et seulement si elles sont opposées c’est a dire si u(g*)N g =ulg )N
q* = {0}. Cette relation d’opposition est évidemment stable par tout auto-
morphisme (linéaire ou semi-linéaire).

(e) Il résulte des numéros précédents que l'action ™ de I' sur le
graphe de Dynkin et la partie /, de celui-ci sont indépendants des choix
faits c'est a dire du signe + et des standardisations compatibles (t ., p%)

et (h,b").

Remarque. Dans le cas (que 'on exclut ici) ou g est de dimension finie,
on peut choisir de conjuguer une sous-algébre parabolique a p*(J) ou
p~(J’). Le changement de ce choix échange donc les types par I’automor-
phisme d’opposition —w, (ol1 w, est 'élément de plus grande longueur du
groupe de Weyl). Alors [, et I'action * de I' sont stabilisés par cet
automorphisme d’opposition.
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2.5. Lindice de g (cf. [T1; 2.3].

C’est le triplet consistant en le diagramme de Dynkin de g (dont les
sommets sont indexés par /), action * de I et le sous-ensemble I, de /.
Ce triplet est bien déterminé par g, comme on vient de le voir.

On représente l'indice par le dessin du diagramme de Dynkin de @ sur
lequel on figure I'action * de I' par des fleches (ou en dessinant de
maniére significativement rapprochée les sommets d’'une méme orbite); les
orbites sous I'* des sommets de [ — I, sont encerclées. On note [’ =
(I — 1,)/I'* T'ensemble de ces orbites dites distinguées.

Bien entendu comme ce dessin ne représente que les orbites de I'*, il
ne détermine pas complétement l'indice, sauf par exemple pour K = R et
donc |I'| = 2.

Remarque 2.6. Si J est une partic de [ stable par I'* ¢t contenant /,,
alors (avec les standardisations de 2.2) p*(J) et m(J) sont des sous-
algebres définies sur K de g. On peut choisir m*(J) définie sur K et alors
I'indice de la forme d’algébre de Kac-Moody correspondante est obtenu a
partir de celui de g, en enlevant les sommets du graphe de Dynkin non
dans J et les arétes (ou fleches) qui y aboutissent.

En particulier pour J de type fini, on obtient ainsi 'indice d’une algébre
de Lie semi-simple sur K au sens classique de [TI1]. Si J = [, cette
algébre de Lie smi-simple est [, qui est anisotrope.

2.7. Racines relatives: On considére toujours les standardisations de 2.2.

Pour a dans A, on note a' sa restriction a t. Le systéme des racines
relatives est & = {a' # 0/a € A}. Pour a' dans &', on note g, I'espace
propre correspondant de t, c’est a dire la somme directe des a4y pour
pedetf =a.

ProposiTiON. (1) Pour i €1, on a «, =0 si et seulement si i € I,.
Pouri,j & I, on a a; = o si et seulement si il existe y € I' tel que j = y*i.
Ona A C +(®,_,Na}). Le cardinal de I' est le rang de g, sur K.
(2) L’algebre t contient le centre ¢ de q; elle est ’ensemble des H dans
b tels que a(H) = 0 pouridans I, et a{H) = aH)sij=y*ipouruny
dans I'. Autrement dit t/c est I’ensemble des points de I’ orthogonal de 11
dans Y /¢ fixes sous Uaction (K-linéaire) de I' sur Yy /¢ déduite de son action
* sur I1.

(3) Pour o dans A, I'espace vectoriel g, est de dimension finie et
défini sur K.

Démonstration. (1) Par définition I, est 'ensemble des i € I tels que
a; = 0. Comme y* = w,y avec w, dans le centralisateur de ty et y fixant
tg,onaa)=ajsij=vy*i.Onabien & C +(X,. ;Naj) ct il reste donc a
montrer que les «) pour i € I’ sont libres dans le dual de t. Or il résulte
de [R5; 3.2, 3.5.5 et 3.6] que le sous-espace vectoriel du dual de t
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engendré par 4’ a pour dimension le rang c’est a dire le cardinal de [I';
d’on le résultat.

(2) Comme ¢, est K-diagonalisable dans la représentation adjointe, t
contient ¢. D’aprés le 1) t est contenu dans I'espace 8 des H € b vérifiant
les conditions indiquées. Comme W), agit trivialement sur $ il est clair que
I’ stabilise $ et que la base (H,), ., de /¢ duale de («}); ., est fixe par
I'. On en déduit que cette base est contenue dans %, /¢, donc est une
base de 3./c. Ainsi 3, est formé d’éléments K-diagonalisables dans la
représentation adjointe et 8, = t,.

(3) Il est clair que g, est défini sur K, montrons qu'il est de
dimension finie. Pour cela il suffit d’aprés le 1) de montrer que la somme
directe V' des g5 pour B =X, ne;, €4 et L, pn, =N (fixé) est de
dimension finie. Soient b, = b*N [ la sous-algebre de Borel positive de [
et 11, sa partie nilpotente. 1l est clair que V' est I'espace vectoriel engendré
par les crochets itérés [x(i)),..., x(iy)] ol pour tout j, i; €/l — [, et
x(i;) est dans le sous u,-module X(i;) de g engendré par e, (les crochets
itérés sont définis par récurrence par [x]=x et [x,x,,...,x,]=
[x,,[x5, ..., x,]]). Mais u, est de dimension finie et engendré par des
éléments agissant de maniére localement nilpotente sur g donc (par le
théoréme de Poincarré-Birkhoff-Witt) X(i;) est de dimension finie. Ainsi

V' lui-méme est de dimension finie.

ThéorEME 2.8, cf. [T1; 2.7]. La connaissance du noyau anisotrope | . et
de Uindice détermine entiérement la forme q, de q sur K.

Plus précisément. Soit | g, une autre K-forme presque-déployée d’algebre
de Kac-Moody. On note avec des | a gauche les objets relatifs a g,
analogues a ceux déja introduits pour gg.

On suppose qu’il existe une bijection @: [ — I et un K-isomorphisme
Ut I — [ entre les noyaux anisotropes tels que, si 'on note encore ¢
la bijection de I, sur |/, déduite de I'isomorphisme ¢ par I'intermédiaire
des sous-algebres paraboliques, on ait:

(i) @ est un isomorphisme des diagrammes de Dynkin i.e. g, o, =
a;; Yi,je L
(i) ®(1,) = 1.
(iii) ®: I — I est compatible aux actions * de I.
(iv) La restriction de & a I est .
Alors il existe un K-isomorphisme ¥ de g, sur g, dont la restriction

a Iy est ¢, et qui induit (par lintermédiaire des sous-algébres
paraboliques positives) la bijection ¢ de [ sur /.
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Démonstration. Considérons des standardisations compatibles (1, p ),
(h,6%) et (14, p%), (b, ,67) pour g, et ,g.

(a) Daprés (i) il existe un isomorphisme @ de g sur ,g correspon-
dant a la bijection @ de [ sur ,I et tel que ®(h) =,h et P(b*) =,b".
D’apres (i), (iii) et 2.7.2 on a aussi @(p*) =,p*, &(1) =t et donc
P(1) = 1.

D’aprés iv) les deux isomorphismes @[, et i different par un automor-
phisme intérieur de |I. Donc quitte & composer (a gauche) & par le
prolongement a g d’'un automorphisme intérieur de ,I (donc sans changer
,t ni | p™¥) on peut supposer que ®|; = . Comme } est le centralisateur
dans g de t et % = b, 0 [, algebre &(h) est le centralisateur dans g
de |t et ¢(h}.) elle est donc encore définie sur K.

On considére maintenant pour g la standardisation (@(9), @(b*)) que
I'on appelle encore (;h, b™) et on identifie A(g, ) a A(,q, ,b) par b.

(b) L’isomorphisme @ est compatible avec les actions ™ de I" sur II
et /1. Donc pour y dans I' 'automorphisme 6, = @ 'ydy~! de b induit
sur les racines un élément w_ de W.

La restriction ¢ de @ & §" est définie sur K. Ainsi 6, induit I'identité
sur AL, 5) et donc sur b

Les algebres t, et t, sont déployées, leurs racines sont donc fixes par
I'. Ainsi 6, induit I'identité sur les racines de t dans g et donc sur t/c.

Fmalement 0, induit I'identité sur (§° + t)/c. Comme le centralisateur
dans g de §° + t est réduit & B, on en déduit que 6, stabilise une base de
A(g, b) et donc que w, = 1.

(¢) Ainsi pour y dans I', 8, induit I'identité sur h/c et sur h' =
Y Ka,”. Autrement dit 6, est un element du groupe Tr(g, ¢', ¢) de 1.7 qui
est canoniquement isomorphe aux groupes additifs d’applications linéaires
L(g/q',¢) et LB/, c)

Pour y', y dans I', on a 0, =6 - v(6,). Autrement dit 8, est un
1- cocycle de I’ dans un espace vectorlel sur K (défini sur K). Comme
HU(T, K) = {0}, ce cocycle est un cobord: il existe £ € Tr(g, g, ¢) tel que
6, = ¢ - y(£) sur b. Autrement dit (@£ 7'y (@E )y ! est identité
sur B. Ainsi quitte & composer (3 droite) @ par £~ ! on peut supposer que
@[y est défini sur K.

(d) Pour une racine relative a' € A’ (identifié naturellement avec | 4')
on va définir un isomorphisme K-linéaire . de g, sur g, compati-
ble avec les actions de by + [, et by +,[, et Thomomorphisme @, de
by + Ix sur b +,1, (qui coincide avec ¢, sur I).

L’ensemble L, des applications K-linéaires de g, dans g, compat-
ibles avec les actions ci-dessus est un K-espace vectoriel. De plus
L =1L, ® K est I’espace défini de maniére analogue sur K; il contient
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donc un isomorphisme: la restriction de @. Mais les applications qui ne
sont pas des isomorphismes sont les zéros d'un polyndme a coefficients
dans K et K est infini, il cxiste donc dans L, Iisomorphisme 7,
cherché.

(e) Définissons d’abord ¥ sur K: on impose que ¥ est égal 3 @ sur
h,adetaygsurletan, sur g, pour a € I — I1,. Comme les algebres
g et ,q sont définies par générateurs ct relations et comme la définition
partielle de ¥ ci-dessus échange les générateurs et relations respectifs, il
existe bien un isomorphisme ¥ de g sur g ayant les restrictions ci-dessus
ab, letq, pouraell -1,

Mais g, est, pour la représcntation de b + [, une somme directe de
modules de plus haut poids engendrés par les vecteurs ¢; pour i € [ — [,
tel que o' = o/ (cf. la démonstration de 2.7.3). Comme ¥ et 7, coincident
sur g, et sont tous deux compatibles avec les actions de § + [, ils
coincident sur g,

Pour montrer que ¥ est défini sur K il faut vérifier que, pour tout
yeTl,y¥Py ' = ¥ surles générateurs 0, [ et g, (pour @ € I1 — I1,)) de
g. C’est clair d’aprés les choix ci-dessus et les résultats ¢) et d) précédents.

Remarques 2.9. Soit g, une forme presque-déployée d'algebre de
Kac-Moody.

(DSig=a'®a’® -+ @ q” est unc décomposition de g en somme
directe d’algébres de Kac-Moody, on a une décomposition correspon-
dante I =I'"W [?U - - U [I" de I en parties disjointes ct disconnexes.

Si K'/K est une extension finie, si I = Gal(l?/K’) et si la décomposi-
tion de g est stable par I, alors I permute les I et les g/ par la méme
permutation des indices.

Si chaque facteur de la décomposition est défini sur K, alors indice de
a, est la réunion disjointe et disconnexe des indices des g/.

(2)Si I=1'UTI?yU - - UI" est une réunion disjointe et discon-
nexe, on a une décomposition correspondante g = g' ® g° ® - ® g" de
g en somme directe d’algébres de Kac—Moody. Supposons maintenant la
partition de [ stable par I

Si I'/ est le sous-groupe de I" qui stabilise I’ et si K’ /K est I'extension
finie correspondante, on peut modifier le facteur g’ par des éléments du
centre ¢ de fagon que le nouveau facteur g’ soit défini sur K/ et que I'on
ait encore la décomposition g = @ g': En effet si g, est la somme directe
des g* pour k #j, les algebres dérivées g’ et @’ sont stables par I'/
(comme sommes directes des idéaux non commutatifs minimaux de g
correspondant aux composantes de I’ et I, = I — I’). Ainsi le centralisa-
teur dans g de g’ est stable par I'/ et somme directe de g’ et du centre ;
de g; (ou de g’)). Comme ¢; et g’ sont définis sur K’, il existe un
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supplémentaire b’ de ¢; ® g” dans ¢, ® g/ qui est défini sur K'. Alors
a’" @ b’est la nouvelle algebre g’ cherchée.

En faisant des choix comme ci-dessus des g’ pour un j dans chaque
orbite de I et en transportant ces g’ par I', on obtient une décomposition
g = @D g’ stable par I'.

(3) Restriction des scalaires: Sous les hypothéses de 2) on suppose que
I" agit transitivement sur {1,...,n}. On a donc une décomposition en
somme directe de g stable par I". Soit g' I'un des facteurs, I" =TI"" le
groupe et K’ = K' le corps correspondants. On indexe la décomposition
et les groupes ou corps par les éléments de I'/I" = {o: K' = K}: g =
8, ., 87 Le groupe I' agit (& gauche) sur I’/ et pour y €[ on a:
v(@”) =g, " =TI et K" = o(K’).

On note g} I'algébre des points fixes sous I de g': c’est une K'-forme
d’algébre de Kac-Moody. Comme gk. est un facteur de g'" on a un
homomorphisme K-linéaire d’algébres de Lie ¢ de g, = g’ dans gk
Cest en fait un isomorphisme K-linéaire: 'inverse ¢, est donné par
Ui (X)) = (XN, e s X' € g (et donc o(X') € g7 4.

Ainsi g, est K-isomorphe a une K'-forme d’algébre de Kac-Moody
gk considérée comme une algebre de Lie sur K. Réciproquement il est
classique que pour toute K-algebre de Lie g, restriction des scalaires
d’'une K'-algébre de Lie g, on a une décomposition de g en somme
directe d’algebres de Lie comme dans les hypothéses de ce numéro.

Voyons maintenant quel est 'indice de gl..

Si N’ est un K'-sous-espace vectorie! de gk, on a ¢ (N') =
(&, ., ,~a(N)". On en déduit facilement que hy. est une SAC de g
si et seulement si ¢, (b ) est une SAC de gy et que P, est une
K'-sous-algébre parabolique de gk si et seulement si . (p ) est une
K-sous-algeébre parabolique de g,; en particulier gk est une forme
presque-déployée. Par ailleurs si t,. est une SATDM de g}., alors
ty =¥ ({X €ty /a(X) € K Va' € A(gl., t;)}) est une SATDM de g,
etsi b'* est une sous-algebre de Borel de g' alors b*= @, _ . .a(b'")
est une sous-algebre de Borel de g. Donc si (14, Dg) et (B, b'*) sont
des standardisations compatibles de gk, alors (tz, Y )) et
(Y(hg), b7) sont des standardisations compatibles de g,..

Il est maintenant clair que I'indice de g). s’obtient en ne retenant de
celui de g, que le sous-graphe de Dynkin correspondant a I', avec
Iy =1' N1, et en prenant pour action de I la restriction 2 I et I' de
I’action de I" sur I.

2.10. Le probleme de classification.

Pour classifier les formes presque-déployées d’algébres de Kac—Moody
il faut maintenant déterminer les indices admissibles, ¢’est a dire ceux qui
peuvent correspondre a des formes.
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Une K-forme est évidemment somme directe de K-formes indécom-
posables. Son indice est alors réunion disjointe des indices de ces K-formes
indécomposables (cf. 2.9.1).

Une K-forme indécomposable g, pecut ne pas étre absolument
indécomposable (i.e. g peut ne pas étre indécomposable). D’aprés la
remarque précédente les composantes connexes du graphe de Dynkin sont
alors permutées transitivement par I et il existe une extension finie K'/K
et une K'-forme presque-déployée gk qui est absolument indécomposa-
ble telle que g, soit g} considérée comme algebre de Lic sur K.

On est donc ramené au probléme de la classification des formes absolu-
ment indécomposables. La proposition suivante dit que 'on peut se
ramener au rang 0 ou | ct le cas des formes quasi-déployées est traité cn
2.12.2. D autres résultats seront obtenus aux paragraphes 4, 5 et 6.

2.11. On considére un indice .¥ de @ sur K, c’est a dire une action * de
I' = Gal(K/K) sur le graphe de Dynkin de g (dont les sommets sont
indexés par ) et une partie de type fini [, de [ stable par ™.

Pour tout i’ € I' = (I - I))/I'*, on considére la partie /. de I réunion
de I, et de lorbite i, 'action * induite sur [, et la partie /, de I,. On
obtient donc ainsi pour chaque /' € I' un indice % sur K de Palgébre de
Kac-Moody g, = q( AL )).

Prorosition, cf. {Sa; H 3.12]. 8¢ pour chaque i' € I' il existe une forme
presque-déployée g, de g, dont I'indice est .7, et si pour i',j €I les
noyaux anisotropes de .y et @y sont K-isomorphes, alors il existe une
forme presque-déployée o, de g dont Uindice est .5 et dont le noyau

anisotrope est isomorphe a ceux des formes §, .

Remarques. (1) Ainsi I'admissibilité d’un indice se vérifie au rang
Oetl.

(2) Cette condition suffisante d’admissibilité est aussi nécéssaire
d’apres 2.6.

Démonstration. (a) On a donc une K-algebre semi-simple anisotrope
[, et des K-isomorphismes ¢, de [, sur chacun des noyaux anisotropes
des @, 4. On choisit une sous-algébre de Borel b"” de [ contenant une SAC
§" définic sur K.

Soit (5, b*) une standardisation de g. On peut identifier { 4 la sous-
algebre m(/,) de g dc fagon que h' =phnlet b’ =0N1L.

Il existe un isomorphisme ¢, de la sous-algebre m*(/,) de g sur g, tel
que la standardisation de m’(/,) déduite de (§,b™) soit échangée avec
une standardisation (§),, b)) de g, compatible avec une standardisation
de g, et que ¢, = ¢, sur [ (cf. la démonstration 2.8a).

(b) Pour y € I', y(b") est une sous-algebre de Borel de [ contenant
b?, il existe donc un unique w, € W, = W(I, §") C W = W(g.8) tel que
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w, 'y(b") = b°. Ainsi w. 'y induit une bijection de A, = A(I, ") qui est
l'action y* sur I'indice: ¥ = w y*. Comme y correspond a une action de I’
sur B’ on a w,., = w, - y*(w,) dans W, pour v,y' € I'. Réciproquement
cette formule montre que y = w_y* définit un homomorphisme de I" dans
W, X I'*, donc une action sur A = A(g, b) et des actions K-linéaires de I’
sur R =Y ., .Ka (qui est un K-sous-espace vectoriel de h*) et RV =
Lo Ka” (quiest un K-sous-espace vectoriel de B). De plus ces deux
actions sont compatibles avec la dualité entre ces deux espaces vectoriels.

g =N RY est une K-forme de ¢, elle est stable par W, et I'* donc
par le groupe W, X I'* (dont laction sur 4,., 4, etc. se fait via un
groupe fini). Soit b} un supplémentaire de ¢, dans R stable par
W, X I'*. Soit § un supplémentaire de ¢ dans b contenant §'. On note
by ={Xebl/a(X)EK Va K} et b} =bH @ ¢, qui sont des K-
formes de §7 et . On a bz N RY=h}.

La dualité entre b et R est non dégénérée. On en déduit donc une
action de I' sur h% coincidant sur b} avec Paction sur RY. Comme
by = by + R, on obtient ainsi une action K-linéaire de I" sur h} et une
action K-semi-linéaire de I' sur § prolongeant I'action sur §° (qui est
contenu dans H = h N g = RV® K) et compatible avec 'action * de I’
sur le graphe de Dynkin.

Ces deux derniéres conditions caractérisent en fait 'action de I" sur §’.

(c) On vient donc de construire une action de I' sur g, =10+
prolongeant I’action sur [ et compatible avec les actions ™ de I'.

Par hypothése il existe une action semi-linéaire de I' sur lalgébre
dérivée g/ compatible avec son action sur [ et avec les actions * de I" sur
les graphes. En particulier g} est gradué par 4, U {0} ou A, est une
partie de A, cette graduation est stable par I et Paction de I" sur A, est
induite par I'action de I" sur 4 du b). De la remarque a la fin du (b) on
déduit que I'isomorphisme ¢, qui transforme §" & (&,_. Ka,”) en b, N
a’» est compatible aux actions semi-linéaires de I" sur [ + § et g;.

(d) Soit § le quotient de la somme amalgamée des algebres de Lie g,
et g% (pour i’ € I') au dessus de | par les relations:

(1) [h, X1 =a(h)X pour h€hCg, et X € g, de poids a € A,
C A.

(2) [X,Y]=0si X €g) ct Y€ g, sont de poids respectifs a, B
aveca + B¢ A

(3) h = y{h) pour h € & _, Ka,".

Alors g est le quotient de § par le plus grand idéal de d ne rencontrant
pas b. En effet § est un quotient de I'algébre de Lie de génératcurs b et
les e;, f; pour i € [ avec les relations habituelles (sauf les relations de

i

Serre) et il admet g pour quotient.
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(e) Le groupe I’ agit semi-linéairement sur g, et les g’ de maniére
compatible avec son action sur [ et en stabilisant d’aprés (b) les ensembles
de relations (1), (2) et (3). On obtient ainsi une action semi-linéaire de I
sur g qui coincide avec les actions déja connues sur g, et les images des
a,; d’ou la K-forme cherchée.

Remarques 2.12. (1) 1l est facile de construire une action semi-linéaire
de I sur g a partir d’'une action sur @' ou g/c¢ ou g’ /¢ correspondant a
un certain indice: Paction sur h est construite comme en 2.11b et le
supplémentaire ®, _,q, qui doit étre stable par I' s’envoie isomor-
phiquement dans g'/c. Ainsi 'admissibilité d'un indice se voit par exem-
ple sur g'/¢.

(2) Les formes quasi-déployées sont caractérisées d’apres le théoréme
2.8 par une action de I" (égale a I'action *) sur le graphe de Dynkin.

Réciproquement tout indice quasi-déployé (c’est a dire avec /, = &) est
admissible: on construit une action semi-linéaire de I' sur b comme 2.11b
et si on pose y(e,) = e, et y(f;) =f, pour y €I, on obtient aussitdt
I’action semi-linéaire de I" sur g et donc la forme quasi-déployée cherchée
grace a la définition par générateurs et relations de g.

Si K est un corps de dimension cohomologique 1 (mais infini car de
caractéristique 0!) il n’existe pas d’algcbre semi-simple anisotrope sur K
non triviale, cf. e.g. [T1; 3.3.1]. Donc sur un tel corps toute forme
presque-déployée est quasi-déployée.

3. LE SYSTEME DES RACINES RELATIVES

On considére une forme presque-déployée g, de I'algebre de Lie g et
des standardisations compatibles (1, p5) et (h,b™").

3.1. Généralités. D’aprés ce qui précéde, t =t, Nt, ou t, =
Niey, Kerla) et t, =5 +c.

Pour étudier le systéme de_racines relatives 4 = {¢' = al/a €A a’ +
0}, on peut étudier d’abord A = {&@ = «al;,/a € A @ # 0} puis les restric-
tions @ = a@l; = «'. Dans le cas quasi-déployé on a A = A&, donc ce qui est
valable pour &' I'est aussi pour 4 (cf. 2.12.2).

Dapreés 271 ona A C + @, Najou I'=(U-1)/I™*=1/T* -
IU/F*J

doncaussid c + @ _; Nag, ot [ = 1/I*.

Dans la suite pour i € I on se permettra parfois de noter encore i la
classe i’ =i = I'*i dans [I.
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Les résultats des numéros 3.2 & 3.5 seront valables dans 4 et dans A'; on
considérera 4 comme une généralisation de A.

3.2. Racines relatives réelles, cf. [R5; 3.6, 3.7 et 3.11].

On appelle racines relatives réelles, les racines o' pour a € A™ telles
que {B € 4 /3X > 0 B’ = Aa'} est fini. Pour une telle racine il existe un
élément R, du groupe de Weyl relatif W’ = W, = N /L (ou N (resp.
L) est le normalisateur (resp. fixateur) de t dans G) qui induit dans t la
réflexion par rapport a I'hyperplan {v/a'(v) = 0}.

Remarques. (1) 1l est clair que si B8’ est une racine réelle alors la racine
a de A telle que o’ = B’ est réelle dans A.

(2) Dans le cas 4, on a avec les mémes définitions un groupe de Weyl
relatif W qui est le sous-groupe W!™ de W formé des éléments fixes sous
Paction y* - w = y*wy* . De plus les racines réelles de A sont les
restrictions a t, des racines réelles de A dont lorbite sous I'* est
prénilpotente c’est a dire contenue dans w4 N w,A4_ pour des éléments

w, et w, de W [Héel].

(3) Si o' est une racine réelle de &', son mur dans le K-appartement
correspondant a t est engendré par son intersection avec I'adhérence
d’'une K-chambre positive [R5; 3.7¢]; en conjuguant a’ par le groupe de
Weyl W, [RS5; 3.11] on peut supposer que cette chambre est la K-chambre
canonique correspondant a p . Il est alors clair que a est colinéaire a une
racine de la base [T', cf. [R5; 3.6].

Dans le cas de A le résultat analogue est di & Hée [Hée].

3.3. Racines relatives simples. (1) Pour i €1 — [,, & est une racine
relative simple réelle si et seulement si A(/™*i U [)) est fini, en effet cette
derniére condition équivaut & A™(I'*{ U I,) fini, donc a A™(I'*i v /) -
A™( 1)) fini C’est 4 dire 4 {B € A" /3X > 0 B’ = Ad’} fini.

Dans ce cas, d’aprés 2.6, l'indice de g, restreint a I'*i U I, est un
indice de rang relatif 1 parmi ceux répertoriés par Tits [T1]. En particulier
la somme des coefficients, suivant les «, pour j € I'*i, de la plus grande
racine de chaque composante connexe de I'*i U [, qui rencontre I'*i
(elles sont toutes de méme type) est au plus 2.

Une racine relative simple réelle a; admettra un multiple entier positif
dans A’ si et seulement si la somme précédente est 2, ce multiple est alors
2a); on dit que i € I; dans ce cas. Dans les autres cas ou «] est réelle on
dit que i € I, on a alors:

iell =Na N ={ad) iel=NanA=/{a)2a]}.
On définit de méme I, et I,.

(2) Lorsque o n'est pas réelle, elle est dite imaginaire, A(I'*i U I))
n'est pas fini et il contient des racines imaginaires dont le support
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rencontre nécéssairement ['*/. Une racine imaginaire de A a tous ses
multiples entiers dans A donc {n € N/na’ € A’} n’est pas borné.

(3) Lorsque o' € 4, et n'est pas une racine simple, il existe i € I' tel
que o' — o) € A, . En effet g # {0} ct est la somme directe des g, pour
o dans 4 et al, = o. Il existe donc un tel a et un ¢ # 0 dans g, qui est
obtenu comme crochet itéré ¢ =[e;, e,,,..., ¢, ] avec Ly_1.a, =a. Par
suite il existe k > 0 tel que {i|,..., i} €/ et i, , =/ non dans [, alors
le crochet itéré [e;, ..., e¢; lest non nul et de poids B avec g’ = & — ],
d’ou le résultat.

3.4. Coracine d’une racine relative réelle. Si o' est une racine relative
réelle I'élément R (cf. 3.2) est associé A un élément o' de t appelé
coracine de « et défini par: R (h) =h — (h,a'Ya’” Vh € t. On posera
a' "= (2a)Y si a est multipliable et a' "= ' sinon.

Quand «; est une racine relative simple réelle, un calcul classique
(expliqué par exemple dans [B; III 3.2]) détermine le diagramme de
Dynkin du systéme de racines relatives 4, = A({i'} U J,/T*) ot J, U i’ est
la réunion des composantes connexes de [, U i rencontrant i (qui sont
toutes de méme type). Si 'action de I'* sur l'une de ces composantes
connexes n'est pas triviale, le systtme de racines relatives correspondant
est donné par la fig. 1.

Dans tous les cas I'automorphisme d’opposition de 4, stabilise J,/I'* et
fixe i". L’élément du groupe de Weyl induisant R, est I’élément le plus
long de W({i"} U J,/I'*), il échange la racine longue en son opposée.

3.5. Condition de chaine réelle.

Si i €] (resp. I3) on sait qu’il est possible de trouver dans g, un
sl -triplet K7, F/, H dans (g,)",(a_,)" . [as a 41" ol B =« (resp. 2a))
et H' = a;" dans les deux cas. On note g, = KE! ® KF, & KH,.

Si @ € 4, — Naj la somme dirccte des g, pour B € &' N (a' + Za))
est un gq,-module. D’apres la théorie des sl,-modules et comme
aa,”) = 2resp. 1) on a:

Si iel; Anlad + Zda) = {a — pa]
p—aq={d,a;").

Si i €15 il existe des entiers p et g tels que: p — g = {a’,a}”) =
(e, 2a;"),

se..,a + gal) © &, avec

{@ —pa,a = (p—2)a),....,ad/ + (¢ —2)ai, & +qga}} CA, et

An(a+2Za)) c{a —pa,,...,a + qdi}.

Deplussii € Ifeta’ — (p — 2k)a; € A ainsique ' — (p — 2k — 2
on passc de l'un des espaces radiciels correspondants a I'autre griace i
'action adjointe non nulle de E] ou F/. Supposons qu'il s’agisse de E. 1l
existe alors ¢ € g —26y tel que [E], ] # 0. Ainsi un des crochets

o —(p
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= } x
n n+l E'n Azy  devient  BC, ?_‘_n*"—a#’:

R /.
1 n 0.1 Anp.y devient G, T AN
n- n:|
1 +] . 5,
Dnyt devient Bg T iTn
2

€ Y E¢ devient Fy
) 1 3 N4 2
3

2 I
l_l.—_> Dy devient Ga $
4 1 2

Fi. 1. Diagrammes relatifs dans les cas de type fini non triviaux (la croix au dessus du
sommet n dans BC, signifie que 2a), est une racine, cf 3.6).

itérés contenant 2 €léments ¢; avec j € { intervenant dans la combinaison
linéaire donnant £’ ne commute pas a r; on le note [ejl,ejz,...,ej"].
Quitte a faire une permutation de {1, ,n} on a ad(ejl)ad(ejl) ... ad(ejn)zv +*
0 donc pour k > 1 on a ad(e; )...ad(e; o # 0. Si on choisit k& de fagon
que {j;,...,J,} Ni soit réduit & un élément on en déduit aussitdt que:
Qo —(p—2k—1)a M€t pas réduit 3 0. Ainsi méme sii €/, 0ona 4 N (o' +
Za)) ={a' - paj,...,a' + qa;} 4, avec p —q = («, a)v).
3.6. Matrice et graphe associés a A.

(a) Pour i € I une étude rapide des orbites montre que @, est réelle
c’est a dire { est de type fini (comme partie de /) si et seulement si i est de
la forme:

. . . L I e . . ou oo o—e " "t e—e

On obtient facilement que dans le premier cas 2a, € 4 (i € 1)) et

a’'=L,;c;a; ctdansle second cas 2&, € A (i € [,) et &)=L, ,a,”.
(b) Si on pose pour tout i € f__c_x,‘“= L,c,;a,” la notation est compati-
ble avec celle de 3.4 et on a: QY= @ _;Za/=t,NQ". Ainsi Q"

contient toutes les coracines de racines réelles de A et il est stable par le
groupe de Weyl W.



62 BACK-VALENTE LET AL.

(c) On définit la matricce B = (b;,) (i, j € (I)?) par b, = (a, a’y =
(a, a).

Les calculs du a) rouvent que @, est réelle si et seulement si b, = 2 (et
dans ce cas 2a, € A, i € 1)) ou b, = 1 (et dans ce cas 2a, € Aiel)et
que @, est imaginaire si et seulement si b; < 0.

On en déduit aussitdt que B est unc matrice de Kac—Moody relative au
sens suivant:

(d) Une matrice B = (b;;) (i,j € J) est dite de Kac-Moody relative
(KMR) si:
(1) Les coeflicients de B sont ¢ntiers.
(2) b, < 2.
(3) b, < 0sii#j.
4) b;=0<=b,=0.
Cela généralisc donc la notion de matrice de Kac-Moody sculement en
ce que b, = 2 est remplacé par b; < 2.
Si b,; est strictement positif on posc ¢, = (2/b,)b
on pose ¢;; = b;;.

;j» dans les autres cas
(e) On définit le graphe associé & une matrice de Kac-Moody rela-
tive:

a chaque i € J on associe un sommet orné d’une croix si b, = 1, d'un
signe—si b,; < 0 etde 0si b; = 0.

Deux sommets distincts i et j sont li€s si et seculement si b,; # 0. Plus
précisément, si b; et b;; sont simultanément strictement positifs on pose
A=cic; €Net u=suplc,llc,) € Net,si A <4 onjoint les sommets
i et j par u traits avec une fleche pointant vers i silc;,| > 1. Si A = Sousi
I'un des deux coefficients b, ou b,; est négatif on joint les sommets i et j
par un trait gras orné des deux entiers |¢;;| (pres de i) et lc;| (pres de j).

3.7. Condition de chaine imaginaire pour A: Soit i € [.

ProPOSITION.  Si &; est une racine relative simple imaginaire dans A |, et
si @ € A,— Na,, on a alors:

@+ Na, € A, siles supports de @ et &; sont liés.
(2 +Na,) N4 ={a} sinon.
Remarque. 1l est clair que le support de & est 1ié au support {i’} de «;
(dans 1) si et seulement si on a: {&, &/ ) < 0.

Démonstration. Soit B € A, on sait que le support de 8 est connexe,
on en déduit facilement la connexité du support de la racine 8 € 4. Si les
supports de @ et @, ne sont pas liés on a donc (a + Na,;) N A= {a).

Supposons maintenant les supports de @ et &, liés. Soit @ € A dont la
restriction a t, est @. Alors le support S, de « est lié a une composante
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connexe de i, composante connexe qui n'est pas de type fini puisque a;
est imaginaire. Or {' est réunion de composantes de méme type, soit J
'une de celles liées au support de a. D’aprés [K; 4.3] on a:

Si J est de type affine, re @jEJZaJ = 0J), AJYye =2 0= Ay =0,

Si J est de type indéfini, ¢ € ®,'61N“1‘ =07y, AJ)r=0=r=0.

On considere la décomposition a = a; + a, de a dans Q(S, —J) @
@(J) et on applique le résultat précédent a ¢ = «,. En étudiant les deux

cas on montre facilement que:

3j eJtelque (a,a ) <0,donc & +a €4

Par une récurrence immédiate, on a le résultat.

[K; cor. 3.6].

THEOREME 3.8. A est 'unique sous-ensemble de Q = @, ; Za, vérifiant:

(SR) AcQ, 0 .4.=-4.=4n0,
= ®_;Na,

ol on a posé 0, = — ]
(SR2) I = {@,/i € I} C A et plus exactement:

Q)

sib, =1 Na n4, ={a,z2a}
sib, =2 Na,N4,={a)

sib, <0 Na NAa,=N*

- i

Rl

g

(SR3) Pour &, réelle et pour @ € A, — N&, on a:

(@+Za,) N4, ={a—-pa,.. . a+qa}aecp—q={(aa’).

(SR4) Pour @, imaginaire et pour & € A, — N@, on a:

(a+Nag)cd,=(a,a’)<0.

(@ + N&;) Nn4d,={a} = (a,a’) =0.

(SRS) Pour a€ A, — il existei € Itel que @ — @, € A ..

Remarques. (1) {(a,a;, ) et {a, &) se calculent grace a la matrice B.

(2) Une étude abstraite des systemes de racines infinis (avec essen-
tiellement les cing axiomes ci-dessus) est développée dans [Bp]); elle inclut
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les systemes ci-dessus et ceux de 3.10 mais les généralise au cas ou les a;
ne sont pas libres.

Démonstration. D’aprés les numéros précédents, ces 5 propriétés sont
vérifiées par A. En effet pour (SR2) on sait que si a; est imaginaire
{n e N/na, e A} n'est pas borné, on en déduit facilement le résultat par
(SR5).

Montrons que ces propriétés caractérisent A. Soit .# I'ensemble des
parties £2 de A qui vérifient les propriétés (SR1), (SR2), (SR3), et (SR4);
on note ¥’ le sous-ensemble de F formé des parties qui vérifient de plus
(SR5). .# et .’ ne sont pas vides, car ils contiennent A. Notons A=
I'intersection des {2 de #. On vérifie facilement que 4* € F ct il est
clair que 4 C {2 pour tout 2 € F’; montrons qu’en réalit¢ Ax = (2
pour tout {2 € F', ce qui établira 'unicité de A.

Supposons par 'absurde qu'il existe 2 € ¥’ avec 2 # A . 1l existe
alors B € £2 — Ax de hauteur minimale. Mais 2 vérific (SR5) et A=
comme {2 vérifient (SR2), il existe donc a; non colinéaire a g telle que
B — a, soit dans A=. En considérant les chaines (8 + Za,) N Ax* et
(B + Za,) N (£, les axiomes (SR3) ct (SR4) permettent de conclure que
B € A*; d’ou la contradiction.

3.9. Matrice de A: Pour i € I', on pose: &, = g oy, 1+ W& € Q ",
ol W(I,/I'*) est le sous-groupe de W cngendré par les réflexions par
rapport aux & avec { € Iy = 1,/I'*.

L’élément & cst invariant par W(/,/I'*) donc se trouve dans t, N

0'=tNnQ"V.
Soit alors B" = (b];),;c ; ol b); = {a/, &,") ol ;" désigne I'élément

a” si a; est imaginaire, la coracine (au sens de 3.4) de ) (resp. 2a') si &/

I

est réelle et 2« & A (resp. 2a, € &').

ProrosiTioN. B est une matrice de Kac~Moody relative. Soiti € I — 1,
si o est réelle, c’est a dire si I'*i U 1, est de type fini, on a: &,"€ Q*a,".

DEmonsTraTION. (1) Supposons « réelle, alors b}, € {1,2} et I'*; U [,
est de type fini. D’aprés [K; 4.3] étendu au cas décomposable de type fini,
onadet(A(I'*i UL # Oetsic € QVUI*i U l)ona: 'AT*i Ul >
0=0v=>0.

Mais ‘A(I'*i U I)&" est le vecteur colonne dont les composantes
correspondant a /, sont nulles et celles correspondant & I'*/ sont toutes
égales a a,(&;). Par suite, comme les coordonnées (sur la base I7Y) de
&, sont dans N et non toutes nulles, a,(&,") est nécessairement stricte-
ment positif.

De méme ‘A(I™i U I,)a’” est un vecteur colonne dont les composantes
correspondant a /, sont nulles et celles correspondant a I'*/ sont toutes
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égales a b/(= 1 ou 2). Comme la matrice ‘A(I"*i U ;) est inversible on en
déduit que &, "€ Q*a'".

(2) Si «) est imaginaire, I'*i U [, n’est pas de type fini, donc, par
invariance par I'*, toutes les composantes connexes J de I'*i U I, ren-
contrant I'*/ sont de méme type (non fini). Le support de &, est inclus
dans la réunion de ces composantes et, si J désigne 'une d’entre elles
on a:

Si J est de type affine: reQ(J), A(J)yr 2 0= A(J)r =0.
Si J est de type indéfini: v € Q. (J), A(J)v=z0=10r=0.

Il est clair que ces propriétés s’étendent au cas d’une réunion de
composantes de méme type, on peut donc remplacer J par la réunion J(i)
des composantes de I'*i U [, rencontrant I'*i.

Le méme raisonnement qu’au 1) montre que:

Dans le cas affine ‘/A(J(/)X&,”) > 0 (ou < O selon le signe de a(a)),
ce qui implique ‘A(J(i)X &) = 0, donc b}, = 0.

Dans le cas indéfini, comme & n’est pas nul mais a ses coordonnées
sur la base ITY entiéres et positives, on a nécessairement ‘A(/, U
I'™iXa;”) < 0 et non nul, donc b}, < 0.

(3) 11 est clair que si «; est imaginaire (i € I;,), les cocfficients b;;
sont entiers. Si a; est réelle (i € I',), un simple calcul permet de montrer
que o,"€ Q Nt, (résultat classique puisque I'™*i U I, est de type fini)
donc b;; est encore entier dans ce cas.

(4) Si i #j dans I' on a: (Q*)b}, 2 (a),a,") = L (@, wa,) ol
la somme est étendue a tous les w € W(I_[,). Mais chaque (&, wa,") est
négatif ou nul (donc bj; < 0) et sont tous nuls si bj; = 0.

En supposant cette derniére condition vérifiée et en utilisant le fait que
dans A (tout comme dans A), les supports d’une racine réelle et de sa
coracine sont les mémes, on a:

{wa; @) = 0 pour tout w € W(l,), dot <(a, &") = 0 soit b, =0
D’ou la proposition.

TutoreME 3.10. A’ est I'unique sous-ensemble de Q' associé a B’ par les
conditions (SR1) a (SR5) du théoréme 3.8 (sous réserve de remplacer a
chaque fois™ par ).

Démonstration. L’unicité se démontre comme en 3.8. Les relations
(SR1), (SR3) et (SR5) ont déja été vues en 3.1, 3.5 et 3.3.3. Comme en 3.8,
on déduit (SR2) de (SR3) et du fait que {n € N/na’ € A} n’est pas borné
si a) est imaginaire.

Pour établir (SR4) on introduit la notion de support relatif d’'une racine
o' € A, . 1l s’agit de la composante connexe de S, U (J,/I'*) contenant
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I'ensemble S, des i € I' tels que o s’exprime comme combinaison
linéaire a coefficients strictement positifs des «}, i € I'. La démonstration
de (SR4) se fait en 6 étapes plus ou moins claires.

(1) 1l existe @ € 4 qui a pour support le support relatif de « et telle
que al; = o’. (C’est clair et cela prouve que le support relatif est bien
connexe)

(2) Les supports relatifs de o et «) sont liés si et seulement si le
support relatif de ' est lié & j (dans ).

(3) 1l existe @ € A dont la restriction i t est o’ et telle que Vi € [,
(a,a) < 0. (il suffit de considérer la racine de hauteur minimale dans Ky
de restriction a’)

(4) Si @, est réelle (dans A), si «; est imaginaire (dans &), si j
appartient au support relatif de o' et si @ n’est pas colinéaire a «j, alors:
a +a; €A

Son a € A comme dans I’ étape 3, ozlt = a'.

Si (a,a) <0 on a a+a e A (d’aprés (SR3) dans A), dou le
résultat,

Supposons maintenant {a, @) > 0 et considérons I'élément w, de plus
grande longueur de W(1,) (ou I(, =Iy/I'*). Pour i € l,ona{a,@’) <0
donc {wya, &) = 0. Comme w, € W(l,,) ona (wa) =a'.

Notons wya = a, + a, avec a, € Q(J(j)) et a, € QU — J(})) out J(})
désigne le support relatif de j. Comme w,a est une racine positive de A
onaa, € 0°(J(j) et a, € QI — J(j)), comme J(j) n'est pas de type
fini on a: ‘B(J(j)ea,; = 0 ='B(J(jDa, = 0. Il y a donc deux cas:

Soit pour tout [ € J(j) {a,, @ > = 0 auquel cas J(j) est affine. Comme
a' n'est pas proportionnelle a «f, on a a, # 0 et donc il existe i € J(j) tel
que {a,, &) <0. Ainsi <w(,a a’y ={a +aya’ ) <0, donc i e
JG) =1y =(jlet & + o) = (wya) + &} € & (d’aprés (SR3) dans 4).

Soit il existe k EJ(]) tel que <al,a,‘ > <0. Or {a,,a)) <0 Vie
J()Y = {jy cl, et <a + a,y, &) =0 Viel, donc {a,,@") =0 Vie
JG) = {)). Ainsi =J et (a,,a > <0 comme {a,, @) <0 on en
déduit comme ci-dessus que o’ + a) € 4.

(5) Supposons toujours @’ non colinéaire a «j,

a + Na C A si et sculement si les supports relatifs de o et «;
sont liés.
(¢ + Naj) N A = {a’} sinon.

La seconde assertion est claire car les supports relatifs des racines sont
connexes. Si les supports relatifs de o' et a; sont li€s on choisit @ comme
a I’étape 1 et on a 3 cas: @, imaginaire; @; réelle et j non dans le support
relatif de «’; @; réellc ct j dans le support relatif de o'. La conclusion
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découle alors respectivement de (SR4) dans A, de (SR3) dans A et de
I’étape 4.

(6) Pour établir (SR4) il reste a voir que, dans le cas a imaginaire et
non colinéaire a o' les supports relatifs de o' et o) sont liés si et
seulement si {a’, a/") < 0. Mais il est évident que le support de a,” dans
Q" est exactement le support relatif de o), d’oul le résultat.

4. FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES
DE KAC-MoOODY SYMETRISABLES

Dans ce paragraphe on a K = R et donc K = C et on suppose que la
matrice de Cartan généralisée A = (a;;); ;c, est indécomposable et
symétrisable.

4.1. Généralités. (1) Soit g, une forme réelle de g, comme le groupe
I' = Gal(C/R) est d’ordre deux, I’élément non trivial de I’ agit sur g
(=g, ® C) comme la semi-involution ¢’ de g dont g, est 'ensemble des
points fixes.

Inversement soit o' une semi-involution de g, alors g7 = {X €
g/c'(X) = X} est une forme réelle de g.

Ainsi les formes réelles de g correspondent bijectivement aux semi-in-
volutions de q; la forme réelle est presque-déployée si la semi-involution
est de premiére espece.

(2) On note g, la forme déployée de g sur R, la semi-involution

correspondante o, est appelée semi-involution normale standard de g.

Soit B, la sous-algebre de Cartan standard de gy, pour { € I on définit
P, € by tel que (P, + ¢),, soit la base de b/c duale de II.
Posons o' = 0,0 = wo,, ol w est 'involution de Cartan de g; ' est
appelée semi-involution de Cartan standard de ¢, son algebre des points
fixes est la forme compacte de g.

On appellera semi-involution de Cartan (en abrégé SIC) tout conjugué

de ' par un automorphisme de g.

(3) Les semi-involutions o, et «' dépendent non seulement de
I'épinglage (b, II,(e;, f,);.,) mais aussi de B c’est a dire d'un “R-
supplémentaire” de by = ®Re,” dans {h € h/a(h) € R Va € 4). Ce
choix de b, n’est donc unique que modulo le centre. On va tourner cette
difficulté en raisonnant un peu différemment:

Considérons le sous-groupe Aut(g’) de Aut(g) introduit en 1.7 et le
sous-groupe Auty,(g’) = {1, o7} X Aut(g’) du groupe des automorphismes
R-linéaires de g. D’aprés [R2; 3.6] toute semi-involution de g est conjuguée
par Tr(g, q’,¢) a une semi-involution contenue dans Autgy(g’); d’aprés
[KW; 4.39] toute involution de seconde espéce de g est conjuguée par
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Tr(g, @', ¢) a une involution contenue dans Aut(g’). Dans la suite de ce
paragraphe on supposera donc que toutes les involutions ou semi-involutions
qui interviendront seront dans Aut(q') ou Auty(g').

Si 'on ne veut pas faire cette restriction, il faudra rajouter le groupe
Tr(g, @', ¢) dans les théorémes de conjugaison qui vont suivre.

Avec ces conventions tout couple formé d’une semi-involution de Car-
tan et d’'une sous-algébre de Cartan qu’elle stabilise est conjugué par G au
couple standard («', §) [R2].

4.2. Semi-involutions de premiére espéce.

ProrosiTioN 4.2.1: [R2] (on peut voir aussi [KP2].

(1) Soit o’ une semi-involution de g:

Pour toute SAC Yy de g, o'-stable il existe une SIC o' stabilisant b et
commutant a o’. Alors 8 = o'« = w'o’ est une involution de @ qui stabilise
b et commute a o'.

L’involution 8 ou la SIC o' correspondant a ces conditions est unique a
conjugaison prés par un automorphisme intérieur commutant a o' et stabil-
isant §.

(2) Deux SIC qui commutent et stabilisent une méme SAC sont
égales.

ProrositioN 4.2.2.  Soit ¢’ une semi-involution de premiére espéce de
q, alors:

(1) o' stabilise un triplet (5, p*(X), p (X)) formé d’une SAC § de
q et de deux sous-algébres paraboliques opposées de type fini et contenant §.

(2) Les couples (9, p) formés d’'une SAC by o'-stable et d’une sous-
algébre parabolique positive (resp. négative) p o'-stable minimale et con-
tenant Y sont conjugués par G .

N.B. Le groupe G“ est noté G, au paragraphe 2, mais ici comme on
considere plusieurs semi-involutions, on évitera cette notation.

Démonstration. (1) résulte de 2.1 et 2.2 ci-dessus.

(2) Soient (§),, p,),_, , deux tels couples et supposons par exemple les
b, positives.

En conjuguant par G’ on peut supposer que t C b, cp,=p* pour
i=1,2 ot (i, p;) est une standardisation fixée de g, Alors b, et b,
sont des SAC o'-stables de 3(t) et donc b, N[ et f, N { sont des SAC
o'-stables de . Or [“" est une algebre de Lie semi-simple compacte (2.3)
ainsi il existe / € L ¢ G” qui conjugue b, Nl en b, NI et quistabilise
t et p*. Mais alors / conjugue b, en b, car pour i = 1,2 b, est le
centralisateur dans g de t + (h, N [).



FORMES DES ALGEBRES DE KAC—MOODY 69

ProrosiTioN 4.2.3.  Soit o' une semi-involution de premiére espéce,
il existe alors une involution de seconde espéce 0 vérifiant:

00’ est une SIC (en particulier 8 commute a ') et 0 et o’ stabilisent une
méme SAC b contenue dans une sous-algébre parabolique positive o'-stable
minimale.

L’involution 0 vérifiant ces conditions est unique G une conjugaison prés
par Int(g)”.

Démonstration. Soit b une SAC ¢'-stable et contenue dans une sous-
algebre parabolique positive ¢’-stable minimale. Deux choix pour b sont
donc conjugués par G (4.2.2). D'aprés 4.2.1 il existe une SIC o' qui
stabilise h et commute a ¢, par suite § = ¢'w = w'o’ est une involution
de seconde espéce qui commute 2 o’ et stabilise f). Deux choix pour 6
vérifiant ces conditions, correspondent a deux choix pour ' qui stabilisent
b et commutent a o', ils sont donc conjugués par un automorphisme
intérieur qui commute 4 o’ et stabilise § (4.2.1).

4.3. Involutions de seconde espéce.

4.3.1. DérmnviTions.  Rappelons quelques notions introduites par Kac
et Wang [KW]. Soit 8 une involution de seconde espéce.

(1) Une sous-algebre t de g est dite torigue 8-déployée si elle est
ad -diagonalisable et si 6y = —1d,.

(2) Une sous-algébre parabolique p de g est dite 8-déployée si
8(p) N p est une sous-algebre de Levi de p (ou plutdt une sous-algeébre m
supplémentaire de u(p)). Une telle sous-algébre existe.

(3) Soient § une SAC de g stable par 6 et b une sous-algébre de
Borel contenant . Posons A4 = A(g, h), A*= A(b, ), Il la base de A
contenue dans AY, W =60(A")NnAT et X =1 N V.
La paire (), b) est dite 8-déployée si ¥ = A(X)" et 8 est I'identité sur
8, Vae ¥
Une telle paire existe et est unique  conjugaison prés par GY.

LemME 4.3.2.  Soient 0 une involution de seconde espéce, § une SAC
8-stable de g et b une sous-algébre de Borel de g contenant 1.

(a) Sila paire (4, b) est 8-déployée, alors la sous-algébre parabolique
p(X)=b+(®,_ 38, est 8-déployée minimale et de type fini. De plus
Palgébre t =0 % ={h € b/0(h) = —h) est une sous-algébre torique 6-
déployée maximale de g et le centralisateur 3 (1) est égal a m(X).

(b) Si b est une sous-algébre parabolique 8-déployée minimale et
contenant b, alors la paire (§,b) est 0-déployée et p = p(X).

Démonstration. Le (a) est [KW; 5.16]. Si p est §-déployée et contient
b, il existe une partie Y de II telle que p=p(Y) et 8(p) =p (V). Si p
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n’est pas de type fini on peut appliquer le a) a une paire 6-déployée dans
I'algebre de Kac—Moody nt*(Y) € p M 8(p); on en déduit une sous-algébre
parabolique de g de type fini, #-déployée et contenuc dans p. Donc si p
est minimale elle est de type fini et d'aprés [KW; 4.34] la sous-algebre
m*(Y) ne contient pas de sous-algeébre torique #-déployée non triviale, ce
qui équivaut a dire, d'aprés [V], que la restriction de # a m*(Y) est
I'identité. On en déduit aussitdt que ¥ = A(Y)" et donc ¥V = X, d’ou le
résultat.

ProrosiTioN 4.3.3. Soit 8 une involution de seconde espece. Les
couples (b, p) formés d’une sous-algébre de Cartan 0. 8-stable et une
sous-algébre parabolique positive (resp. négative) p, 0-deployée minimale et
contenant § sont conjugués par G°.

Démonstration. Soient (b, p,) et (b,,p,) deux tels couples et pour
i = 1,2 soit b, une sous-algebre dc Borel de p; contenant h,. D’apres
4.3.2 les paires (h,,0,) sont §-déployées et donc conjuguées par G*
d’aprés [KW; 5.32]. Par suite les couples (b, p, = p(X,)) sont conjugués
par G*.
ProrosiTioN 4.3.4.  Soit 8 une involution de seconde espéce de q, on a
alors:

(i) A une conjugaison par Int(q) pres, U'involution 8 s écrit:

6 = 7w Ad(ny )Ad(s) avec,

X c I, X de type fini et choisie de facon que " (X)) soit 8-déployée
minimale
7 un automorphisme de diagramme qui stabilise X et vérifie 72 = |

w linvolution de Cartan de g

ny€ N NN“NGX) et Ad(ny) est ['élément de plus grande
longueur de W(X)

s € H et Ad(s) commute a 0

(i) 1l existe une semi-involution de premiere espéce o' telle que
o' = 0'0 est une SIC et 0 et o’ stabilisent une meme SAC b contenue dans
une sous-algébre parabolique 8-déployée minimale.
De plus la semi-involution o' vérifiant ces conditions est unique a une
conjugaison pres par un automorphisme intérieur de § commutant a 6.

Démonstration. Le (i) est [KW; 4.39], montrons maintenant (ii).

(a) Existence: On peut supposer 6 = rw Ad(n,)JAd(s) avec les condi-
tions indiquées en (i). Soit w’' la semi-involution de Cartan standard, elle
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commute a 7 et w. On verra dans 4.10.2 (qui n’utilise ni 4.3.4 ni 4.4) que
I'on peut choisir n, de fagon que Ad(n,) commute a o'. On a alors
Adny XA MX) =47 MX) et AdnyxXAY) =A", donc n} €
H* N H™ N G(X) et on en déduit alors que n% = 1.

La condition 6% =1 s¥écrit Ad(n%) - Ad(s®>) = 1 ce qui donne
Ad(s*) = Ad(n}) ™' = 1. 1 existe donc une famille (¢,),., de nombres
rationnels telle que, avec les P, de 4.1.2, Ad(s) = expladim(Z,_ ,¢;P)) et
on voit alors que o' commute a Ad(s) et donc a 8. Par conséquent la
semi-involution o’ = fw’ = '8 répond a la question.

(b) Unicité: Deux choix possibles pour § sont conjugués par G
(4.3.3). Deux choix pour ¢’ vérifiant les conditions ci-dessus pour une
méme SAC correspondent a deux SIC qui commutent & 8 et stabilisent §,
elles sont donc conjuguées par un automorphisme intérieur commutant a
# et stabilisant § (4.2.1), d’ou le résultat.

THEOREME 4.4. On considere.

(1) Les semi-involutions de premiére espéce o’ de g.
(2) Les involutions de seconde espéce 0 de g.
(3) La relation: o' = 8 si et seulement si

(1) o = 080" = 0’0 est une SIC.

(b) 8 et o’ stabilisent une méme SAC 1.

(c) b est contenue dans une sous-algébre parabolique positive o'-sta-
ble minimale.
Alors cette relation induit une bijection entre les classes de conjugaison
sous Int(q) (resp. Aut{q’)) des semi-involutions de premiere espéce et celles
des involutions de seconde espéce.

Remarques. (1) Si 'hypothése de 4.1.3 est abandonnée, les classes de
conjugaison a considérer sont sous le groupe Int(g) X Tr(g, @', ¢) (resp.
Aut(q)).

(2) Soient o', # et b vérifiant les conditions (a) et (b) ci-dessus et p
une sous-algebre parabolique positive et contenant . Il est clair que p est
o’-stable (minimale) si et seulement si elle est 8-déployée (minimale). En
effet si p = p(X) on a:

o' (P)y=p=0(p)=w(P) =D (X)=pNOH)=m(X) < pest f-déployéc.

Dans ce cas t = h~? est une sous-algébre torique #-déployée maximale
de g et t"={heb/bh)=—h=—-chy={heb/ach=h=
o (h)} =t N b, Ainsi t”" est une sous-algebre torique déployée de b
(contenue dans unc SATDM de g, cf. la remarque 2.2). 11 est facile de
voir que t7 + ¢“ est cette SATDM: la définition de déployée donnée en



72 BACK-VALENTE ET AL.

1.6 ne fait intervenir que la représentation adjointe et donc le centre est
toujours contenu dans une SATDM.

Démonstration. Notons par CSI1 (resp. CI2) I'ensemble des classes de
conjugaison sous Int(gq) ou Aut(q’) des semi-involutions de premiére
espece (resp. des involutions de seconde espece) de g.

Soient ¢’ une semi-involution de premicre espéce, cl(o’) sa classe dans
CSI1 et b une SAC o'-stable et contenuec dans une sous-algébre
parabolique positive o’-stable minimale. Soit 8 une involution de seconde
espéce qui stabilise B, commute a o’ ct telle que 8o’ soit une SIC.
D’apres 4.2.3 6 existe et sa classe cl(8) dans CI2 est bien déterminée par
o'. Hl est clair que ¢’ = 8 et I'on obtient donc une application ¢: CSI1 —
CI2 par la formule ¢(cl(o’)) = cl(9).

Montrons maintenant que ¢ est bijective. Soient # une involution de
seconde espéce ¢t h une SAC #-stable contenue dans une sous-algebre
parabolique positive §-déployée minimale. Soit o’ une semi-involution de
premiére espeéce qui stabilise §, commute a 8 et telle que @0’ soit une
SIC. D’apres 4.34(ii) ¢’ existe ¢t sa classe cl(o’) dans CSI1 est bien
déterminée par cl(8). On a alors d’apres la remarque 2 ¢’ = 0 et d(cl(a'))
= cl(9); par suite ¢ est bijective.

4.5. Le probleme de classification.

(1) A une conjugaison par un automorphisme de g prés, une forme
réelle presque-déployée g, de g correspond a une involution de seconde
espece 8 qui s'écrit comme dans 4.3.4(1) sous la forme 6 =
T Ad(n  )JAd(s).

D’apres 4.3.4(ii) on peut supposer que la semi-involution définissant g,
est o' = 0’6 = 10, Ad(n,)Ad(s). La sous-algebre parabolique p*(X) est
0-déployée minimale donc o'-stable minimale. L’action de o' sur A(g, h)
est donnée par Tw,(X) ou w,{X) est 'élément de plus grande longueur
de W(X).

Par conséquent l'indice de g, (cf. 2.5) est donné par la partie X de [
qui est de type fini et par 'automorphisme de¢ diagramme 7 qui stabilise X
et qui détermine I'action * de I" = Gal(C/R). En particulier 7|y doit étre
I'automorphisme d’opposition correspondant a —w  ( X).

(2) On consideére donc des couples (7, X) formés d’un automor-
phisme de diagramme 7 et d’une partie de type fini X de I vérifiant la
condition:

(A1) 7 estune involution qui stabilise X et y induit 'automorphisme

d’opposition —w,( X).
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On sait que toute algébre semi-simple complexe a une unique forme
réelle compacte (i.e. anisotrope), d’aprés 2.8 pour classifier les formes
réelles presque-déployées, il suffit de déterminer les diagrammes admissi-
bles c’est & dire les couples (7, X) vérifiant (Al) et tels qu'il existe un
choix de n, et de s € H commutant a 8 tel que 6 = T Ad(n )Ad(s) soit
une involution.

On peut méme fixer un choix pour n,, car deux choix différent par un
élément de H® N H™ N G(X) qui est donc un élément de H commutant
a 8 (puisque Ad(ny) = 7w sur h N m(X)).

Pour déterminer ces diagrammes admissibles, on va d’abord rassembler
quelques résultats sur les algebres de Lie semi-simples complexes.

4.6. Soit 3 une algebre de Lie semi-simple complexe de rang /.

(1) Soient t une SAC de 8, X ={a,, i=1,...,1} une base de
A(8) = A(3,1), et {e, f,, i =1,...,1} les générateurs de Chevalley de &
correspondant a la base X.

Pour i = 1,...,/, soit p, le monomorphisme d’algébre Lie de 31,(C)
dans ¢ défini par: p(x) =e¢, p(y)=f et donc p(H) =« ol x
=0 o) y=()en=(0 1)

Soient $ le groupe de Lie simplement connexe d’algeébre de Lie §, T un
tore maximal de S d’algebre de Lie t, N le normalisateur de T dans § et
W, = N/T le groupe de Weyl correspondant. Pour i = 1,...,/, p, s'integre
en un monomorphisme de groupes de Lie de SL,(C) dans S qu’on note

encore p;.
Pour s € C*eti=1,...,] on pose:
m(s) = exp(sx)exp(—s~'y)exp(sx) = exp(—s "'y )exp(sx)exp(—s~'y)

0 s
- ( o 0) € SLy(0),
mJ{s) = p{m(s)) et m; =mA1). Les applications m et donc m; sont
injectives sur C*.

(2) Soit I le groupe libre engendré par {1,2, ,!}. Le groupe de Weyl
est un quotient de I; on note r: I — W, la projection canonique, pour
i €{1, ,yona r(i) = r, = Ad(m,) (considéré comme élément de W,).

(3) Soit M = (m,}), ., ; ., la matrice de Coxeter associée a W,,. Pour
i,j€{l, ,I} on a daprés [T3; §2.4 prop 3. mmm,... =mmm,...
(m,; facteurs de chaque coté).

ProposiTioN 4.7.  Soient X, un groupe et a: 1 — X, b: X, » W, deux
homomorphismes de groupes tels que boa = r (cf. 4.6.2).
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Les trois propriétés suivantes sont alors équivalentes:

(1) Pour i,j€{1, ,I} on a ada(j)ali)... = a(jla(i)a(j) (m,; fac-
teurs de chaque c6té).

(2) Soient i et j deux mots de 1 qui sont minimaux (i.e. r(i) et r(j)
sont de longueurs minimales dans W,) et vérifient r(i) = r(§) on a alors
a(i) = a(j).

(3) Soient i €1 un mot minimal et j, k € {1, ,1} tels que r(i)r}.r(i)"
= r,, on a alors a(i)a(j)a() ™" = a(k).

Démonstration. Clest la proposition 2.1 de [T2].

Conséquence. Pour X, = N et a défini par a(i) = m, pour i =1, ,/,
on sait d’aprés 4.6.3, qu’avec b: N - W, = N/T la projection canonique,
les hypothéses et la propriété 1 de la proposition sont vérifiées, ainsi les
deux autres propriétés le sont aussi.

DEriNiTION 4.8, On conserve les notations de 4.6.

Soient i = {,i,...{, un mot minimal de I, w = r(i) I’élément de W,
correspondant et m =m; m, ...m; € N. D’aprés 4.7.2 I'élément m ainsi
défini ne dépend pas du choix du mot minimal i mais seulement de w.
Ceci permet de définir un automorphisme w* = Ad(m) de ¢ qui ne
dépend que de w (et des choix de t, X, ¢, f,).

LEMME 4.9. Soient w, I’élément de plus grande longueur dans W, +
I automorphisme d’opposition de (s, t,e;, f.) (¢’est a dire I’automorphisme
de diagramme tel que w, = —1 sur t) et w linvolution de Cartan de
(3,t,e, f), on a alors w} = Tw.

Démonstration. Comme wj = T sur t, pour tout { € {1, ,/} il existe
g, € C* tel que wile) = —(e,,) " 'f.iy on a alors wi(f) = —e e
puisque wj transforme a,”= [e;, f;] en — «. On va montrer que ¢, = 1
pour tout i, ce qui prouvera le lemme.

Soient j un mot minimal de I tel que r(j) = w,, et m I’élément de N
correspondant a j (cf. 4.8). Pour tout i on a r(Drr(G) ™' = worwy ' = r .,
ce qui équivaut d’aprés 4.7.3 a2 mmm ™' = m_.;, D’autre part (puisque
Ad(m) = w§) on a:

1 L

mm;m~" = mexp(e;)exp( —f;)exp(e;)m"
= exp(Ad(m)e,)exp( — Ad(m) f,)exp(Ad(m)e,)
-1 -1
= exp( (i) fT(i))exP(Ff(i)er(l))eXp( — (&) fr(i))
= m_i(£:iy)
Ainsi on a m_ (& ;) = m,; = m_;(1) et donc €, = 1 par injectivité

de mr(i)'
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4.10. Classes de conjugaison des involutions de seconde espéce.

(a) Comme on I'a vu en 4.5, le probléme consiste a voir si pour un
couple (7, X) formé d’un automorphisme de diagramme et d’une partie X
de I de type fini vérifiant la condition (A1) de 4.5 et pour un choix de n ,
il existe un élément s de H qui commute 3 T Ad(n ) et tel que:

(A2) Pautomorphisme 8 = 7w Ad(n ,)Ad(s) est une involution.

(b) DErintTioN.  Un couple (7, X)) vérifiant les propriétés (Al) et
(A2) est dit admissible.
Cela signifie que I'indice associé est admissible.

Prorosimion 4.10.1. Soient w =r,r, ...r, une décomposition
réduite de w € W, on a alors: Adim,m, ...m;Xm,m, ...m;) =
exp adlimH,)) dans Aut(g).

avec H, =¥ @ sion pose Pw) ={a €d”/wla) € A}

Démonstration. Elle se fait par récurrence sur la longueur n de w.
Pour n = 1 on a bien la relation (m,)* = exp ad(ima,”).

Posons w' =r,r, ...r,. s ona I(w') < l{w) et I’hypothése de récur-
rence apphquec a w' 'donne Ad(m; m,, . .miIXm,lmiz...m,,l/1)=
exp ad(imH,.), on en déduit donc que: Ad(m m.om Nm,m, ...om; )

=m, expad(imH,Xm, )" '(m, )* = exp ad HT(a + r, (H M.

1l reste 3 montrer que Cb(w) ={a, ) Ur, (<1>(w ). Comme w est de
longueur n on a w(a; )€ 4™ [K; 3. 11] donc a; € ¢(w). Soit a €
P(w) — {a, }, alors 7, (a) € 4" ~{a, }, comme w(a) €A™, onawl(r, ()
€ A~ et donc r. (@) € d(w'). Ainsi P(w) — {a, }estinclus dans r; ((I)(w ».

Inversement soit a € @(w'), comme (w'r; )> w)onaa#ea [K
3.11] et par suite 7,(a) € A" —{e; }. Comme wr (@) =wla)ed™ ,on a
ri{a) € P(w) et ainsi r (P(w’ ) est inclus dans d)(w) d’ou le resultat

4.10.2. Choix de n . Soit w(X') I’élément de plus grande longueur
du groupe W(X). On considére I'élément n, de N N G(X ) défini a partir
de w(X) comme en 4.8; il vérific Ad(r ) = w(X) sur §. De plus d’aprés
4.7.2 I’élément n , ainsi choisi est fixé par 7, w et o' puisque d’aprés 4.6.1
w et o fixent m; et 7(m,) = m,.

CoroLLAIRE 4.10.3. On a: Ad(n}) = expad(im2py) oa 2py
désigne la somme des coracines positives du systéme A(X).

Démonstration. Soit w(X) = ... r; une décomposition réduite de

w(X) dans W(X). Comme w(X)Z— 1, on a w(X)-'r]r s ry =
..r,. Le résultat découle alors de 4.7.2, 4.10.1 et du fait que

(R DA") Oy A = A
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CoROLLAIRE 4.10.4. Soient I, ={i el — X/r(i) +i} et ) un
systéme de représentants des orbites de {1,1} dans I,. Le couple (7, X)
vérifiant ( A1) est admissible si et seulement si pour tout j de {2 il existe un
nombre rationnel ¢, tel que:

(A3) 2py+ ). 2e(P, -P) €< QBI 2Z P, (modulo le centre).
je) S

Et alors 8 = rwAd(n)Ad(s) avec Ad(ny) comme en 4.10.2 et Ad(s) =
expadlimX; . ,e,(P;, — P ;).

Démonstration. Par définition (7, X') est admissible si et seulement si il
existe s € H tel que 8 = Tw Ad(n,)Ad(s) soit une involution et Ad(s)
commute & Tw Ad(n,).

S’il en est ainsi p*(X) est #-déployée minimale (4.5) et on a, d’aprés
4.3.2b, que la restriction de 8 2 m*(X) est I'identité et donc celle de Ad(s)
I’est aussi (4.9). Ainsi on peut écrire Ad(s) = expad(imL, _,_ y¢;P) avec
des ¢; dans C.

Si s est ainsi choisi, Ad(s) commute a Ad(n,) et il commute donc a 6 si
et seulement si il commute a 7w, ce qui se traduit par ¢_;, = —¢; (modulo
27); en particulier pour 7(j) =j on a £, € Z. Sous ces conditions on a
? = Ad(n})Ad(s*). Donc si 62 = 1 on a de plus 2¢; € Z pour 7(j) # j et
la condition (A3) est vérifiée. La réciproque est claire.

4.10.5. Conclusion. La formule (A3) ci-dessus et les tables bien
connues donnant 2py pour chaque systéme de racine fini (cf. e.g. [BBK])
permettent de décider rapidement quels sont les couples admissibles
correspondant a une algébre de Kac—Moody symetrisable donnée et donc
de déterminer a isomorphisme prés toutes les formes réelles presque-
déployées de celle-ci. Le cas des algébres affines sera traité in extenso au
paragraphe 6.

5. FORMES PRESQUE-DEPLOYEES DES ALGEBRES DE KaAc-Mooby
AFFINES

On considere une forme presque-déployée g, de Palgebre de Lie affine
g et des standardisations compatibles (1,,px) et (,b").

Si IT est la base correspondante du systéme de racines A = A(g, ), on
note IT, = {a € IT/alty) = {0}} G IT et W, le sous-groupe de W =
W(g,b) engendré par les r, pour @ € II, (cf. 2.2, 2.3 et 2.7).

D’aprés 2.4 I = Gal(K/K) agit sur A et pour y € I' il existe w, € W,
tel que w y(IT) = [I; on note alors par * Paction de I sur IT ou 4 définie
par y*a = w y(a).
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5.1. Construction des algébres affines sur K.

Soient g une algébre de Lie simple sur K, 8 un automorphisme d’ordre
fini divisant m > 1 et ¢,, une racine primitive m'*™ de l'unité dans K.
Pour j € Z, on note é, I'espace propre de 8 dans g correspondant 2 la
valeur propre (g,,).

On note: [" =1"(§,6,m) =

3 t’§; (sous-algtbre de Lie de 4 ®
Klt,t7'D

JE’

et = [(ﬁ,@, m)y=I"® Kc @ KD ou ¢ et D sont deux symboles.
Alors [ est une algebre de Lie pour le crochet défini par:
[t'X + Ac + uD,t*Y + Xc + D]
= UK X, Y] + pkt*Y — Wit'X +j5, _,(XIY)c

ol (]) désigne une forme bilinéaire symétrique non dégénérée invari-
ante (par exemple la forme de Killing).

Ainsi ¢ = Kc est le centre de [, [ = [” ® Kc est 'algébre dérivée de [ et
['/c est isomorphe a [”.

Si on remplace m par un multiple m'm dans la construction précédente
on obtient un isomorphisme ¢ de 1(d, 8, m) sur 1(d, 6, m'm) en posant
/X)) =1"X, $(D)=D/m' et ¢(c) = m'c.

On sait [K] que toute algebre de Kac-Moody affine peut se construire
de cette fagon, on peut méme choisir pour 8 un automorphisme de
diagramme ¢ de d dordre k = 1, 2 ou 3.

Soit § une sous- algebre de Cartan de §°, on Sdlt que le centralisateur E;
de f) dans § est une sous-algébre de Cartan de §. On a donc ) = b” =
N q(, et h = b ® Ke ® KD est une sous-algébre de Cartan de [. On note
alors 4 = A(L, B) le systtme de racines de [ par rapport a . On note
aussi 4= A(d, ) le systéme de racines de § par rapport a f) et IT = (&, 4
e I} sa base déterminée par un élément reguher de §; 4 = A(q m={a
=dlg/a € A} est le systéme de_racines de § par rapport & het 1T ={a/a
eﬁ} sa base. On adonc q—f)GB(GB,eAq ).

6 stabilise 4 et I7 donc agit sur I on note I un systéme de representants
des orbites de 8 dans I. Alors IT = {a,/i € I} et on note (P),_; la base
duale de IT dans §.

5.2. Changement de réalisation d’une algébre.

Pour i € I, donnons nous un entier s, € Z. On note H = £, ;s,P. Si
de plus p = 1 estun entier et ¢,,, une racine p'*™ de &,,, on construit un
automorphisme o de § par les formules

o est I'identité sur f)
pour & = L,.;m;& € 4 U {0}, o est la multiplication par (e, )"
sur g, ou N =L, ;m,s;.
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ProposITION. (1) o commute a 0 et o comme 8o sont des automor-
phismes de § d’ordres divisant mp.

(2) Considérons I'application linéaire & de 1(3, 8, m) dans 1(§, 0, mp)
définie par:

¢(D) =(D—-H)/p  &(c)=pc
(/XY = 1PN + 8, ((HIX)e

B 1] o N — —
siX€Q§, NG, ond= Yy, ma etN= 3y mgs,
el

mA
~i

alors ¢ est un isomorphisme d’algebres de Lie.

Remarque. ¢ échange les sous-algébres de Cartan de ces deux algebres

qui sont attachées comme ci-dessus 4 la méme sous-algébre de Cartan b
de g

Démonstration. La premiére assertion est claire, la seconde est une
réécriture de [R3; 1.2] dans le cas K # C.

5.3. Les racines de q:

On consideére la réalisation de g sous la forme g = [(§, £, k) ou & est un
automorphisme de diagramme d’ordre & de § et on note alors d I'élément
noté D en 5.1, .

On note 1={1,...,0), I ={1,...,n}. On sait alors (cf. [K] ou [RI])
qu’'une base de 4 est IT = {a,/i € I} avec I = {0, 1,...,/}. On emploiera
ici comme dans [R1] la convention de numérotation suivante: a {d) = §, ;;
elle différe de celle de [K] uniquement dans le cas A%).

Plus précisément pour @ € A, on note encore @ le prolongement de
& en une forme linéaire sur § nulle sur c et d et § désigne la forme liné-
aire sur b nulle sur § et ¢ et telle que 8(d) = 1. On a alors: Vi € [ a, =
8,0 t a;.

La racine &, appartient a A mais on ne la précisera pas plus ici. Notons
seulement que § est la plus petite racine imaginaire positive et donc que si
lon écrit 6 = £,_,,a,a, ona a,=let a,= —%,_ ,a,a,.

5.4. Graduation de q.

Si on se donne un entier s; € N pour chaque i € [ (les s; non tous nuls)
on définit une graduation g = @, _ , g, pour laquelle b est de degré 0 et
a, de degré ¥, ,n;s; pour @ = X,_ 1n,a,.

On considére alors p = L,_, ,a;5, et H=Y,_, ;5,P. On note o l'auto-
morphisme construit comme en 5.2 avec ce p, ces s; ¢t m = k.

ProposITioON.  La graduation ainsi construite sur ¢ correspond a la
graduation naturelle de ((§, £a, kp) c'est a dire que g, = &, ® Kc & Kd et
que §, = t’ij pour j # 0.
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Remarque. Cette proposition ainsi que 5.2 généralisent au cas K # C
et précisent certains aspects des résultats de [R1] et de [K: §8.6 et 8.7].

Démonstration. D’aprés 5.2 on a un isomorphisme ¢: g — [(§, £0, kp).
La graduation naturclle de cette derniére algebre est donnée par les
valeurs propres de ad(D). Or on calcule facilement que ¢~ '(D) = pd +
H — (H|H)/p)c. Pour i € I on a donc a (¢~ "(D) =al(H)=s, et de
plus a(d (DN =p +a(H) =L, ,,a;5; — Z,_, ,a,a(H) = a,s, = s,
On en déduit aussitot le résultat.

5.5. Choix d’une graduation.

On choisit dans toute la suite de ce paragraphe (sauf peut-étre en 5.6)
I'isomorphisme de g avec [(g, £, k) de fagon que le couple (h, IT) de
I'introduction de ce paragraphe corresponde avec celui défini pour [ en
5.1 et 5.3.

On considere une partie II' = {a,/i € I'} non vide de IT — [1, stable
par l'action * de I', par exemple une orbite de cette action dans IT —~ I1,,.
On définit alors s, = 1 sii € [', 5, = 0 sinon ¢t on considére la graduation
de g associée.

PROPOSITION.  Sous ces hypothéses 'action de I’ sur q stabilise la
graduation de ¢ ainsi définie.

Démonstration. L’action ™ de I permute les é1éments de I7 et stabilisc
IT'; cette action stabilise donc la graduation de g associée a II'. On sait
que pour tout y € I"on a y* = w y avec w, € W,, donc pour @ € 4 on a
wla) =a + L,c,ma;. Pour a =%, _na €4, notons h(a) =
Li_g 8, =L pn,; le degré de g, dans cette graduation. Puisque [’ C
I =1, on a hlw/(a)) = h(a) et par conséquent w, stabilise aussi la
graduation de g associée a II'; d’ou le résultat.

5.6. L’application translation.

Dans tout ce qui va suivre on notera 9" = g'/«¢.

Choisissons un isomorphisme de g sur [(g, @, m) pour un certain choix
de I'algebre simple § et de I'automorphisme 6 d’ordre fini divisant m.

On a alors un isomorphisme de q” sur [7(q, 8, m) et I'on construit un
isomorphisme de ad(g’)-modules: 5 ¢” — g” en posant (¢’ X) = t/*"X
pour X € §,.

En fait (Id — 5 )g" est un idéal maximal de g” puisque le quotient
est g.

Prorosimion.  Si T est un isomorphisme de ad(q')-modules de " sur q"
tel que (Id — T)q" soit un idéal maximal de &", alors T est la multiplication
par at* ou at % avec a € K* pour Uidentification de § avec (8, &, k) de
5.3.
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Remarque. Ce résultat est affirmé sans démonstration dans [R3].

Démonstration. (1) On remarque qu'il existe @ € A telle que la dimen-
sion de @ soit 1. 11 sufﬁot en fait de prendre pour & la restriction & § de la
plus grande racine de 4. On note j I'entier j € {0,..., k& — 1} tel que E!a
soit contenu dans §;.

(2) 1 est clair que si g% ={Y e gq"/[H,Y]=a(H)Y YH € b} on a
T(gh) cglet qh =@ _, t/*7%q,. On en déduit immédiatement que, si
on fixe X dans ¢/g. — {0}, alors il cxiste un polyndme de Laurent
PeK[t,t "1tel que T(X) = P(t¥)X.

(3) On considere l'idéal .7(X) de g” engendré par X. D’apres
[K;8.6]ona (X)) = Q(:*)g” pour un certain Q € K[t,t '] et le fait que

X appartienne a tfﬁj N (X)) implique que Q est un mondme et donc
que J(X) =4q".

(4) Comme T est ad(g’)-linéaire on déduit de 2) et 3) que pour tout Y
de g” on a: T(Y) = P(+¥)Y. Puis, T étant un isomorphisme, on voit que P
est forcément un mondme et enfin le fait que (Id — T)q" soit un idéal
maximal de ¢” implique d’aprés [K; 8.6] que l'on a P(t) = at® avec
a € K*ete= +1. Don le résultat.

Conséquence. L’application 7 est donc canoniquement déterminée
par l'algébre de Lie ¢” au changement prés de .7 en a.7 *! avec a € K*.
On remarque aussi qu'un isomorphisme du type de la proposition 5.2
échange les applications translation. En particulier si on €crit g” sous la
forme g" = 1"(g, &, k) et si on choisit H comme en 5.1 et 5.3, on voit

"

aussitot que pour a € Alg, H).7(a%) = a . ,.»-

PROPOSITION 5.7. A conjugaison prés par un automorphisme intérieur de
q stabilisant toute graduation du type 5.4, on peut supposer que 7 commuite
aux éléments de I

Remarque. Cette généralisation de [R3; 3.3] a aussi ¢té remarquée par
N. Andruskiewitsch (communication privée).

Démonstration. Soit y € I', on considere 'application 9, = yFy!

".

de g” dans g”; on voit facilement que 7, est un isomorphisme de
ad(g')-modules ct que (/d —.7,)g" cst un idéal maximal de g" puisque
q"/(ld — 7,)q" est isomorphe a ¢"/(ld —.77)g" qui est simple. Par
conséquent d’'aprés la proposition 5.6 .7, =a,7 " avec a, € K* et € =
+ 1. Mais le fait que vy stabilise une graduation de g du type 5.5 et que sur
une telle graduation .7 agisse par 7(g’}) = ¢ pour tout j € Z avec

j+e'm
& = +1 montre que 'on a forcément ¢ = 1.
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Ainsi pour tout y € I' il existe a,, € K* tel que yoy ! = a,7. Con-
sidérons alors I'application f: I" — K* f(y) = a,; pour tout couple (y,v")
de T'? on a f(y'y) = Y (f(yNf(y), autrement dit f est un l-cocycle.
Donc d’aprés le théoréeme 90 de Hilbert il existe un élément b € K* tel
que a, = y(b Y pour tout y € I'. Par conséquent si y €I on a:

°(bY)° l=yb)yo T oy ! = y(ba,T = y(b)y(b~)bT = bT

Ainsi, quitte a remplacer .7 par b7 avec b K*, on peut supposer
que .7 commute aux éléments de I,

On considére alors une racine k‘™p’ de b dans K et 'automorphisme
 de g qui sur g, pour @ € A U {0} est la multiplication par (b')* ou d
est ’élément de g défini en 5.3. Comme 8(d) =1 et F(g") = g",,; on
voit facilement que .7 o ¢~' = b7. 1l est clair que ¢ stabilise toutes
les graduations du type 5.4 et que c’est un élément de Ad(H) donc un
automorphisme intérieur (cf. 1.7); d’oli la proposition.

5.8. L’action induite sur §. On considére un isomorphisme de g sur
[(§,8, m) qui stabilise la graduation naturelle et tel que I'action induite de
I' sur [7(q,8, m) commute & 7. On a montré précédemment qu’il en
existe.

Pour X € g; et y € I' on note y(X) I'élément de §; tel que y(1'X) =
t'y(X). Comme I" commute a .7 cette définition ne depend pas du ch01x
de j modulo m. On obtlent ainsi une action semi-linéaire de I" sur § qui
stabilise les g Comme § est isomorphe a ["(g, 8, m)/(Id — 5§, 0, m)
cette action de I est compatlble avec la structure d’algébre de Lie de § et
définit donc une forme gK de § sur K.

Le fait que I" stabilise les espaces propres ﬁj se traduit par la propriété
suivante:

(*) Vyelyoy '=6""

ol n(y) est défini modulo m par y(¢,,) = (¢,,)"".

5.9. Construction. On considére une forme §, de l'algébre de Lie
simple §, un automorphisme 8 de § d’ordre fini divisant m et (.|.) une
forme bilinéaire symétrique non dégénérée invariante sur § x que l'on
prolonge 2 §. On suppose que I'action de I' sur § vérifie la condition (*)
ci-dessus.

Alors les espaces propres q de 6 sont stables par I’ et on vérifie
facilement que I’on peut définir une action semi-linéaire de I" sur 1(g, 8, m)
par les formules:

Y(£'X) =t'y(X) y(D)=D  y(c)=c.
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On définit donc ainsi une forme [,(§,, 8, m) = [(g,6, m)" de l'algtbre
de Lie affine [(§, 6, m). Cette forme est presque-déployée puisqu’il existe
une sous-algebre parabolique définie sur K: (&, ,1/4,) ® Kc ® KD.

THEOREME 5.10.  Toute forme presque-déployée d’algébre de Kac—Moody
affine est isomorphe a une forme construite comme ci-dessus.

Plus précisément. Plagons nous dans la situation de 5.8 alors g, est
isomorphe 4 [, (3,80, m).

Démonstration. (a) Quitte A remplacer ¢ par Ac avec A € K*, on peut
supposer que I" fixe c: en effet ¢ est stable par I', donc défini sur K et il
suffit de prendre pour Ac un élément non nul de ¢ . Ce nouveau choix de
¢ oblige & modifier la forme bilinéaire (.|.) sur g (par le facteur A~") pour
conserver la formule du crochet dans [ explicitée en 5.1 et alors cette
formule montre que (.|.) est invariante par I donc définie sur K.

(b) Quitte & remplacer D par D + uc avec u € K on peut supposer
que I fixe D:

En effet la graduation naturelle de [(g, 6, m) étant stable par I', on a
pour tout y € I' y(q,;) = g, Vj € Z; or g, est I'espace propre de ad(D)
associé 4 la valeur propre j donc ad(y(D)) = ad(D) Yy e I'. On en
déduit que y(D) =D + A_c avec A € Ketsi(y,y)eTl'? ona Ay, =
A, + ¥'(A)). D’aprés le théoreme 90 de Hilbert (version additive) il existe
u €K tel que A, =pu — y(u) Yy €I'; alors les ¢léments de I fixent
D+ puc.

(c) 1l reste a identifier Paction de I' sur 1(g, 8, m) avec celle définie
en 5.9. Par construction elles coincident sur ['/c = ["(g, 8, m) et sur D
(d’aprés b) donc sur [/c. Les deux actions stabilisent § et permutent ses
espaces radiciels; ceux-ci étant disjoints de ¢, les deux actions coincident
sur ces espaces radiciels donc sur Palgébre engendrée [. Mais D est fixe
par les deux actions, d’ou le résultat.

Remarque 5.11. On considére les formes réelles presque-déployées des
algebres affines non tordues. D’aprés 2.11, comme une algebre semi-simple
complexe a une unique forme réelle compacte, la détermination des
formes de rang relatif r > 2 se raméne a des résultats connus sur les
algebres semi-simples. Pour le rang relatif r = 1, en utilisant 2.6, on voit
facilement qu’il y a trois cas pour IT — I1;:

(a) 1 -1, = {a;} avec a, = 1.
(b) IT - II, = {a,} avec a, = 2.

(© I —1I,={a;,a}avec i #j,a, =a;=1et I'* échange q, et a,.
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Ce résultat est confirmé par la classification ci-dessous au paragraphe 6.
On voit alors assez facilement que dans ce cas g est de I'une des
formes suivantes:

[:(8x. Id, 1) avec §;, algebre réelle simple compacte (cas a),
[(8y,0.2) avec q, algebre réelle absolument simple non compacte et 6

involution de Cartan (cas b et c).

Pour un rang relatif quelconque, si on suppose que {0} (ou un trans-
formé de {0} par un automorphisme de diagramme) est une orbite de I'*
dans I — I1,, alors gg est de la forme [,(Qg, Id,1) avec g, algebre
absolument simple réelle. Le diagramme de Dynkin relatif de g, est le
complété de celui de @ (cf. [RS; 4.6]) si 'on admet que le complété de
BC, = B est AY)* (voir les notations au $6).

Les détails et le cas plus compliqué des algebres affines tordues seront
traités ailleurs.

6. TABLEAU DES FORMES REELLES PRESQUE-DEPLOYEES DES
ALGEBRES DE KAC—MOODY AFFINES

6.1. On trouvera ci-dessous la classification a isomorphisme pres de ces
formes réelles (qui sont entierement déterminées par leur indice: cf. 2.5 et
4.5). Elle est établie grace aux résultats du paragraphe 4 et vérifiée, pour
partie griace a ceux du paragraphe 5.

6.2. Dans le cas des séries infinies des algébres affines on indique
successivement dans le premier tableau le nom de la forme réelle, son
indice (représenté conformément a 2.5), un systeme de représentants dans
I de I'ensemble I’ = (I — 1,}/I'* des orbites distinguées, les conditions
sur les paramétres et le systéme de racines relatives A’ (avec son nom et
son diagramme de Dynkin).

Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous la forme: (X (%)
ou X!* est le nom de I'algébre affine complexe

r = |I'| est le rang relatif

i (facultatif) est un paramétre: c’est souvent le cardinal de la plus petite
composante connexe de /,

a=1 2 2" ou 2" est l'ordre de l'automorphisme de diagramme
représentant I'*, 1l est omis s’il vaut 1; dans certains cas on différentie par
2, 2" ou 2" des involutions différentes.

6.3. Dans le cas des algebres affines exceptionnclles (y compris A{" et
A$) on indique successivement dans le second tableau le nom de la forme
réelle, son indice et le systéme de racines relatives (avec son nom et son
diagramme de Dynkin).
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Le nom de la forme réelle se présente dans ce cas sous la forme: “ X ()
ot X*, r et a sont déterminés selon les mémes conventions que ci-dessus
et m (omis s’il vaut 0 c’est a dire dans le cas quasi-déployé) est la
dimension du noyau anisotrope [ = m*(/,).

6.4. Pour calculer le syst¢eme de racines relatives on utilise les résultats
du paragraphe 3. On peut utiliser le calcul direct préalable des o) ", pour
a racine relative simple réelle, qui se raméne a des calculs classiques pour
des algebres de Lie semi-simples de rang relatif 1, c¢f. 3.4. On peut aussi
utiliser des indications indirectes:

Si i €l etsi J est une composante connexe de i* U [, rencontrant /',
on a b, = 0 si et seulement si J =1 et sinon b}, = 1 ou 2 selon que la
somme des coeflicients de la plus grande racine de A(J) sur i’ N J est 2 ou
1 (cf. 3.3.1).

Si "#j€l’” et si J est une composante connexe de [, Ui U/’
rencontrant ’, on a b}, = 0 si et seulement si J ne rencontre pas ;. Si J
est de type fini (i.e. J # I) et rencontre j', la plus grande racine de A(J) a
pour restriction & t la plus grande racine du sous-systéme de racines de 4
engendré par I’ et j', cela permet de déterminer (dans ce cas) b et by si
I'on connait déja b et b},

La restriction a t d’une racine imaginaire de A est une racine imagi-
naire de &' nulle sur les coracines. Sa connaissance permet de vérifier le
calcul précédent des b}, ou de calculer ces coefficients pour r = 2.

6.5. Le diagramme du systeme de racines relatives est indiqué selon les
conventions de 3.6. Sauf dans les cas de rang relatif » = 1, on trouve en
enlevant les croix éventuelles un diagramme de Dynkin affine (cela pouvait
se prévoir d’apreés le dernier alinéa de 6.4), on prend donc comme nom le
nom de ce dernier diagramme orné d’autant de croix qu’il y en a sur le

(2) _ ~1) (1) _ 4D
[)2 7(1 ~Bl ‘Al
(2)x _ 41X
D =AY
(I)x _ (2)xx _ 4 (D)xx
By " =Dj =AY

)
A2

(2)x
Az

() _ ~(H
By =C,
(x _ ~(1x w}**:x&'r”{'me
32 'CZ

Fic. 2. Equivalences.
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TABLEAU I—Continué

98

nom indice orbites parametres diagramme relatif nom
distinguées

- X
O<ic k ['2+1 _l é s > Ax D(r2)xx
2k-1

k+1 id+l,...
A( 1) X
i72k-1r 0 k -l k=22 i=0<kr+l t%:.—————é’:l A(Z)X
0 r-1 2r-2

1 i r+i-1 k-1
i=0:k=r1 .%:. ..__@ Cgl)

b

HLNHATVA-MDVY

v 14

2°,(1) Li+l,... . kr] X X (2)xx
Ay k=22 | <= q:é.————c%:. D
i A2kl 1 i 20 il | T
L o
k-1
0,1.2,...
2 (D) k-1 k=2 (1)
A2k-1k | A
(toutes)
0 0 <2k sn-r+l D(2>
2 2k.2k+1... 7K a1 r
B(l) ka1 nz3
2k n.r 1 2k 2k+r-1  n-17 n oo 0 2
k=0:rsn+l B(l)
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TABLEAU I—Continué

nom indice orbites parametres diagramme relatif nom
distinguées
28(” 0 2k+1.2k+2 D(Z)
k+1nr | @@ @Sre—eoar® | 2k+r |nz3 2k+r<n 2K r
1—2 51 %+ at’ n ksl r
e(h 0.1...m n>2 o
ot | Gre-e-9- @@ ©-©@8<® | (oues) 0'%‘:‘—‘:‘?',, n
0 1 n-1"n
0<iS%+l»r ‘cﬁ&——-c%c.x D(rZ)xx
i i+2 i+2r-2
(h l‘->l=r—'—©—0—©—0—®—0—12¢' bi* 2
.C ¥ e -1'n . . X
i~n,r 0’1 i i+2r2 n nd+20-2 [n22 i=0:0>2r-2 l%:'———‘%:l A2)x
0 2 2r-2 2r-2
(1)
C%:’——céa C
i=0:n=2r2] o7 2 n r-1
n=72k
-l
Ll k+1 .:%p——_‘:@ C(”
) n=2r1) 0 iy} r-1
20D 0.1.2...
n.r 0 1 r-1 k-1 1 nx2
- k+1
pour n = 2k+
- ‘ - r<%+1 I; " % X Ag};
l'extrémité est: 0 r-1
k
0.24...
(1) 0™\ 2 e (1)
D. 2k I%:’————c:é‘. C
2k.k+1 ., 2k-2,2k > k
1 ) k=22 072 k-2 2k
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TABLEAU 1—Continué

nom indice orbites parametres diagramme relatif nom
distinguées
pour n = 2k
'z X ()
n x
r<3+ 1 | ] B,
0.1.2,...
2" (D) 24
D r RS
pour n = 2k+1 o 0 ) (2)
'extrémité est: "2 1 r-1 r3
=k
A(Z) 0,1.2,... A(Z)
2k,r r-1 {k=2 rsk+l ; ‘%::. 2r-2
R 0 1 r-1
1 -1 k
r<k+l e < AL2)
k+1-r... 2r-2
Al2) 2 k| k23 ke Lr k
2k-1r AR k-rimpair 0
Kkt l-r k-1 2 ALD)
r=k+l 1 k 2k-1
k+2 X (2)x
2 0.2.4,... r<y- 3:7\‘23———'#2' 5| A2
(2) k=23 "
2A2C1r 22 k-t 2r-2 k42
e I e e — B,
2l 072 C

AdOOW—-IVI 3d SIFPIDTV S3A STIWHOA
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TABLEAU I—Continué

nom indice orbites parameétres diagramme relatif nom
distinguées
0:}—.—0—@-@—@@-@-@@ k-r+1 k=3 k =< A(22)2
2,(2) r+l = r< T-
Allr | 102 ko1 k-1 K oD pair K+ 1or Kk
Pour r = k l'orbite de 1 est {0,1} o
k+l} X X (2)xx
< == .:é’————c%:. D
1.3.5.... T S w3y 2al| T
2,(2) o1 1k=3
2%2-1r | &2 3 2r-1 k-1 'k el k+l| x
I = == N
2 .:é’ _—__‘:é' (2)x
E k2 -k | M2
Li+]....

(2) Li+]. ©ner+l (2)
D! . n=?2 i< '#’——c%:. D
el 0 N1 1 i+r-1 n-f n sl 2 i i+l i+r-1 '

n=2k
n n-1 kel r’u A(Z)
T . ea b | A
20(2) *--o—¢ 0,1,2,...
n+l.r 0 1 r-1 k-1 . nz2
k+1
pour n = 2k+1 n+2
<] e e | 2
'extrémité est: 2 0 1 r-1 Dr
k
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TABLEAU 11 Formes réelles presque-déployées des algebres affines “exceptionnelles”
nom indice diagramme relatif nom
(h (n
A2 ?(“)? e Aj
(13 A
AL ?@T % %o
2,(1) 0 @& (1)
A ~ . Z
I 0 (1]
o
(2) 2)
A7 A3
(2)3 (1)
A3 % Zy
] 6
(1) (b
Ee, 2 Ee
0
1 374 5 6
(D12 ()
6.3 2 Az
0
1 3 4 5 6
(128 ()
B3 2 A2
0
2.1 0 2 4 > _{e16 (1)
Fo.5 Fa
1
2.(1)6 0 2 4 fabb )6 Ahx
3 —e—4 :j &2
3 1
2.4D15 0 2 4 S _[g)6 2
Ee3 @—@—C] AGx
1 @
3 1
2.41)38 0o 2 4 S o6 1
| e Y 2
3 |
20(1)45 0 2 4 S {g© M
E . z
3 1
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TABLEAU H—-Continué

nom indice diagramme relatit nom
2.41)78 0O 2 4 5_ o (1)
el @—r—C: % 2
3 1
0 1 3 a4 5 6 7 0o 1 3 a4 5 6 7
[-#” @—@——@—Z—@—@—@ o—&——#—I—o~—o——@ 5(71)
2 2
01 3 4 5 6 7
it 4 ,5 6 7
[:471{9 »—@—-&—W o oo o o F(4])
2
0 1 3 4 5 6 7 1 4 6
E(7l)12 ,_@—o_z_o_@__‘ T A(52)
2 2
0 1 3 4 5 6 7
(D28 ‘;:>:;__§c<:; ol
7.4 Can I e 3
2
o 01 3 4 5 6 7 |
(116 )
E7 ® l * z
2
133 0 1 3 4 5 & 7 |
(1113 (1)
E7 © I % Zy
2
5 2 4 @250 @V
5(7]% o—¢ o F] 2 4.3 10 2
s oD —8—o K
31 o0
5 —~6 7
2 4 X
2.(1)15 re F] D V. S 2 (1x
By —X oo 3 " o )
-1
3 1 0
5 6 7
2,.(1)63 2 4 (1)
E7)) e . . % %o
3 1 0
5 6 —7
2((1)78 2 4 3 . AD
“7.1 lo| 0 0
3 10
0 i3 4 5 6 7 8 0f y 3 4 5 & 7 8 0 0
[:8'9 Q—Q—T—Q—“‘Q—Q—H E8
2 2
12 1 3 4 5 6 7 8 0of
E(g)g 1 3 4 6 8 2)
.5 , o—ar%——6—o Eg




FORMES DES ALGEBRES DE KAC-MOODY

TABLEAU 11—Continué

93

nom

indice

diagramme relatif

nom

i 3 4 5 6 7 8 0
gL28
85 | @ ] &0 L .3 88 G
2 4
{1120 : 233 sl 30 1)
E8‘1 W .0 Z‘O
2
(136 1 3 4 5 6 7 8 0 "
E8,l' &—Q—I——O—-—*—O—-‘@—O .0 Z(O
2
()248 1 3 4 5 6 7 8B O m
S R P ! %
2
0 I 2 3 4 0 I 2 3 4
3 oo oo Py
= 7
(19 0 ] 2 3 4 (2
Fa2 @ o A3
(21 0 I 2 3 4 (2
Fa2 ®&—o—acrm»—@ A3
(124 0 ] 2 3 4 N
Fa @ e ro—o % Z(O
(136 0 1 2 3 4 5
Fal o———-o-—-—-eib——@ % Z(()
(1)52 1] 1 2 3 4 1)
Fali & ——o—acre»—s % Z(O
(1) (1)
Ga. G2
(e D
G2 Zo
(Hi4 1)
Gy Zy
(2) {2)
Ees Eg
2¥6 (2)
E¢ 3 A4
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TABLEAU l—Continué

nom indice diagramme relatif nom
5 @
E(g_)% 1 A(Z 2)x
Fel’ % zy’
{27 : 4)
I

g}
pie . zy
, 4

diagramme; il se trouve que cela détermine entiérement le diagramme 2
un automorphisme prés. Ces diagrammes avec leurs noms ont déja été
introduits dans [B; Vn°4], ce sont les graphes des échelonnages irréduct-
ibles de [BrT1; 1.4.6] (cf. aussi [BrT2; El p. 365]) mais le nom adopté ici
parait plus adapté a notre contexte.

Quand le rang relatif est r = 1 le graphe est toujours: Z{" e . Cest le
seul cas (quand A4 est affine) ol il y a une racine imaginaire simple et alors
A =(Z - {0)a,.

Pour ne pas alourdir le tableau [/ on ne fait pas figurer les cas
particuliers » petit dans la derniére colonne. Pour r = 1 on vient de dire
que l'on a toujours Z{". Pour r = 2 (et pour certains cas ou r = 3) le
dessin du diagramme de Dynkin devient faux mais le nom de celui-ci est
juste si 'on admet les équivalences indiquées dans la fig. 2.

Remarque sur la figure 2. Le troisiéme diagramme semble suggérer la
notation B{"** au lieu de B{"*, mais il s’agit bien pourtant du cas
particulier r = 1 de B{"*; voir la forme “'D{'} ci dessous dans le premier
tableau.

6.6. Tableaux 1 et 11. Les paramétres utilisés dans le tableau I sont tous
des entiers positifs ou nuls. On a toujours n > 1 et r > 1 (r est le rang
relatif). Certaines restrictions sur les parameétres servent uniquement i
éviter des redondances dans la liste; c’est le cas par exemple de la
limitation i < (k — r + 1)/2 pour ;A4

—1r



[A]

[Bp]
(B]

(B']
[BR]
[BeP]
[Ba}
[BoT]
[BBK]
[BrTH]
[BrT2]
[Hée]

K]

{KP1]

[KP2)

[KW]
{PK]
[R1]
[R2]

(R3]

[R4]
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[Sa]

{T1]

(T3]
[T4)
{Ts]
[To6)

(T7]
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