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ABSTRACT. The affine Weyl group W~ of an irreducible root system of rank n acts on the 
complexification b of a real space of dimension n via the usual (affine) action on the imaginary 
part and the action through the finite Weyl group on the real part. This group acts freely on the 
complement b' of some complex hyperplanes. We prove a presentation of the fundamental  group 
of the quotient I)'/W~. 

1. I N T R O D U C T I O N  

1.1. Soit R un syst~me de racines r~duit irr~ductible clans un espace euclidien 

E de dimension n. On  note E* le dual de E et b -- E* ® C son complexifi& Si 

= ~ - 1  on d6signera en g6n&al un ~l~ment de I) sous la forme z = X + t Y 

avec X -- Re(z) et Y =  Im(z) dans E*, composantes  r6elles et imaginaires de 

Z. On  consid~rera b comme le produit  des espaces euclidiens isomorphes ,~ 

E*, Re([?) et Im(b), et on 6crira b = Re(b) × Im(b) ou b -- Re(b) + 1 Im(b). 
Les racines ~ dans R sont donc des formes lin6aires sur b. Pour  ct dans R et 

m clans Z, on d6finit un hyperplan complexe de b par M .... -- {z ~ b/~(z) -- lrn}. 

On  note alors b' le compl~mentaire de la r6union de ces hyperplans. 
Pour  c~ dans R, on note ~ v la coracine associ6e darts E* (6gale/t 2~/(~, ~) si 

on identifie E / t  E*). Alors le r6seau des copoids radiciels est Q v = Z~R 7/~ ~. 

Le groupe de Weyl W du syst6me R agit sur E, E*, (2 ~ et b. On  d~finit le 

9roupe de Weyl affine comme le produit  semi-direct Wa -- W ~  Q v; il agit sur 

b par la formule: 

(w, Z)(X + zY) = w(X) + l(w(Y) + Z). 

En partieulier un 616ment Z de (2 ~ agit sur b par la translation Zz de vecteur 

iX.  

1.2. Le groupe Wa agit sur E* = Re(b) uniquement  par W e t  sur Im(b) par 
l 'action habituelle du groupe de Weyl affine [1]. Ainsi W a est engendr8 par des 

'reflexions complexes'  par rappor t  aux hyperplans M~,m. I1 est donc facile de 
voir que b' est rensemble des z dans b qui ne sont fix6s par aucun 616ment 
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nontrivial  de W.. L 'espace quot ient  b'/W. est donc  l'espace des orbites 

rdguli~res de W, dans b. 
Le but  de cette note est de donner  une d6monst ra t ion  g6om6trique et 

616mentaire du calcul par  Looi jenga et van der Lek [61 du groupe fonda- 

mental  de b'/W,. 

1.3. Choississons une base B = {ill . . . . .  ft,} de R, alors W e s t  engendr6 par  
les r6fiexions ri correspondantes .  Si Xo est choisi dans la chambre  de Weyl 

positive ~o de E* (i.e. fli(Xo) > 0 pour  tout  i), on note Xo son image dans b'/Wa 
et on la choisit c o m m e  point  de base de b'/W,. 

On  d6finit des lacets dans b'/W, grace / t  des chemins dans b': 

(a) Pour  Z dans QV, la formule Tz(t) = Xo + ltZ, t e [0, 11, d6finit un 
chemin dans b' de Xo g Xo + zZ~ WaXo. Son image dans b'/W, est un lacet et 
on note tz sa classe dans HI(b'/W~; Xo). 

Si Z = fly (i = 1 . . . . .  n), on note  T/e t  ti au  lieu de Tz et tz. 
(b) Pour  i =  1, . . . ,  n et m e Z ,  on consid6re une appl icat ion cont inue 

6,,: [0, 1] ~ N telle que 6m(0) = 6re(l) = 0 et 26m(1/2)~]m, m + 1[. 

La formule slm)(t) = (1 - t )X  o + tri(Xo) + t6m(t)fl~" dbfinit un chemin dans 
b' de X o fi r i (Xo)e WaX o. Son image dans b'/Wa est un lacet et on note s! m) sa 
classe dans I I l (b ' /W,;  Xo). I1 est clair que s~ ~) ne d6pend que de ie t  de m et non  

du choix de 6,,. On  supposera  dans la suite que 

260([0, 1]) c [0, l [ e t  26_1([0, 1]) c ] - l ,  01. 

Pour  m = 0, on note Si et si au lieu de S} °) et s~ °). 

THI~ORI~ME 1.4 [61. Le groupefondamental  I I l (b '  [ W~; Xo) est engendrd par 

les dl~ments si et t~ pour i = '1  . . . . .  n, avec les relations suivantes (pour i # j): 

(A) t~tj = tjt~; 

(B) s~sjs~ . . . .  sjs~sj"" 

avec de chaque cord rnij facteurs off m~j est l'ordre de l'dlement r~r~ de W. 

(C) go tons  nij = (fli, flY) alors, 
Si n~ = - 2 r ,  on a: s~tj = t j t ~ s i t j  
Si nij = - ( 2 r  + 1), on a:sit j = t j t~+ls[- l t i  r 

1.5. Ce th6or6me est d6montr6 par  van der Lek parmi  beaucoup  d 'autres  
r6sultats: par  exemple le th6or6me est encore vrai  si on remplace R par  le 
syst6me de racines d 'une alg6bre de K a c - M o o d y .  Nous  allons en donner  une 
d6mons t ra t ion  qui 6rite des manipula t ions  alg6briques abstrai tes et utilise 
un iquement  de la topologie  alg6brique 616mentaire et g6om6tr iquement  
visible (dont un r6sultat de van der Lek: n ° 3.6). 
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2. R E M A R Q U E S  ET R E D U C T I O N  DU PROBLEME 

2.1. No tons  21 . . . . .  ) , n les  poids fondamentaux de R. L'applicat ion 
0: b ~ (C*) n, O(z)= (exp(2n2a(z)) . . . . .  exp(2n2~(z))) identifie D/tQ v 5, (C*)L 

Consid6rons les polyn6mes exponentiels Pi dhfinis sur [ par  Pi(z )= 
E;.~ wz, exp(-2n2(z)) ;  ils sont W-invariants et un rhsultat classique [1; VI 3.4] 

dit que l'alghbre des polyn6mes exponentiels W-invariants est C[P~ . . . .  , P,] .  

On  peut alors montrer  que l 'application 0': I) ~ C ~, 0'(z) = FlPi(z ) identifie 

[/Wo fi C ~ et que le jacobien de cette application est le polyn6me exponentiel 

W-anti-invariant fondamental  A: 

A(z) = exp(2np(z))FI~>o(1 - exp(-2n~(z))  off p = 21 + "" + ),, 

En particulier on a un rev~tement b' --* C " -  {A 2 = 0} de groupe W~. 

2.2. On  n'utilisera ici que le fait que b' --* b'/W, est un rev~tement connexe de 

groupe W~. On  a ainsi un homomorph i sme  surjectif de groupes ~: rla(b'/Wa; 

Xo) --* W~, (I)(s~ °)) = ri et O(tz) = Z. I1 est facile de v&ifier que les relations (A), 

(B) et (C) sont v6rifi6es dans W,. D'ailleurs une pr6sentation de W~ est obtenue 

en rajoutant  les relations r~ 2 = 1 et tisl = site a (c'est une cons6quence facile de 

la condit ion (C') de 2.5). 

Les relations (B) sont connues comme relations de tresses, cf. [2], [3] et [7]. 

2.3. Afin de raisonner enti6rement sur des lacets dans b' on introduit  la 

ddfinition suivante: 
Soit Y un espace topologique et ~ une partie de J ,  on note H I ( J ;  f~) le 

groupoide form6 des classes d 'homotop ie  de chemins allant d 'un point de ~ / t  

un autre point de f~; le produit  (non toujours d6fini et not6 o) est la 

composi t ion des chemins. 

Ainsi YII(I'/W~; Xo) est le quotient de IIa(b'; WaXo) par l '6quivalence qui 
identifie deux chemins transform6s l 'un dans l 'autre par  W,. En fait si on 

identifie l-Idb'/Wa; Xo) fi l 'ensembles des classes de chemins dans IIl(b ' ;  WaXo) 
d'origine X o le compos6 de deux chemins ca et c2 est c a - c2 = Ca ° q~(c0c2. 

2.4. Ddmonstration des relations (A) 

On a Tz" Tz, = T z ° r z ( T z , ) ~  Tz+z,, en effet tous ces chemins sont dans 
X o + rE* qui est convexe et contenu dans ['- 

On  en d6duit que t z . t  z, = tz+z, et t z = ( t z )  -1, d'ofi en particulier les 
relations (A). R6ciproquement les relations (A) permettent de d6finir 

tz = Ht~ '~ si Z = Znifll  v. 
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2.5. Etude  des relations (C) 

Pour  p dans Z, notons  (provisoirement)  O'~ 2p)  = t fs i t  ~ e t  Gl 2p- 1) = t f s f l t p .  

L E M M E  I-6]. M o d u l o  les relations (A), les relations (C) sont kquivalentes  aux  

relations (C') ci-dessous: 

(C') a~m)tz t ,,~,,+~,~z)) pour i = 1, n e t  Z dans QV.  = ~ri(Z) U i  • • " 

D'apr6s  2.4 il suffit de faire la dbmons t ra t ion  pour  Z = ~ .  Faisons  la par  

exemple s im = 2p et nij = fli(flY) = - 2 r .  On  a alors ri(Z) = fl~ - fli(fl~)fli et 
t~,¢z) = t jr 2~. Le calcul d 'apr6s (C) donne: 

a! ~ t  2 t~s it ptj tPsitjt~ P ~ -"  p : : : t i t j t i s i t  i t i  

__-- t j t 2 r  t p r s i t P - r  = t~ri(Z) oie(m- 2r)., 

et la rbciproque se mon t re  de la mSme mani6re. 

R E M A R Q U E .  Si f l i(Z) = 0, c'est ~t dire ri(Z) = Z ,  on a alm)tz = tza~ ~). 

2.6. Dkmons tra t ion  des relations (C') 

On a clairement al °) = si -- s! °) et (a~")) - 1 = a ! - "  1). D 'au t re  par t  il est clair 
que s~ 1) = (si)- 1. D o n c  pour  mon t r e r  ~t la lois que a~ m) = sl m) et (C') il suffit de 

mont re r  les relat ions (C') en remplaqant  a~ m) par  s! m). 

Les chemins repr6sentant  les deux membres  de l '6quation se situent dans le 
produi t  t0 du segment  jo ignant  X o ~ ri(Xo) par  respace 1E*; de plus I)' c~ p est 
d6fini par  I m ( f l i ( z ) ) ( ~ .  Ainsi l 'appl icat ion lin6aire fli de p sur C d6finit un 

rev~tement trivial de b ' ~  p sur q = I - i l l ( X 0 ) ,  f l i ( X o ) [ + l ( ~ -  Z) de fibre 
contracti le C" 1. On  peut  donc  d6montrer  (C') dans q. 

t-- 1 c(m)t La classe o~,~z)ol ~z est repr~sent6e dans p ~ b '  par  le chemin 

T_~,lz ) o z _ ~,(z)(S! ~)) o (r_ r,(Z) ° ri)(Tz). L' image  de ce chemin par  fli va de fli(Xo)/t 
fli(ri(Xo)) = - f l i ( X o )  et est le compos~ de trois chemins: (1) le segment  de 

f l i(Xo) ~ fli(Xo) + lfli(Z); (2) le chemin C(t) = (1 - t)fli(Xo) + t[3i(rg(Xo) ) + 

t([3i(Z) + 26re(t)); (3) le segment  de fli(ri(Xo)) + fli(Z) fi fii(ri(Xo)). I1 est alors 
clair que cette image est h o m o t o p e  darts q/ t  fli(S~m+a'(z'); d'ofl la relation (C'). 

3. D E M O N S T R A T I O N  D U  T H E O R E M E  

3.1. Pour  calculer HI([?'/W~; x0), on 6tudie le groupoide  FIl(b'; W, Xo)  et pour  
cela on va introduire  un ouver t  (connexe et W~-invariant) b" de [)' con tenan t  
Xo de fa~on que l ' h o m o m o r p h i s m e  naturel  de rIl(b"; W~Xo) dans I-ll(b'; 
WaXo) soit surjectif. 
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Plus prbcis6ment I)" sera 6gal f ib '  priv6 de certaines cellules de D'; celles -ci 

seront des sous-ensembles convexes de b contenus dans b' d6finis par  des 

6quations ou in6quations de la forme Re(~(X))= 0 ou Re(c~(X))< 0 ou 

Im(~(X)) = m ou Im(c~(X)) < m pour  c~ dans R et m dans 7/. On  n'enl6vera que 

des cellules de codimension au moins deux. 

3.2. On  peut retirer 5- b' les cellules par ordre de dimensions croissantes. 

D o n c  pour  comparer  les groupoides on se ram~ne 5. comparer  les groupoides 

d 'ouverts  D1 et D2 tels que D2 = D1 - -  A o1~1 A est une cellule de codimension 
m >~ 2 ferm6e dans [11 (les cellules qui constituent sa fronti6re 8A = A - A 

sont donc  dans D - Ih). 

Soit Vun voisinage tubulaire de A (16g6rement modifi6 pour  6tre contenu 

dans D I : V = A  e =  {zED/d(z, A ) < e ' i n f ( 1 ,  d(z, 8A))} pour  e assez petit, 

0 < e < 1). Comme Vest simplement connexe, le th6or6me de van Kampen  

indique que III(D1; WaXo)= 111(D2; WaXo)/I]I(D2 U'~ V) si on interpr6te ce 
quotient comme celui engendr6 par l 'identification 5- l'616ment neutre en wX o 
du lacet 7 ° 6 o 7 1 off 7 est un chemin de wX o fi Y~ D2 ('~ Vet  6 un lacet en Y 

darts D2 Y'l V. 

Mais D2 c~ v se r6tracte sur la boule de rayon e (dans un espace de 

dimension m) priv6e de 0. S i m  >~ 3 le groupe IIa(bz c~ V) est trivial et 

l 'application IIa(II2; W, Xo) --+ IIl(l}~; WaXo) est un isomorphisme. Si m = 2 on 

a II~(b2 c~ V) g ~ et I]I(D1; WaXo) est le quotient de 1FII(D2; WaXo) par la 
relation engendr6e par un lacet tournant  autour  de A. 

Ainsi l ' homomorphisme canonique II,(b"; W, Xo)--+ Ha(t)'; WaXo) est sur- 

jectif, et identifie II,(D'; W~Xo) au quotient  de II,(b"; W, Xo) par les relations 

engendrdes par les lacets tournant  autour  des cellules de codimension 2 6t6es 

fib'.  
Finalement HI(tl ' /W,; Xo) est le quotient du groupe IIl(b"/W~; Xo) par les 

relations que repr6sentent les lacets autour  des cellules de codimension 2 

6t6es 5- D' (une relation par orbite sous W~ de telle cellule). 

Ce genre de r6sultat est bien connu,  voir par  exemple [7]. 

3.3. D~finition de b" 

On appellefacette de Re(b) (resp. Im(b)) une facette d6termin6e par le syst6me 
des hyperplans (appel6s murs) d'6quations c~(X)= 0, c ~ R  (resp. c~(Y)= m, 

c~ ~ R, m ~ Z). Si cette facette est de codimension 0 ou 1, on l'appelle chambre 
(resp. alcove) ou cloison. 

Si Z ~ Q v = im(W, Xo) ' on appelle 4toile de Z la r6union Et(Z) des facettes 

de Ira(b) contenant  Z dans leur adh6rence; on a 
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Et(Z) = {YeIm(b)/c~(Y) < a(Z) + 1, VeeR}.  

On sait que dans Im([) toute alc6ve est un simplexe et son adh6rence contient 
un unique 616ment de Q v qui est Fun de ses sommets. Les 6toiles sont donc 
des ouverts disjoints en bijection avec QV et Im(D) est r~union de leurs 
adh6rences. 

On appelle cellule de Im([) les facettes des 6toiles. Une cellule est une 
r~union de facettes au sens du premier alinea. L'espace Im(D) est r6union 
disjointe de ses cellules. 

Les cloisons de Im([) contenues dans la fronti~re de Et(Z) correspondent 

aux faces oppos6es /t Z des alc6ves de Et(Z); c'est /t dire qu'elles sont 
contenues dans les intersections avec l'adh6rence de Et(Z) des murs de Im(b) 
d'6quation e(Y) = e(Z) + 1 off e est dans l 'orbite sous W de la plus grande 
racine #, c'est fi dire dans l'ensemble W# = Rz des racines longues, Cette 
intersection est donc l'adh6rence de la cellule de codimension 1 de Im(b) 

M(Z, e) = {Yelm(b)/~(Y)  = e(Z) + 1, fl(Y) < fl(Z) + 1 Vi leR,  fl ~ e}. Cette 
cellule est dans l'adh~rence d'exactement deux 6toiles: Et(Z) et Et(Z + e v). 

D'apr~s [1], comme a est longue on fl(e v) = O, 1 ou - 1 pour f i ¢  _+e, ainsi 
Z + e v/2 e M(Z, ~). 

On appelle cellule de b le produit d'une facette ~ de Re(b) par une cellule K 
de Im(b ). Ainsi be s t  r6union disjointe de ses cellules. 

On appelle cellule de t)' une composante connexe P de l'intersection avec b' 

d'une cellule ~ x K de b. Si R~ est l 'ensemble des racines de R nulles sur W, 
la cellule P est le produit ~ × L off L est l'intersection de K avec une des 
chambres d6finies par le syst6me d'hyperplans d'6quations e (Y)=  m avec 
ecRu-  et me2~. 

Re(I]) 
(,tgiCKer(13i) ; 

Cellules de II 

\ ~ - i I 
,, / I  1 

%x i I I I 

Ira(B) 

Z=p2 ~ ; Z'=(2pz+3Pp ~ ; Z"=(P2+3PP ~ ) 

( c ~  du  sys t~me de rac ines 0 2 )  
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L'espace [~" est 6gal fi If priv6 de ses cellules de codimension au moins  2; 

c'est un ouvert  de D' stable par  W~ et contenant  Xo. 

3.4. Chambres et cloisons de [?" 

On appelle chambre (ou cloison) de I) (resp. D'D") une cellule de codimension 0 
(ou 1) de b (resp. 1~', [?"). 

Une  chambre  de l~ est le produi t  d 'une chambre  (de Weyl) de Re(b) par  une 
6toile de Im(l}). C'est un ouvert  convexe de b" donc une chambre  de I~' ou b". 

C o m m e  W stabilise Et(0) et permute  s implement  t ransi t ivement  les 
chambres  de Re(b), tandis que Q v agit t r ivialement sur Re(b) et pe rmute  
s implement  t ransi t ivement  les 6toiles, le groupe W~ permute  s implement  

t ransi t ivement  les chambres  de b. La chambre  de I~ contenant  Xo est 
cgo x Et(0); on a une bijection 6vidente de WaX o sur l 'ensemble des chambres  
de t~. 

Une cloison de b e s t  dite complexe si elle est le produi t  cg x M(Z,  ~) d'une 
chambre  de Re(b) par  une cellule de codimension 1 de Im(b). Elle est alors 
contenue dans [~", c'est donc une cloison de b' ou [?". 

Une  cloison de bes t  dite rOelle si elle est le produi t  ~ x Et(Z) d 'une cloison 
de Re(b) et d 'une 6toile de Ira(I). Si la cloison N e s t  contenue dans le mur  
d '6quat ion e(X) = 0 avec c~ e R, l ' intersection de ~ x Et(Z) avec b' est form6e 
des deux cloisons de I)' (ou I)") ~ x E t ( Z , ~ )  et ~ x E t ( Z , - ~ )  off 
Et(Z, c~) = { Y~ Et(Z)/e(Y) - e(Z) e ]0, 1 [}. 

I1 est clair que D" est r6union disjointe de ses chambres  et de ses cloisons. 

Deux  cloisons distinctes d 'une m~me chambre  de t) ne sont pas conjugu6es 
par  W~; par  contre les deux cloisons de t)' contenues dans une m6me cloison 
r6elle de t) sont 6chang6es par  une r6flexion de V¢~. 

3.5. Galeries de b" 

Deux chambres  de ["  sont dites mitoyennes si l ' intersection de leurs 
adh6rences dans D" contient  une cloison de 1)". Si les deux chambres  sont 
distinctes cette cloison est 6gale fi cette intersection ou /t l 'une des deux 
composan tes  connexes de cette intersection et elle n'est contenue dans aucune 

autre adh6rence de chambre.  
Une  galerie de I~" est une suite (Co, P1, C1, P2, C2 . . . . .  P,,, C,,) off les Ci sont 

des chambres ,  Ci mi toyenne  de Ci+ 1 et P~ est une des cloisons de b" dans les 
adh6rences de C~ et C~+ r La chambre  Co est l 'origine de la galerie et C,, son 
extr6mit& 
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Si une galerie F~ a pour  extrOmit6 l 'origine d 'une galerie F 2 o n  d6finit de 

maniOre 6vidente la galerie compos6e  F 1 • F 2. 
Sur l 'ensemble Ga l  des galeries on d6finit la relat ion d'Oquivalence 

engendr6e par  les relations: 1-" 1 " 1~2 ~ F 1 " (C ,  P, C)" F 2 ~ F 1 -(C, 
P, C', P, C) '  F2, off F 1, F2, (C, P, C) et (C, P, C', P, C) sont des galeries pour  
lesquelles les composi t ions  pr6cSdentes sont licites. L 'ensemble  G a l / ~  est un 
groupoide.  

On  d6finit une appl icat ion ~ ,  compat ib le  avec la composi t ion,  de Gal  dans 
l 'ensemble des chemins de I)" allant d 'un point  de WaX 0 fi un autre. C o m m e  

les chambres  sont en bijection avec WaXo, il suffit de d6finir le chemin 7 
associ6 fi (C, P, C'): 

I1 existe w dans IV, tel que w X o  ~ C. Si C' = C alors 7 est le chemin constant  
en wXo;  sinon on est dans l 'un des trois cas suivants: 

(1) w - l ( p )  = (go x M(0, e), c~eRl, on pose alors y = w(T~);  

(2) w -  l(p) = ~ i  x Et(Z, fl~) avec fli E B (off ~ d6signe la cloison de cg o dans 

l e m u r  d '6quat ion i l l(X) = 0), on pose alors 7 = w(Si); 
(3) w - l ( P )  = @i x Et(Z, - f l i )  avec p~eB, on pose alors ~ = w(Sl- 1)). 

P R O P O S I T I O N  3.6. L'application ~P induit un isomorphisme de groupo?des 

de G a l / ~  sur HI(I)"; WaXo). 

D6monstration. Choisissons un e > 0 assez petit pour  que si P1 et Pz sont 
deux composan tes  connexes distinctes de cloisons de I)", les voisinages 
tubulaires P] et P~ (cf 3.2) sont disjoints. Les chambres  et ces voisinages 

tubulaires de composan tes  de cloisons de b" forment  un revatement  ouvert  de 
I)". Les seules intersections non vides d 'ouver ts  de ce recouvrement  sont 

convexes et de la forme C c~ U pour  P dans l 'adh6rence de C; ainsi une suite 
d 'ouver ts  de ce recouvrement  telle que deux ouverts  cons4cutifs soient 
distincts et d ' intersection non vide dhtermine une galerie. La proposi t ion  est 
ainsi conshquence d 'un  rhsultat prhliminaire ghn6ral de topologie alg4brique 
de van der Lek [-6; 1.1.5]. La  d6monst ra t ion  directe dans notre  cas particulier 

plus simple est laiss6e au lecteur. 
C O R O L L A I R E  3.7. Le groupe [ I i ( I ) ' / W a ;  Xo) est engendrd par les g4nOrateurs 

t=, ~ e Rz, s i e t  s~ -1) pour i = 1, . . . ,  n avee pour seules relations t=" t_= = 1 pour 

e R l e t s i ' s l  1 ) = s ! - l ) . s i =  1 p o u r i =  1 . . . . .  n. 

Autrement  dit FI I(I)"/W~; Xo) est le groupe fibre sur les 94n4rateurs t~, ~ ~ R + 

et s~ pour i = 1, . . . ,  n. 

Dkmonstration.  La seconde assert ion est une cons6quence imm6diate  de la 
premiOre. Pour  celle-ci c o m m e  FIl(b"/W~; Xo)=  FII(I)"; WaXo)/Wa, la pro-  
posit ion 3.6 et la const ruct ion de ~P donnen t  la rOponse ~. condi t ion 
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d'identifier les relations entre les g6n6rateurs induites par  la relation ~ sur 

Gal. Ces relations se r6duisent ~i q~(C, P, C', P, C) = 1 quand  C' ¢ C. Par  Wa 
on peut supposer  C = C g  oxEt(0) ,  et il y a alors 3 cas pour  P. Si 
P = cgo x M(0, ~) avec c~Rz,  on a alors C' = ego x Et(c~ v) et ~(C,  P, C', P, 
C) = ( T ~ ) o ( z ~ ) ( T _ ~ )  dont  la classe est t~.t_~. Si P = ~ i x E t ( 0 ,  fig), on 

a alors C ' =  r/(~fo)X Et(0) et ri(P)= ~i  x Et(0, - i l l )  donc  ~P(C, P, C', P, 
C) = Si ° ri(Sl-1)) dont  la classe est si" s~-1). De  m6me si P = ~ i  x Et(0, -fig) 

on t rouve la relation s l -1) ' s i .  D'ofi  le corollaire. 

3.8. Le ra isonnement  de 3.2 et le corollaire pr6c6dent permet tent  de calculer 

Yll(b'/W,; Xo). C'est  le quot ient  du groupe libre pr6c6dent par  les relations 
engendr6s par  les lacets au tour  des cellules de codimension 2 de b'- Pa r  Wa on 
peut supposer  que ces cellules sont dans l 'adh6rence de cgo x Et(0); elles sont 

alors de trois types: 

(a) le produi t  de la chambre  cgo de Re(b) par  une cellule de codimension 2 

de Im(b); 
(b) le produi t  d 'une facette de codimension 2 de Re(D) par  un ouvert  de 

Et(0); 
(c) le produi t  d 'une cloison de Re(b) par  une cellule de codimension 1 de b'. 

On va dans les trois num6ros  suivants mon t re r  que les relations corre- 

spondantes  sont respect ivement  les relations (A), (B) et (C) du th6or6me 1.4 ce 

qui ach6vera la d6monst ra t ion  de celui-ci. 

3.9. Cellules de type (a) 

Un lacet autour  d 'une telle cellule reste par  exemple dans Xo + l Im([); il ne 

rencontre  donc que des cloisons du genre cgo x M(Z, ~). Ainsi la relation 

cor respondante  ne por te  que sur les tz pour  Z dans (R~) v. PlutSt  que de 
calculer explicitement ces relations, on fait les remarques  suivantes: Les 

relations (A) (ou plut6t  t z ' t z ,  = tz.tz) one 6t~ prouv~es en utilisant unique- 
ment  la convexit6 de Xo + rim(b) et son inclusion dans b'. Or  Xo + 11m(b) 
est inclus dans la r6union de I?", de cellules de type (a) et de cellules de 
codimension au moins  3. Donc  ces relations sont cons6quences des relations 
cor respondan t  aux cellules de type (a). D 'au t re  par t  il ne peut  y avoir  de 
relations suppl~mentaires entre les tz puisqu'il  existe un h o m o m o r p h i s m e  de 
H~(b'/Wa; Xo) sur W a qui envoie tz sur Z. 

Ainsi ces cellules donnent  les relations (A) et le fait que les g6n6rateurs tz 

peuvent  6tre r6duits / t  t~, i = 1, . . . ,  n. 
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3.10. Cellules de type (b) 

Par  W on peut se ramener  au cas off la facette de codimension 2 de Re(b) 

correspondante  est ~ i  c~ ~ .  La cellule de D' est donc  F = (~i c~ ~ j )  × P o f  P 

est l 'une des composantes  connexes de Et(0) d6termin6e par le syst6me 

d 'hyperplans  d '6quations ~ ( Y ) =  0 avec ~E R c~ (~fli + ~flj). En changeant  

encore par le sous-groupe W~j de Wengendr6 par  ri et r j, on peut supposer que 

P =  { Y ~ E t ( O ) / f l i ( Y ) > O  et f l i ( Y ) > 0 ) .  Choisissons Yo dans P e t  m6me 

~(Yo) > 0 pour  c~ER +. No tons  m = mlj et wl = ri, w2 = rlrj, w3 = rirjri, etc., 
' ' = ' = 1  et ainsi que w'~ = rj, w2 = rjri, w3 = rjrlrj, etc. On  a ainsi w2,, Wzm 

wm = w' .  On  note ausii i' = i, j '  = j si m est impair, i' = j, j '  = i sinon. 

Le lacet au tour  de F peut se visualiser comme dans la figure (off m = 6, 

mais avec 6ventuellement un syst6me de type A1 × A1 (m = 2), A 2 (m = 3) OU 
B2 (m = 4)). I1 correspond & une ligne polygonale de sommets  successifs 

X o  + tYo, w l X o  + 1Yo . . . . .  Wz, ,Xo + zYo = X o  + zYo. Plut6t  que d 'exprimer 
que ce lacet est homotope  & 0, on va exprimer que deux lignes polygonales 

faisant un demi-tour  autour  de F sont homotopes .  La premi6re ligne 2 a pour  

sommets  X o  + tYo, W l X o  + IYo, . . . ,  w , ,Xo  + IYo; la seconde 2' a pour  

sommets  X o + zYo, W'lXo + zYo . . . . .  w',,Xo + ~Yo = w, ,Xo + ~Yo. 
Pour  k = i o u j  et Y~ Ira(I)) avec i lk(Y)~ ]0, 1 [-, le chemin S k se d6forme dans 

b' sur la ligne polygonale de sommets  successifs X o, X o + z Y, rkXo + I Y e t  

rkX o. Ainsi pour  w dans W, le chemin WSk se d6forme dans b' sur la ligne 

polygonale de sommets  successifs wXo,  w X o  + z Y', WrkXo + t Y'  et wrkXo d6s 

que Y' ~ Ira(b) v6rifie ilk(W- 1 y,)  ~ ]0, 1 [. C'est  en particulier vrai pour  Y' = Yo 

si W(fik) > O. 
I1 est connu (et facile ~t v6rifier dans les 4 cas en question) que Wk(fl~) > O, 

W'k(flj) > 0 pour  k pair inf6rieur ou 6gal ~t me t  que Wk(fl~) > O, W'k(fil) > 0 pour  
k impair inf6rieur ou 6gal ~t m. Ainsi le chemin compos6 du segment de X0 

X0 + ~Yo, de 2 (resp. 2') et du segment de wmXo + tYo 5. wmXo se d6forme sur 
le chemin compos6 Si ° Wl(S~) ° w2(Si) . . . . .  wm I(S~.) (resp. Sj o w'~(Sa) o w'2(S~) 

. . . . .  w'~ a(Sj.)). La relation introduite par la cellule F est donc  l'6galit6 de ces 

deux derniers chemins & homotop ie  pr6s. En prenant  les classes dans 

I-I~(b'/w,; Xo) on obtient la relation (B) (cf. 2.3). 

3.11. Cellules de type (c) 

Par  W o n  peut se remener au cas off cette cellule est F = ~ i  × L off L e s t  une 

partie non vide de M(0, ~) avec ~ R  t et ~ ¢ +//i ;  on pose Z = ~v. C o m m e  
f l i(m(o, co) c ] - 1 ,  1[, cette pattie est d6finie par  e f l i (Y )>  0 avec e = _+ 1. 

C o m m e  r~(fli)(M(O, ~ ) ) c  ] - 1 , 1 [  et r , ( f l i )= fll + ~v(fli)~, on a e = fli(Z) 
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= + 1 saul si fli(Z) = 0. En changeant  par  r i on peut  supposer  e = + 1 et donc  

fi~(Z) = 1 ou 0. L 'ouver t  L est dans l 'adhhrence de Et(0, fl~) et Et(Z, ~/fi~) avec 
= _+ 1; plus pr6cishment 7? = + 1 si fii(Z) = 0 et r / =  - 1 si fii(Z) -- 1. 
La cellule F est dans l 'adh6rence d 'exactement  4 chambres  de b": 

Co =¢go x Et(0), C1 = r~(Co) = ( rSo )  x Et(0), C'1 = zz(Co) = ~o  x Et(Z) et 
C 2 = ( r [go)x Et(Z) et d 'exactement  4 cloisons de [1": P1 = ~ x  Et(0, fli), 
P2 = (riOfro) X M(0, ~), P'~ : cgo x M(0, c~) et P~ = ~ x Et(Z, t/fli). La relation 
induite par  la cellule F exprime que les deux galeries (Co, P1, C,,  P2, C2) et 

(Co, P't, C'~, P~, C2) d6finissent le mame  chemin/ t  homotop ie  pros dans b'- Or  

d 'apres  3.5 et 3.6, q~(Co, P~, C1) = s~, q~(Co, P'~, C't) = tz, q~(C~, P2, C~) = t~,~z) 
car r / - l ( P 2 ) =  C~o x M(0, ri(e)) et q~(Ci, P~, C ~ ) =  s7 car Z z l ( P ~ ) =  ~ , x  
Et(0. r/fli). On  obtient  ainsi la relation tzS7 = s~t~,tz), qui est bien l 'une des 
relations (C') puisque s7 = s~ -o'(z)). C o m m e  toutes les relations (C') ont  d6j~ 

6t6 d6montr6es (2.6) la d6monst ra t ion  du th6or6me est achev6e. 

4. RESULTATS VOISINS 

4.1. On  peut  reprendre le m6me sch6ma de d6monst ra t ion  en prenant  pour  

cellules de [)' les produi ts  de Re([?) par  une facette de Im(l)) et en retirant 
toujours  les cellules de codimension au moins  deux. On  t rouve alors une 
pr6sentat ion du groupe fondarnental  de t)'/Wa par  n + 1 g4n6rateurs So, sl, 
. . . ,  s, soumis uniquement  aux relations de tresse (B) pour  i, j ~ {0, 1, . . . ,  n}. 
Les 616ments sl . . . .  , s, sont essentiellement les m~mes que ci-dessus, tandis 
que s o est la classe d 'un chemin allant de l 'alcove { Y ~ I m ( b ) / f l i ( Y ) >  0 et 
/4Y) < 1} fi l 'alcove {YeIm(b) / l~(Y)  > 1 et c~(Y) < 1 pour  c~ # /~  dans R+}. 

On t rouve ainsi un r6sultat analogue ~ celui de Nguy6n Vi~t D u n g  [7] qui 
porte  sur le groupe fondamenta l  de l 'espace des orbites rhguli6res d 'une 
repr6sentat ion 16g6rement diff6rente de Wa. En fait van der Lek [6] a mont r6  
que les groupes fondamentaux  sont i somorphes  et la d6monst ra t ion  propos6e 
~t l 'alin6a pr6e4dent est semblable ~ celle de [-7]. 

4.2. Soit F u n  espace euclidien muni  d 'un syst6me localement  fini 
d 'hyperp lans  (appel6s tours) tel que le groupe Wengendr6  par  les rhflexions 
or thogonales  par  r appor t  ~t ces hyperplans  stabilise le syst~me. Ces tours 
d6coupent  des facettes dans F et, pour  i ~> 0, on note  F i la r6union des facettes 
de codimension inf6rieure ou 6gale fi i. La compara i son  c o m m e  au para-  
graphe 3 des groupes fondamentaux  de F1, F2, et F permet  de (re)dhmontrer 
que West un groupe de Coxeter  et qu'il agit s implement  t ransi t ivement  sur les 
chambres  de F. Cette d6monst ra t ion  est indiqu6e dans [81 mais  elle est bien 
ant6rieure. 
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