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FORMES REELLES PRESQUE-COMPACTES

DES ALGEBRES DE KAC-MOODY AFFINES

fovwe o X" Tnakilid Ele Covdan w11
Wamey . 1958/%9

par  Guy ROUSSEAU

On va étudier les formes réelles des algébres de Kac-Moody, c'est-a-dire
tes semi-involutions de ces algébres ; il ¥y en a deux sortes : presque-déployées
ou presque-compactes (3.7).

On se concentrera au paragraphe 4 sur ces derniéres et, dans le cas des
algébres affines, on donnera la classification des couples formés d'une forme
réelle presque-compacte et d'une sous-aladbre de Cartan maximalement compacte :
elle est équivalente & celle des involutions de premiére espéce décrite dans [B]
ou [B-R]. Avant cela les paragraphes 1 et 2 sont consacrés a la mise au point de
résultats sans doute connus ou conséquence assez simple de 1'article fondamental
de Peterson et Kac [P-K].

Certaines formes presque-compactes des algébres affines ont déja été intro-
duites par Goodman et Wallach [G-W ; 6.8] par un autre procédé, cf. [R3].
D'autre part des résultats analogues sur la classification des formes réelles
ont été obtenus par Berman [Bel, mais en remplagcant T'algébre de Kac-Moody par
1'algébre "universelle" dont elle est le quotient (avec les relations 1.2.1
mais pas les relations 1.2.2 de [B ; I11) et en excluant le cas affine').

Conventions :

On considére une matrice de Cartan généralisée A et 1'algébre de Kac-
Moody n = g(A} associée (selon la convention de [K]). Sauf indication expresse
du contraire les notations sont celles de [K], [P-K] cu [B].

On suppose g symétrisab]ei)cependant les résultats n'impliquant pas
explicitement de forme invariante peuvent sans doute s'étendre au cas non symé-
trisable, c¢f. [P-K]. On suppose aussi g indécomposable de dimension infinie
sauf dans quelques remarques.
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On indiquera quand on se restreint au cas affine.

Le corps de base est € mais, dans les paragraphes 1 et 2 et sauf
remarque particuliére, les résultats sont encore valables pour un corps algé-
briguement c¢los de caractéristique 0 .

§ 1.- Sous-algébres paraboliques et immeubles :

Conformément & [K] 1'alqgébre de Lie g = n{A} est engendrée par 1'algébre
de Cartan standard h et des éléments e s fi , €1 .0nnote M= {ai/iE I}

Ta base (standard) correspondante du systeme de racines & = A{g,h) . L'épinglage

standard de g est le triplet (h,ﬂ,(ei,fi)i €1I) formé de cette algébre de

Cartan, cette base et ces &léments e; € 8, fi € a, - On note w 1'involu-
i i
tion de Cartan {ou Chevalley) définie par : w® = Id ; wlh = -Id ; wle;) = -f,

1 i
iel

Si X est une partie de n (que T'on identifiera souvent i une partie
de 1) , on pose :

m=he(®a) pour cxeai:An(EB Z o)

o aEX
gyt U_ o+ 4 s
U =uy =8g pour a€ by = A -{(a r\AX)
Lot _ AP _ .5 uo_ L+ s
Ry px-haa(eaga) pour aeﬁx-AX-AXJ-LAX—A Uy .

Ce sont respectivement les Asgys_-i@@eh"réducti&" (resp. unipotente
(positive), parabolique (positive)) standard de 5 associées & X . On note
aussi n; = ‘.:(u;) et p;( = m(p;) lTes sous-algebre unipotente (négative) et
parabolique (négative) standard.

Propriétes :
a) pX:mXeauX;g=u;(@mX(BuX ;mx=Pxnﬂ;(:’“(mx) .

by Si Y<X ona Fy = fy » my < m, et LR

Si X =6 on retrouve Tes sous-algébres de Borel standard h' = pg
et b = g ainsi que nt = ug , n = “g_j et h= ny -
Si X=1 ona Py =8y =8 et u = {0} .
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¢} Si X #T (cas propre) les alagébres p; et u; sont de dimension
et de codimension infinies dans n (voir aussi 1.8.c).

d}) uy est un idéal de ny et pX/uX est isomorphe & 1'algébre my .

Proposition 1.2 :
I} Toute sous-algebre de g contenant b' est de fa foxme By
?) L'akgebre My et engendrle pan h et fes e f1. pour i€ X,
eble est isomonphe au produdit d'une sous-algdbre {commutative) de h
et de £'algebre de Kac-Moody assocife & fa matwiice AX extraite de A

en conservant Les Lignes et cofonnes de X

+

Conséquences :
a) Le normalisateur de u ou gy dans g est .

b) Si la matrice AX est de type fini, auquel cas on dit que X et By
sont de type fini, alors m,  est de dimension finie donc les codimensions de
+ + o
u » 0 et b dans Ry sont finies.

Lemme
Sodient o wne #acine réeffe, of Y une racdine. On note €y {nesp. e_o()
un &€ément non nul de 1, [resp. g_c) , 84 X est dans g, ona

[e_so[xe )] € RS S P
Si [x,ed] £0, alons B = y+a est encoke une racine ef on a

JEET IO (858 ,,] #0.

Démonstration du lemme :

Comme g_ et 8, sont de dimension 1 , la premiére relation résulte de
[K 5 2.4.3]. Si [x,ea] #0,o0na [e_u,[x,eo(]] # 0 d'aprés la théorie des
représentations de s?, , d'ol les derniers résultats. o

Démonstration de Ta proposition :
1) Soit & une sous-algébre contenant &' ; posons X = {1’/f1. eq .
O0na go By » montrons 1'égalité. Soit vy une racine négative telle que

BY Na contienne x # 0 et montrons par récurrence sur la hauteur de -y
que Y € By s c'est clair pour la hauteur 1 . D'aprés [K ; 1.5] i1 existe i
tel que [x,ei] # 0 et par récurrence YHog € Ay .

+ .
g—\(—ai on <q ona g_ai = [x,g_Y_ci] cq donc i€X et v €A

D'aprés le lemme, comme

Y -
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2) 11 est clair que 1'algébre m' engendrée par h et les e; , T2 pour

i€X alastructure décrite dans 1'énoncé [K ; 9.11]. Montrons m! = ;X .
L'orthogonal m* de m' dans my » pour une forme invariante, est
stable par ad m' . Soit v € Ai une racine (par exemple négative), on a
5, = (mszgy) ® (mlrlgy) car g et m' sont des algébres de Kac-Moody
donc les dualités entre et n_Y ou gY nm et g_Y n m' induites par
la forme invariante sont non dégénérées. Montrons par récurrence sur la hauteur
de -y que m’n n, = {0} . Sinon soit x non nul dans m? n gY , d'aprés
[K; 1.5] it existe i tel que [X’ei] #0 . Comme y+a, est une racine,

ona i€X, donc [X’ei] €m’ , ce qui contredit 1'hypothése de récurrence. o

Conollaine 1.3 :
Sedt ty Lo centre {contenu dans h)  de my Alcons Uy [
plus grand {déal prenilpotent de Ry et uy = [px,uxfetx] .

¥ est Lo

1) L'idéal uy, est donc invariant par tout automorphisme de By -

2) Une algébre de Lie s est dite pronilpotente si pour tout sous-espace
vectoriel de codimension finie V de s et tout x € s 31 existe un entier
n tel que (ad x)n sc V.

Démonstration :

[T est clair que uy @ Cy est pronilpotent et que uy = [px,uXQCX] .
Soit maintenent IJ un idéal pronilpotent de Py » sSON image dans px/(tx QuX)
est un idéal pronilpotent de mx/tX . Mais on connait tous les idéaux de cette
algébre [K ; 1.7, 1.4 et exercice 1.1] et on en conclut que cette image est

nulle. o

1.4.- Le systéme de Tits de (g,h,n) , d'aprés [P-K] ou [K-P}

On définit un groupe G associé & g et h , des sous-groupes N ,H ,Bi,
Ut et une partie S = {ri/iE It de N/H . Ces groupes nous intéressent ici
via la représentation adjointe Ad : G -» Aut g dont le noyau est le centre C
de G et 1'image le groupe adjoint de g .

ST o est une racine réelle, on définit un SOUS-groupe Ua de G tel
que Ad UG = exp ad a, > alors G (resp. u* ,U7) est engendré par les Uu
pour o € 4 . (resp. A:E ,A;e) . Le groupe B = Wyt (resp. B =HU") est le
sous-groupe de Borel positif (resp. négatif) standard. On a

Ad ry = exp ad fi . exp ad "B, . exp ad fi
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Propriétés :
1) H centralise h ; N normalise h ; N {resp. H) est le normalisa-
teur (resp. centralisateur) de H dans G et N/H est le groupe de Weyl W

de (g,h} .

2) Le quadruplet (G,B+,N,S) est un systéme de Tits saturé de groupe de
Weyl W et H=8"nN= n%".
weEW

3) On a les décompositions de Bruhat & = BYWB' = B WB~

4) On a la décomposition de Birkhoff G = B*WB™ = " wa"

un
n

5) G est engendré par les Uy, Pour a€ £ .

1.5.- Les sous-groupes paraboliques standards :

Pour X € m, on définit les sous-groupes suivants de G :

MX engendré par H et les U0 pour a € £X ,

+
Uy = Uy

tes Ua pour o € (A

(noté UX dans [P-K]) sous-groupe normal de UF engendré par
u
X)re ’
_pt - pty gt .
PX = PX MX x UX B MX B si NX
par les réflexions fondamentales r; pour ieX

est le sous-groupe de W engendré

Le sous-groupe PX {resp. P;) est le sous-groupe parabolique standard

positif (resp. négatif) de G associé & X . Le groupe H est le Sous-groupe
de Cartan standard de G .

De [P-K] ou de la théorie des systémes de Tits on déduit les résultats

+

suivants :
1) Les sous-groupes P; sont tous les sous-groupes de G contenant B
2) PX est le normalisateur dans G de By ou u, .

3) Les sous-groupes P; sont leurs propres normalisateurs dans G .
+

4) Les sous-groupes PX ne sont pas conjugués entre eux par G .

5) M, =P, nP, normalise my et induit dans my = pX/uX un groupe

X X X
d'automorphismes engendré par H et le groupe adjoint de g(AX)
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1.6.- Les sous-algébres remarquables, cf. [P-K]

1) Une sous-algébre de Cartan (en abréqé S.A.C.) d'une algébre de Lie s

est une sous-algébre ads—diagonalisab1e maximale. D'aprés [P-K ; theorem 2]
les sous-algébres de Cartan de g sont conjuguées par Ad{G) & la sous-algébre
de Cartan standard h ; et le résultat analogue est vrai pour g' , g/t et

a'/e . En particulier le agroupe G ne dépend que de a (pas de h) et Ad(G)

est distingué dans Aut{a)

2) Si une sous-algébre de dimension finie s de g contient une sous-
algébre de Cartan h, de g alors h est une sous-algébre de Cartan de s
et cette notion de sous-algébre de Cartan de s coincide avec celle de sous-
algébre de Cartan au sens classique (en abrégé S.A.C.C.) de [BBK ; VII] : en
effet h, est une S.A.C.C. [1.c. 2.1, prop. 4], ainsi toute $.A.C.C. de s
est conjuguée de h, par un groupe E d'automorphismes de s [1.c. 3.2]

donc est une S.A.C. de s ; de plus toute S.A.C. de s est contenue dans une
S.A.C.C. [1.c. 2.3, prop. 107 donc Tui est égale par maximalité.

Les sous-algébres de Cartan de s sont alors souvent les sous-algébres
de Cartan de g contenues dans s : c'est le cas si s ne contient aucun
espace propre imaginaire de &, (car alors tout automorphisme dans E est
restriction & s d'un automorphisme dans Ad G , plus précisément dans le
groupe engendré par les Ad Uy, Pour a € A(s,h )} en particulier si A(s,h))
est clos, (I1.11) (car, si o € a(s,h,) N*o € a(s,h,) et s est de
dimension infinie).

im

3) Une sous-algébre de Borel d'une algébre de Lie s est une sous-algébre

complétement résoluble maximale de s {voir la définition précise, inutile ici,
dans [P-K] ou [B ; 1.3.1]). D'aprés [P-K ; theorem 3] les sous-algébres de Borel
de g sont conjuguées par Ad(G) a 1'une des sous-algébres de Borel standard

voet v .

4) On appelle sous-algébre parabolique de 1 une sous-algébre contenant

une sous-algebre de Borel, autrement dit la conjuguée par Ad(G) d'une sous-
algébre paraboligue standard.

De 1.5 i1 résulte qu'il existe une correspondance bijective entre sous-
groupes paraboliques et sous-algébres paraboliques .

5) Le centralisateur dans G de h doit stabiliser tous les p; , 11 est
donc dans BY n B = H ; ainsi H est le centralisateur de h dans G et,
d'aprés 1.4.1, N est le normalisateur de h dans G .

I1 en résulte une correspondance bijective entre sous-algébres de Cartan
de g et sous-groupes de Cartan de G .
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Proposition 1.7 :

Les sous-algebres de Cartan de By {resp. mx] sont fes conjuguées pan
Px {nesp. MX) de ta scus-algebre de Cantan standand h .

Conséquence :

Tout couple formé d'une sous-algébre de Cartan h, et d'une sous-algébre
parabolique p, contenant h, est conjugué par G d'un couple standard
(h,p;) . Side plus h, =h, alors m, est conjugué de p; par N (i. e.
par W)

Démonstration :
D'aprés 1.2.2, 1.5.5 et [P-K ; cor. 8] les sous-algébres adm -diagonali-
X

sables de my sont conjuguées par Mx a des sous-algébres de h ; d'ol 1'un
des résultats. Soit maintenant h, une sous-algébre ad;I -diagonalisable de
X

py . Son image dans p,/u, ~m, est ad -diagonalisable et en la conjuguant
X XK X my,

par un élément de My eTle est contenue dans h . En conjuguant par MX < Px
+ . + N
on peut donc supposer h, h.ux < b . En reconjuguant par U7 on améne k,

dans h [P-K ; theorem 3] ; d'ol 1'autre résultat recherché. o

Proposition 1.6 :
Scdent g, et p, deux sous-algibres paraboliques propres de g .
a) 1€ exdste une sous-algdbre de Cartan h, de g contenue dans g, np, .
bl T¢ existe un éffment de G qui confugue hy sur h, p, s p§
avee ¢ =l , XcT et p, sur w p? avec n=%1,weEMW et Yen.
Pour un tel éLément g on a g(plrlpz) =ho (s ga) ol o parcourt
(e AX) N win ay) .
¢l po+p, est de codimension finie dans 3 44 et seulement A4 € = -n .
dl Suppcsons que € = n et que B, est une sous-alglbre parabofique de
Type find [par exemple une sous-alglbre de Borel), afons p, N g, est de
codimension finie dans m, .
e} Suppesons que € = -n ot que B, comme p, sont des sous-algzbres
paraboliques de type find {par exemple des sous-algebres de Borel), alonrs
AN g, est de dimensdon finde.

Démonstration :

a} Traitons Te cas o 3, et §, sont tous deux conjugués de paraboliques
standards positifs (les autres cas se traitent avec 1'autre décomposition de
Bruhat ou la décomposition de Birkhoff). Par conjugaison par G on peut supposer
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no= Py et g, =g By La décomposition de Bruhat donne g = p.n.q avec
neN, p,a€B qguistabilisent 1y et fy - Ainsi g, = p ng, ph et
B, = pp oph=h,

b) Ce second résultat est une reformulation de 1.7.

d) et e) Une sous-algébre paraboligue de type fini contient une sous-
algébre de Borel de codimension finie d'aprés 1.2. Ces deux derniéres asser-

tions résultent donc de ce que {a>0/w(a) <0} est un ensemble fini [K ; ex. 3.61.

c) Ce méme résultat prouve que si ¢ = -n n, +p, est de codimension
finie. Supposons maintenant ¢ = n {= +1 par exempie). Dans le cas affine, la
plus grande racine imaginaire négative -8 est invariante par W et n'appar-
tient ni a AX ni & AY s car X et Y sont différents de T ; ainsi
AU w(AY) ne contient aucune des racines de -N*§ et R, +p, est de codimen-
sion infinie. Dans le cas indéfini, considérons 1a racine imaginaire négative
-o de [K 5 5.6.c] ; d'aprés [K ; ex. 5.100 -a et -wa sont strictement
imaginaires négatives, ainsi que -a -wa ; nour des raisons de suppert -~a -wa
n'est ni dans AX ni dans wAY , ainsi A, U wAY ne contient aucune des raci-

X
nes de -N* (otwo) et p,+p, est de codimension infinie. o

€

1.9.- Type des paraboliques, automorphismes de nf espéce :

I71 résulte de 1.8.c que p; et p; ne peuvent &tre conjuqués par G ,
si X ou Y est différent de T . De plus, d'aprés 1.5.4, P; et P¢
(resp. PX et PY) ne peuvent étre conjugués par G que si X = Y . Enfin
d'aprés 1.6 i1 revient au méme de conjuguer les sous-algébres ou les sous-
groupes paraboliques. La définition suivante est donc licite :

La sous-algébre parabolique impropre g (resp. le sous-groupe parabolique
impropre G} a pour type T (ou 1) . La sous-algébre parabolique propre gp§
(resp. le sous-groupe parabolique propre qPi) avec e =12l ,g€6G, X<l
a pour type (£,X) ; son signe est « .

Un automorphisme de g transforme une sous-algébre de Borel en une sous-
algébre de Borel (et donc une sous-algébre parabolique en une sous-algébre
parabolique). On dit qu'il est de premiére espéce s'il transforme une sous-
algébre de Borel positive en une sous-algébre de Borel positive, il transforme
alors toute sous-algébre parabolique en une sous-algébre parabolique de méme
signe. Dans Te cas contraire 1'automorphisme est dit de seconde espéce, il
transforme une sous-algébre parabolique en une sous-algébre parabolique de signe
opposé. Les deux définitions de cet alinéa sont indépendantes des choix faits
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dans g (de h,T,...) ; elles sont encore valables pour des automorphismes
semi-linéaires (c'est-i-dire compatibles avec des automerphismes du corps de
base).

1.10.- Remarque dans le cas décomposable :

Dans ce cas 1'algébre de Lie g , le groupe G et les autres algébres ou
groupes définis comme précédemment sont les produits des algébres ou groupes
définis ci-dessus pour chacune des "composantes connexes" de 1 .

En particulier une sous-algébre parabolique standard est associée & une
partie X de [ et une fonction e =1 - {t1} constante sur les composantes
connexes de I (i.e. a; . #0=e(i)=e(j), cf. (K;ex. 1.1]) : p§ est
construite comme en 1.1 en remplacant dans 1 o; par E(ai)ai

De méme 1'espéce d'un automorphisme est une fonction de 1 dans (1,2}
constante sur les composantes connexes de I et égale a8 1 sur les composan-
tes connexes de type fini.

Proposition 1,11 =
Les sous-algibres paraboliques de g contenant La sous-alglbre de Canten

h sont de &a forme p = h @ (@ ga) ol o parcourt un systime paraboli-
que de nacines, c'est-a-dire une partie 9 de A tefle que :

al Pu-FP=a.

bl P st clos : Si a,ae‘D et a+B €A alons oa+B € (P.

¢} P contient presque &' ou AT i At <P ou & - est fini.

L'hypothése c) est indépendante du choix de la base ; car toutes les bases
sont de la forme =wll [K ; 5.9] et deux systémes de racines positives corres-
pondant av méme signe sont commensurables [K ; ex. 3.6]. Cette hypothése est
nécessaire comme le montre le cas d'une algébre affine non tordue :

A= {jS+ajach,jeZ) uz*s ;A" - {j8+a/3j>0 ou j=0 et «a>0} u N*s ;
1'ensembie g3=(j6+a /cx€3+,j€ Z}y u W' vérifie a) et b) mais pas c¢) : les
matrices triangulaires ne forment pas une sous-algébre parabolique de

so. (0 [t,t7]) .

Démonstration :

On peut supposer que h est la sous-algébre de Cartan canonique. D'aprés
1.7 toute algébre parabolique p est comme décrite ci-dessus. Réciproquement
soit 9 un systéme parabolique, 1'espace vectoriel p associé est une algébre
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et, d'aprés 1.2.1, il suffit de montrer que P contient A+(H) pour une
certaine base T . Choisissons une base telle que A+(n) -9 soit de cardinal
minimum, i1 suffit de montrer que e contient 1 . Si o €1 n'est pas dans
92, alors pour tout B dans A+(n) n P, rq(B) est dans A+(H) (K3 3.7]
donc B = ru(rq(B)) est dans 97 n A+(ran) ; de plus -a € P n rt donc

P n A+(ran) est strictement plus grand que Pn A*(n) ce qui contredit le
choix de M. ©

Proposition 1.12
Sotent p, m, deux sous-alglbues paraboliques de type find et de sdgnes
oppesls et P, P, les sous-growpes paraboliques contespondants. On note s
€'algébre de Lie de dimensien {{ndie 0 R,
al Les sous-algbbues de Cantan de s sont Les sous-algibres de Cartan
auw sens cfassique (1.6.72).
b] Les sous-alqbbues de Cantan de s sont fos sous-afgibaes de Cantan de
g confenues dans s ; elles sont conjuguées pat PN P, .
el SO m, ou op, o8t une sous-algibre de Boxrel afons s est wéscluble.

Si on remplace s par une sous-algébre de P, N p, contenant une sous-
algébre de Cartan de g, ces résultats restent vrais en remplagant P, n P,
par un certain sous-groupe qui stabilise s : cela résulte de la démonstration
ci-dessous.

Démonstration :

D'aprés 1.8 1'algébre s est de dimension finie et contient une sous-
algébre de Cartan que 1'on peut supposer &tre h . L'assertion c) est claire ;
la proposition résulte donc de 1.6.2 car A(s,h) est clos. o

1.13.- L'immeuble de g , cf. [B-T] et [K ; chap. 6]

On suppose g affinév Alors W est un groupe de Weyl affine irréductible

et (G,B+,N,S) un systéme de Tits saturé de type affine. On peut donc construi-
+

re 1'immeuble (positif) de g : c'est e complexe simplicial 3 associé a ce

systéme. Ses facettes sont en correspondance bijective et strictement décrois-
sante avec les sous-groupes paraboliques propres de G ou les sous-algébres
paraboliques propres de g . Ses appartements correspondent bijectivement aux
sous-algébres de Cartan de g ou aux sous-groupes de Cartan de G [B-T ; 2.2.5].
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Plus précisément si on considére hR={h€Wam)ER Vo €A} , et § Ta
plus petite racine imaginaire positive, 1'appartement A(h) = {h€]1p/c tq
&§(h) =1} est un espace affine sous hh/c = (hmtﬁh')/c . Le groupe de Weyl W
est engendré par les réflexions par rapport aux murs M, = Ker an A(h) pour
a €4, . La facette de By ou Py oest {x€A(h)/a(x)20 Ya €yl .

Soit Autfi(g) le groupe des automorphismes de g semi-linéaires et de
premiére espéce (1.9). La représentation adjointe Ad : G - Aut?g(g) est un
homomorphisme B -N adapté {car un ¢ dans Aut?g(g) transforme le couple
heh® enle couple d'une sous-algébre de Cartan contenue dans une sous-algébre
de Borel positive qui est donc transformé de h < ut par un g dans G et
ainsi Ad(gB*q™') = w AdBY "' et Ad(gNg') = ¢ AdN @ ') . On a donc une
action simpliciale de Aut?g(g) sur 1'immeuble 34+ , compatible avec son
action sur G et qui transforme appartements en appartements.

On définit de Ta méme fagon 1'immeuble négatif 37 de g associé au
systéme (G,B ,N,S) . Ses appartements sont en correspondance bijective avec
ceux de 34+ . Le groupe Aut?g(g) agit également dessus.

§ 2.- Automorphismes (linéaires) :

2.1.- Automorphismes intérieurs :

Soit h la sous-algébre de Cartan standard. On définit dans [P-X] un
groupe W qui agit sur G et n ; en fait ﬁ 1= Ad(ﬁ) est isomorphe a (I*)I
et si 1'élément h de ﬁ corresponq a (hi)iEI , i1 agit sur g, bpar multi-
plication par le scalaire h® = n h1.1 si a=1%3 noag . On définit ainsi un
homomorphisme o de A dans €* indépendant du choix de la base T .

Le groupe Int(n) := Ad(ﬁx G} des automorphismes intérieurs de g est
1'image du produit semi-direct de H et 6. [T est donc engendré par H et
Te groupe adjoint Ad(G) . En fait ﬁ n Ad(G) est te fixateur de h dans
Ad(G) c'est-a-dire H' := Ad(H) . Ce groupe H' est 1'ensemble des h dans
ﬁ tels que P* =1 si a€Z.a s'annule sur h' , cf. [K-P ; 2.2].

Si k" est un supplémentaire de h' dans h tel que h" ® ¢ soit défini
par des équations dans Z A , ces équations définissent un sous-groupe H" de
f tel que H = H"xH' et Int(g) = H'«Ad(G) . En particulier le groupe
dérivé de Int{g) est Te groupe adjoint Ad{G) (noté aussi Int'(g) ou
Int{g')) ou groupe des automorphismes intérieurs de g' . Si g est affine,
Ta plus petite racine imaginaire positive & fournit un homomorphisme de ﬁ

sur €% de noyau H' et qui identifie H" & ¢* .
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Comme G est transitif sur les sous-a]qébresrde Cartan, le groupe Int(a)
est intrinséquement défini par o, i. e. ne dépend pas du choix de h . En
particulier Int{y) est distingué dans Aut{ua) .

On a en fait ﬁ =expadh , H' = expadh' et H" = expadh" (pour tout
supplémentaire N") . De plus il résulte facilement de [P-K 3 cor. 10 et lTemma
2] que si X € u' (resp. ga) est tel que expadX est définf, alors expadX
est dans Ad(G) = Int{g') (resp. Ad(ﬁu G) = Int{g)) . Cet alinéa n'est pas
valable pour un corps algébriquement cios de caractéristique 0 gquelconque.

2.2.- Automorphismes de diagramme :

On considére le groupe Aut(A) des permutations p de I telles que
apipj = aij pour i,J €1, [P-K ;& 1] ou [B ; Il.2.1]. On en déduit une
action fidéle de Aut(A) sur o' en posant D(ei) = eoi et p(fi) = fpi H
on a alors ¢(h') = h' plus précisément o(u:) = G;i

Le groupe Aut{A) stabilise le centre ¢ de g' (ou de g) donc stabi-
lise un supplémentaire h; de ¢ dans h' . Choisissons un supplémentaire
quelconque hY de h' dans h . Alors h, = h) & h! est un supplémentaire de
¢ dans Nh ; son dual est donc @ mai et 1'action de Aut(A)} sur ce dual par
O(Gi) =a induit une action sur h,  qui stabilise hy (car apipj = aij) .
On note h" wun supplémentaire de h, dans h,  stable par Aut(A)

On a ainsi construit une action de Aut(A) sur h compatible avec ses
actions évidentes sur h' et sur @ Eai « h* qui stabilisent 1 et ¥ .
Ainsi  Aut(A) agit sur g en stabilisant les décompositions g =h" ® g' et

h=Hh" a&h

1) Le choix de h" n'est évidemment pas unique, donc Aut{A) n'est pas
forcement bien déterminé par 1'épinglage (h’”’(ei’fi)) , 11 faut considérer
1'épinglage étendu (h,h”,n,(ei,fi))

2) On peut évidemment supposer h" & ¢ d&fini par des équations dans ZaA
ce qui permet de définir H" .

3) Si g est affine, Aut{A) est bien déterminé par 1'épinglage [B ; II
§ 2]. Par contre h" peut &tre différent de celui de [K ; § 6] qui est engen-

dré par d = p ; nous choisirons h" engendré par X pOO

0
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2.3.- Automorphismes extérieurs :

L'involution de Cartan w commute & Aut(A} . On note Ext(g) = Ext(A) =
{1,w} x Aut(A) e groupe des automorphismes extérieurs de 0.

2.4.- Transvections :

On note Tr(g,n',c) ou Tr 1'ensemble des transvections de o c'est-a-
dire des applications linéaires de g dans g de la forme v =-expy ol v
est une application linéaire de g dans ¢ nulle sur g' ; on a donc
@(X) = X+y(X) .

Lemre
1T Tr est un groupe d'automonphismes de n isomenphe au groupe additid
L(n/g',c) des applications Lindaines de a/g' dans ¢ .

2] Tr est £'ensemble des automorphismes de 3 qui induisent £'identits
sur m/fe oou g' ou g'/oo.

Démonstration :

Le centre ¢ est contenu dans 1'algébre dérivée g' , ce lTemme est donc
évident si on prouve qu'un automorphisme ¢ de g qui induit 1'identité sur
g'/c est dans Tr . Dans ce cas, comme g' = [a',a'] , ¢ 9induit 1'identita
sur g' 5 alors pour X€g,Ye€g ona [oX,Y] = {oX,0Y1 = ©([X,Y]) = [X,Y]
donc @X-X est dans le commutant de g' qui est ¢ [K ; déemonstration de
1.6]1 ; d'oh le résultat. o

Proposition 2.5 :

On a La décomposition sulvante du ghoupe des automorphismes de g :

Aut(g) = [Ext(A)x Int{g)] = Tr(g,a',c) .

Démonstration :

D'aprés [P-K ; theorem 2.c] Ext{A} = Int{g) s'envoie isomorphiquement
sur Te groupe des automorphismes de g'/c , la proposition résulte donc du
lemme ci-dessus. o

Déginitions 2.6 :

On note Aut (g) = (Aut{A)x Int{g)} « Tr , iL est clain que c'est e groupe
des automorphismes de premidre espéce de w (1.9).
On note Autf(g) = Ext{A) = Int(g} f{cf. 2.7.1), c'eaf Le groupe des auto-

moaphismes de g , de g/t ou de g'/c
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On note Autf(g) = Autf(g) M Aut,(n) = Aut{A) « Int(n)

On dera pangods Aut(g') ocu Aut (g') aw Cieu de Autf(g) ou Autf(q)

et on parfera d'automorphismes de g

Proposcteon 2.7
Le groupe Tro commute @ Int(n) et w . S{ g est affine (L commute
tout Autf(u) done  Aut(g) = Autf(g) x Tr .

1) Dans le cas affine (ou plus généralement commutatif) tout automorphisme
d'ordre fini de qn est dans Autf(g) , d'oll Ye nom de ce groupe. Il en résulte
qu'il est alors éguivalent pour les automorphismes C-linéaires d'ordre fini de
fla) = aut(s') .

2} 11 n'y a pas toujours commutativité. C'est facile & voir dans le cas

regarder les classes de conjugaisen dans Aut{g) ou Aut
décomposable du produit de deux algébres affines isomorphes : Aut{A) contient
Ta permutation des deux facteurs et ne commute donc pas a Tr .

Démonstration :

Pour @ € Int(g) et Ye€g ona wY)-Y€qg et 0, = Id car 91

A
suffit de le vérifier pour @ € H et v = expadX , X € 8 donc ¢ {et Int g)

commute & Tr . De méme Tr commute & w car il suffit de le voir sur h .

Pour Te cas affine la proposition résulte maintenant du lemme suivant. o

Lomme 2.8
Supposons  no agfdne. S 0 automonphisme @ de § est de premiine
{resp. seconde) esplice, (£ indwit L' {dentitd {nesp. moins £'identit?) su
g/3' ot sun ¢

Démonstration :

D'aprés le calcul précédent pour Int(n) et les résultats évidents pour
woet Tr i1 suffit de le voir quand o est dans Aut(A) . Mais alors la plus
petite racine imaginaire positive & est fixe par v , donc © est 1'identite
v 2 \'

sur  g/g' et w(za}/a\{) = Ea\i/a L= Ta.o

_ vV v Vs ez
o o1 %oi = zai o donc @ est 1'identité

sur ¢ . o©

2.9.~ Formes bilinéaires invariantes :

On appelle forme standard et on note B(-,-) la forme d-bilindaire symé-
trique invariante non dégénérée définie, comme dans [K ; chap. 21, & partir du
supplémentaire h" de h' dans h choisi en 2.2. Dans le cas affine cette
forme n'est donc pas toujours celle de [K ; chap. 61.
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Proposition :
1} Les formes Q-bilinlaites invariantes symétrniques non dégénsries sun g
forment, & proportiomnal it pres, une orbite de Tr.
2} Le groupe Autf(g) stabilise La forme standard, c'est-a-dire que
B(oX,0¥) = B(X,Y) powr X,Y dans 8§ ef o dans Aut(g) .
3] Le stabelisatewr dans Tr d'une forme invariante symitrique non dégé-
nénge (-1-) est L'ensemble des exp ¢ tels que {(XiyX) =0, ¥vX € g .

Le premier résultat n'est plus valable sous cette forme pour A décompo-
sable.

Démonstration :

Le premier résultat est 1'exercice 2.5 de [K]. Comme B est invariante,
elle est stable par G . Puisque h" est stable par H, (1,0} et Aut(A) ,
ces groupes stabilisent B sur h et donc aussi sur g [K ; ex. 2.21 ; d'od
le second résultat. D‘aprés le premier résultat ou 1'exercice 2.3 de [K], la
forme (-1-) est telle que décrite en [K ; 2.1 pour un certain supplémentaire
hl de h' dans h . Comme o =-exp ¢ € Tr fixe les ¥ et a¥ , i1 fixe
(-=1-) si et seulement si (wh'ywh") = 0 pour h',h" dans kY . or
(hiIn}) = (cie) = 0 , cette condition équivaut donc & (h'tyh")+ (h"iyh')
pour h',h" dans K, oud (hiyh) =0 pour h dans K" . Mais (g'lc)
et cette condition équivaut finalement & (XJyX) =0 pour X dans g . o

Corollaine 2.10 :
Supposons 1 affane ; Le stabilisateur dans Aut{g) d'une foume bilindai-
ne symitnique {nvariante non digénénée queleongue (-1-) eat Autf(g) .

Démonstration :

utf(q) stabilise (-1-) d'aprés 2.9.1, 2.9.2 et 2.7. Par contre o/g'
et ¢ sont de dimension 1 et (gic) # O donc, d'aprés 2.9.3, le stabilisateur
de (-i-) dans Tr est trivial, d'oti le corollaire. o

2.11.- Automorphismes et € [tk,t'k]-Tinéarité dans le cas affine :

Si 1'alaébre g est affine de type (Aff k) , k=1,2 ou 3, alors il
existe une algébre de Lie simple de dimension finie 3 telle que n'/c est
une sous-C-algébre de Lie de g &4 [t,t']] stable par & = ¢ [tk,t-k] s
c'est-a-dire une 5z1algébre de Lie.
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Le comportement des automorphismes de g sur g'/c vis-d-vis de ci'
est comme suit :

- Le groupe Tr agit trivialement.

- L'action de Ad(G) = Int{g') est ﬁj]inéaire car g' est une
£¢:a1gébre de Lie.

- L'action de Aut(A) est cjz“—ﬁnéaire d'aprés [B ; III1.1.2] sauf dans le
cas AE;) od 1'unique {& conjugaison prés) automorphisme de diagramme d'ordre
deux {31 verifie o (t" x) = (-1)" " 0, {X) et est donc € [t%,t”"]-Tindaire.

- Unélement ¢ de R verifie o(t" x) = 5(g)" ¢ o(X) oi § est la
plus petite racine imaginaire positive de (g,h,m)

- L'involution de Cartan « vérifie m(tn X) = t" w(X) .

Ainsi 1'action de Aut{g) sur g'/c est c%—semi—]inéaire, a 1'automor-
phisme ug.o.h".g.w de g avec ¢ =0 ou 1, gE€EG, h" €H , o€ Tr et
0 € Aut(A) (si ce n'est que, 51 n = AE;) et si p est 1'involution non
triviale fixant i € I » On remplace ol 'par o expad \/-—Inpi) correspond
1'automorphisme de & donne par tk - (6(h“)tn) o n=1-2¢ .

§ 3.- Automorphismes semi-1inéaires ; formes réelles :

A partir de 3.8 on suppose g affine“).

3.1.- Définitions

On note Autm(g) le groupe des automorphismes de g qui sont soit
(€)-1inkaires, soit semi-linéaires (ou antilinéaires . e. 0(AX) = T o{X)
pour A € et X € g) . Le qroupe Aut(n) est distingué dans AutR(g) et
d'indice deux.

On appelle semi-involution de & un automorphisme semi-linéaire d'ordre 7.
Pour toute semi-involution ' on a 1a décomposition en produit semi-direct
Autm(g) = 11,0} = Aut(g)

3.2.- La semi-involution normale :
=< ER"Involution normale

L 'espace h]'R =8 R cx;-’ est une forme réelle de h' . Si " est un

supplémentaire de h' dans h , h']i2 = {heh"/a(h)€ R va€al est une forme

réelle de h" . Ainsi &k = hy

R :h'R ® h']‘R est une forme réelle de h et Tp R

une forme réelle de ¢ {égale & Rc dans Te cas affine). Dans la suite on
suppose que h" est choisi comme en 2.2,

nc
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L'algébre de Lie iy engendrée par h]R et les ]Rei , ]Rfi est une
forme réelle de g : la forme normale ou déployée standard.

On note or'] la conjugaison de g par rapport a 4R o c'est la semi-
invoiution normale standard. Elle commute & « et Aut(A) ; elle normalise

Int{g) et Tr(g,g',c) mais ne commute pas avec eux : par exemple la conjugai-
son par Or'l induit dans L(p/a',c) isomorphe & Tr{g,5',c) la conjugaison
par rapport a la forme réelle LIR(QIR/B]'R’t]R) .

3.3.- Le sous-groupe de Aut]R(g) formé des automorphismes de premiére espéce
est le produit semi-direct Autlm(g) = {l,or"}uxAutl(g)
On note aussi AutR(g) = {l,or']} x Autf(g) le groupe des automorphismes
Tinéaires ou semi-linéaires de g , g/t ou g'Jc . .
. f f )
Enfin Auth(g) = Autp(g)nAut]R(g) = {l,on}xAutl(g) .

Proposition :
Soit w' un automorphisme semi-Lindaire de L'algebre agfine o . Si o
est de premi®re espice {nesp. de seconde espzce] afors @' (resp. -p')
indudt sun ©  fa conjugaison pan rapport a tp et sur g/n' =h" fa
confugalson par rapport a hiR .

Démonstration :
Cela résulte de 2.8 et de la nature de cr'] . a

3.4.- On note encore B 1la forme bilinéaire de 2.9.

Proposition : .

Scdt @' un automonrphisme semi-Bindaire. Si @' osf dans AutR(g)
alorns @' stabifise B ({. e. B(v'X,0'Y) = B{X,Y) pour X,YE€g| et La
nBeiproque est vaade 54§ est adfine.

Démonstration :
Cela résulte de 2.9, 2.10 et d'un calcul direct pour or'] . o

Proposition 3.5 :

Sedt T um automorphisme €inBaire ou semi-Lindaine do premine esplee
de g, qui stabilise deux sous-algibres de Cartan h ot h, et des
bases T et T, des systimes de racines comnespondants. Alons 48 existe
un lément g dans G fixe pan T gud confugue h en h, .
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L'existence de telles sous-algébres ou de telles bases n'est pas toujours
assurée, voir certains cas ci-dessous.

Démonstration :

I1 existe g, dans G qui transforme h en hy, et T en 1, (quitte
a changer T en -mo 1.7) 5 mais r{g,) a la méme propriété donc (g,)
et g, sont égaux modulo le stabilisateur H de (h,nm) . D'aprés la décompo-
sttion de Bruhat on peut écrire g, =u.n.u' avec ue€ vt ,neN et
u' e ut q n"n™' ; on a donc t(g,) = t{u).r{ny.t{u") = u.n.u'.h = u.nh.h” u'h
avec t{u),=(u'),h uhe U, (n) €N et he€H . De l'unicité dans la
décomposition de Bruhat [P-K ; cor. 2 et cor. 53 on déduit que t(n) et n

- =1
définissent la méme classe dans W, donc t{u'y €nln et ainsi t(u) = u,
T(n) = et T(u')=hTu'h . Alors i (n u'n™) =nu'nT et g-= g,n”
commute & T tout en transformant h en h, . o

Proposiéion 3.6
Ecrdvens un automorphisme semi-Cindaire sous fa jowme o' = Ué.(T.t)
avec T € Autf(g) et t € Tr . Alows o' est une semi-involufdion 54 et

seulement 54 T o est une ot 50t € exp(V-1 £) oa ¥ est La fome
réefle de L{g/a',c) correspondant aux {ommes wéefles de g/n' et ©
1 )

assoccles & ﬂHT . Dans ce cas o' est conjugud de T U par un aLement
de Tr .

1) A conjugaison prés par Tr , toute semi-involution est donc dans
Aut;(g) . Ainsi les classes de conjugaison de semi-involutions de a,a', g/c
ou n'/r sont les mémes.

2) Supposons g affine, alors <t induit le méme automorphisme +Id sur
1 e j ‘n.
n/a’ et c© (2.8), donc ¥ est la forme re?11e habituelle LR(QF/QR,CR)

Si de plus o' stabilise B, ona o' € Autm(g) donc t = Id .

Démonstration :
Ona n'? = (GH I)z(T-]{¥ t OH’[t) ol le premier terme est dans Autf

et le second dans Tr ; donc si +'? = Id , on a (”H t)% = Id . Supposons

(a)

maintenant que (wﬁ 1)’ = Id , que t =expw avec y € L{g/g',c) et notons
par une barre la conjugaison par ”5 T = T'Ioa . On a alors OHT t oﬁ1’t =
exp(yty) et 5'2 = Id si et seulement si v € V°1 & . Pour la seconde asser-
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-1
tion, soit t, = expy, € Tr , on a alors tloh'rtl = OéT(UHT,tI) =
oﬁr exp(y,-v,) et, pour conjuguer cér en ¢' par t, , il suffit de choi-
sir ¢, telque ¥, -y, =¢ . o

Une semi-involution de premiére espéce {en abrégé S.1.1) o' de g
détermine une forme réelle Ip de g que nous qualifierons de presque normale
ou presque déployée puisque la forme normale (ou déployée) standard (qui corres-
pond & oﬁ) rentre dans cette catégorie. Cette forme n'est pas forcément quasi-
déployée puisque o' ne stabilise pas forcément de sous-algébre de Borel. On
trouvera un début de classification de ces formes dans [R3}5).

Une semi-involution de deuxiéme espéce (en abrégé S.1.2) o' de g
détermine une forme réelie L de o que nous qualifierons de presque
compacte puisque toute forme "compacte" rentre dans cette catégorie (4.3). Cela
correspond d'ailleurs & la définition de presque anisotrope de [B-T2 ; 1.7]
puisque (au moins dans le cas affine d'aprés 3.11) la forme est presque compacte
si et seulement si i1 n'existe pas de sous-algébre paraboligue propre définie
sur R .

Dans tous Tes cas une semi- invelution o' de g (ou ce qui revient au
méme 1a formeréelle o associée) détermine un automorphisme d'ordre 2,
encore noté o' , du groupe G (resp. Aut(g),Aut,(g), Int{g)) et donc un
sous-qroupe de points fixes noté Gp {resp. Aut(g)]R ’AUtl(g)R ,Int(g)R)

Théondme 3.8 : (cg. [L ; TII.1.11)
On suppose L'algibre g aﬁﬁineu).
Sodent T un sous-groupe find de AutR(g) » I, £e sous-groupe des awto-
moaphismes de premitne espdee, ' fLe sous-groupe des automoaphismes
Lingaines et 19 =71° T L
a) 1€ excste un couple de sous-algibres paraboliques propres p+ {positi-

vel et g [(nBgative) de g qui est stable pan T . Le groupe T, ata-

1
bilise chacun de ces paraboliques.

b) S{ TV est cyelique [nesp. et 44 ri =T, , ce groupe stabilise des
sous-algibres de Borel bt de gt et h de p o alows T° (resp. T)
stabilise Lo coupte (b,07) .

ch On suppose que T° est hyperndsofuble of que T ¢st produit de T°
et d'un groupe d'ondre 1 ou 2, alons T stabilise une sous-algibre de

Cartan h de g confenue dans p' et n” .
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d} Supposons % eyelique. S¢ T = FT ou ' exdste une semi-{nvolution

de sceonde espoce o' telle que = {1,0'}x F? , afons T stabilise une
- + -

seus-aladbue de Cartan h de w conteaue dans W et b .

1} 7% est hyperrésoluble s'il existe une suite Ff >Tl>...2 F% = {1}
de sous-qgroupes distingués de TI° tels que T%/r$+1 est cyclique. Cette hypo-

thése est inutile pour le c) si on sait par hasard que p+ N g estrésoluble :

i1 suffit alors d'utiliser [M ; 5.2].

2) Une algeébre semi-simple réelle n'est pas toujours gquasi-déployée,

ol

1'hypothése cyclique ne permet donc pas d'obtenir les résultats de b) et

d) pour T ou T,

Démonstration : .

On considére les jmmeubles J et tf_ de g définis en 1.13.

a) Le groupe fini I, agit sur f3+ et 3-'; d'aprés le lemme du point
fixe [B-T ; 3.2.4] i1 fixe une facette de chacun d'eux, c'est-a-dire des para-
boliques propres Pfoet P D'aprés 1.6.4 7 fixe aussi les algébres de
Lie correspondantes p+ et p .S T # T,oet cer-r, it suffit de

remplacer g  par (IF+ pour achever la uémonstration de a).

b) I1 suffit de voir que F? stabilise une sous-algébre de Borel de
p+ = py - Mais 'Y induit un groupe cyclique d'automorphismes (1lindaires) de
pX/uX = My qui est une algébre réductive de dimension finie sur € et donc
fixe une sous-algébre de Borel de pX/uX [B-M ; 4.5]. L'image réciproque de
cette algébre dans p+ est une sous-algébre de Borel (conjuguée de la standard
par M,) stable par I}

c) ST T#7% ,ona ©=1{1,0'tx"" ok o' est une semi-involution.
Notons SR = (p+r1p')gl la forme réelle correspondante de 1'algébre de Lie de
dimension finie s = {(a*np") (1.8.e). Comme T° commute & o' , il induit
un groupe fini hyperréscluble d'automorphismes de 1'algébre de Lie réelle SR
et donc stabilise une S.A.C. de SR [B-M ;5 7.6]. D'aprés 1.12 le complexifié
de cette S.A.C. est une S.A.C. de g contenue dans s = p+ ng , stable par
o' et " donc par T

Si T = 1" on raisonne directement avec s sans sSp -

d) Bans ce cas ] =1 =T" et i) suffit d'appliquer c) au couple
P

h,h (= 0'(h+)) fourni par b). o
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Cornollaine 3.9 : [L ; II1.1.1]

Un automorphisme (Linaire) d'ondre §ini et de premitre espice T de g
stabilise un couple kb’ d'une sous-alglbre de Cantan contenue dans
une sous-alglore de Bonred pusitive.

Remargue :
Une telle sous-algébre de Cartan sera dite maximalement fixée par T ;

d'aprés 3.5 deux sous-algébres de Cartan maximalement fixées par <t sont conju-
guées par un automorphisme intérieur (et méme adjoint) qui commute & t© . Ce
résultat est en fait 1'ingrédient principal de [B ; V.1.1]1, démontré par une
autre voie.

Coroflaine 3.10 : (L]
Un automonphisme [Lindaire) d'ordne fini et de seconde espice de n sia-
bitise une scus-algebre de Cartan h de n et un couple de sous~-algebres
de Bornel de signes opposés contenant h .

Corollaine 3.11
Une semi-Lnvolution de premidne esplee stabilise une sous-algibre de
Cartan h de g et deux sous-alglbres paraboliques propres de signes
opposés centenant h .,

Conollaine 3.12 :
Une. semi-4nvolution de seconde esplice stabilise une sous-algebre de Cartan
b de g {et un couple de scus-algibres de Borel de signes opposBs conte-
nant h)

Conollaine 3.13 :
a) Deux semi-involutions de deuxidme espice o et o} qui commutent
stabilisent une méme sous-alglbre de Cartan h ; de plus £'invelution de

P o fp - o s +
premidne espece o = 0,0, Atabilise une sous-algebre de Bonel positive h

confenant h .

bl Une semi-invelution de deuxilme esplce o) et une involution de pre-
mitae esplee o qud commutent stabilisent une méme sous-algébre de Cantan
h; de plus o stabilise une sous-algibre de Boreld positive v" conte-

nant h .
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Conollaine 3.14
Considenons Lo groupe T 4ol des automonphismes ci-aprds : £'identitd
Id , wne (nvolution de deuxiome cospice 0, , une semi-involution de pre-
migne espoce o) ot une semi- {nvofution de seconde esplice o, qui commu-
teat (et véd{lent a, o;<wl: Id} . Ce groupe T stabilise une sous-algebre
de Carfan W de g ot wie palte de scus-algdbres paraboliques propres
de sdgnes oppests contenant W de plus ap  stabdlise chacune de ces

sawes-alaglbres.

§ 4.- Formes "compactes" et presque compactes :

. . f
Sauf indication contraire on suppose les semi-involutions dans AutR(g)
a partir de 4.2 et g affine a partir de 4.7”).

4.1.- Formes sesquilinéaires :

Soit t' une semi-involution. Pour X,Y € @ on pose BT,(X,Y) = -B(X,t'Y) ,
ol B est la forme bilinéaire standard. On obtient ainsi une forme sesquilinéaire
non dégénérée sur g . Le centre r© est 1'orthogonal de a' pour B d'aprés
[K 3 2.1.a et 2.2.¢c] et donc pour BT. puisque t' stabilise ¢ et g'
Ainsi BT. induit une forme sesquilinéaire non dégénérée sur g'/c .
(n)) alors BT. est

=

Si 1' stabilise B (par exemple si ' € Aut
hermitienne et réciproquement.

Si o' est une autre semi-involution qui stabilise B , alors 1'automor-
phisme linéaire ¢ = ¢'t' est autoadjoint pour Br' puisque :
BT.(UX,Y) = =B(o'r'X,t'Y) = -B(X,t'g'T'Y) = B, (X,0¥)

4.2.- Convention :

Sauf mention explicite du contraire on suppose dorénavant que les semi-
involutions utilisées sont dans Aut;(g) . On sait que 1'on peut s'y ramener
par conjugaison par des transvections (3.6).

Avec cette convention une semi-involution t' stabilise la forme B
{Ta réciproque est d'ailleurs vraie dans le cas affine d'aprés 3.4) et donc B
est une forme hermitienne non dégénérée sur a ou g'/c .

Pour une semi-involution non dans Auf;(g) le méme résultat est vrai &
condition de remplacer B par une autre forme (qui Tui est conjuguée par une

transvection).
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4.3.- Semi-involutions de Cartan et formes "compactes"

La semi-involution de Cartan standard est w; =0pw =W oé . C'est une
semi-involution de seconde espéce (contenue dans Aut%(g)) - La forme réelle de
g = g(A) associée est dite "compacte standard" (ou unitaire standard) et notée
k(A) ou k [K; 2.7]. De méme on note par K e sous-groupe GLul de G .

Plus généralement nous appellerons semi-involution de Cartan (en abrége
S.1.C.) de g une semi-involution w' conjuguée de mé par un élément de
Autp(g) {pourvu que w' € Aut;(g)) ; alers w' est une semi-involution de
seconde espéce et la forme réelle associée est dite "compacte" ou unitaire.

D'aprés la proposition 4.4 tout couple formé d'une semi-involution de
Cartan w' de g et d'une sous-algébre de Cartan h, stable par o' est
conjuqué du couple standard (mé,h) . L'alinéa suivant est donc une conséquence
de [K ; 11.7, theorem and warning].

La décomposition 5 = h, & (8 gq) pour & parcourant A(m,h ) est
directe orthogonale pour Bw. . La restriction de Bw. est définie positive
sur chaque 5, et donc sur @ 8, - Par contre g' est 1'orthogonal du centre

¢ contenu dans h' et Bw. est définie positive sur h'/c ou g'/c si et
seulement si 1'algébre g est affine.

Proposition 4.4 :

Toute sous-algebre de Cartan de 1§ stabfe par w; est conjuguie de h
pat Le groupe K

1} Les sous-algébres de Cartan de k (en un sens évident) sont donc conju-
quées par K .

2) Mutatis mutandis, ceci s'étend & toute semi-involution de Cartan.

3) Les couples formés d'une sous-algébre de Cartan stable par une semi-
involution de Cartan sont donc conjuqués par AutR(g) (et méme par Int(a)
4.6.a).

Démonstration :

Soit k, une S.A.C. stable par u
by = gh s alors wi(g).h = wl(k,) = h, =gk, donc g~ wl(g) €N . Utilisons
Ta décomposition d'lIwasawa [P-K ; cor. 4.b], on a g=khu avec k€K,
heH et uel . Alors g‘lmé(q) = u_]h'lu%(h) we(u) avec et
h we(h) € H et wi(u) €U . L'unicité dans la décomposition de Birkhoff
[K-P 5 prop. 3.3] prouve que u =1 donc h, =khh=kh . @

I1 existe g dans G tel que

I wv -
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Propesition 4.5 ¢ 2)
Swe semdi-{nvefution o' et wne semi-{nvolution de Cattan w' stabi-
Ldsent une mime sous-algibre de Cantan h , alows £ cxiste un automor-
phisme (nténieur @  dans A tel que o' ot ou' w'l commutent. De plus

W commute & tout automorphisme {infaine ou semi-L{ndaire de g commutant

avec Clautomeaphisme Lindaire o'w' = o .

Démonstration : c¢f [H ; I11.7.1]

On peut d'aprés 4.4.3 supposer que (w',h) est le couple standard.

Comme w' est moins 1'identité sur A = Alg,h) , o est une involution
sur & . En particulier g est somme directe des sous-espaces vectoriels de
dimension finie h et Byt 8. stables par o . Or o est auto-adjoint pour
B . (4.1), donc ¢ est diagonalisable avec valeurs propres réelles sur @ 8,
e; stabilise h . Ainsi P = ¢ est diagonalisable & valeurs propres réelles
positives sur @ 8, - Mais P est dans Autf(g) et stabilise h ; plus préci-
sément o est une involution sur les racines donc P est 1'identité sur A .
Comme P € Autf(q) n Stab(h) = Aut(A) « Hoona pe h en particulier P est
1'identité sur h . Dans 1'identification de Q avec (*I , P correspond &
un é1ément dans ]0,+w[I » on peut donc définir Pt € ﬁ pour t € R .

Soit ¢ un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire) de g commutant &
o ; 11 stabilise les sous-espaces primaires de o et donc de P = o? . Mais
P est diagonalisable donc ¢ commute & P et & Pt .

Comme w' cw' = w'o' = o_l ,ona w' th' = P_t . Posons w% = Ptoﬂ P-t B

ona o'l =o' Pty ptogprlt o7 pl2t = (U'[u't)'l = pltyt s

ot
-1 PZt ]

et !JJE !

o Si on prend t = %— et © = Pt on obtient que o' commute 3

-1
wy = w' . b

Theondme 4.6
al Deux semi-<nvelutions de Cantan sont confuguées par  Int{a)
bl Dewx semi-invelutions de Canfan qui commutent ot stabilisent une méme
sous-algebre de Cartan sont égales.
o) Une semi-involution o' est wne sem{-involution de Cartan &4 et seule-
ment ${ {f existe une sous-algibre de Cantan h de g stable par o' ot
telle guo B, sodt définie positive sun fa somme @ 3y des espaces

faddicdels connespondants.

Si on considére des semi-involutions non dans Aut;(g) , deux S.I.C. sont
conjuguées non pas par Int(a) mais par le sous-groupe Int{g)=Tr de Aut(g)
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Démonstration :

D'aprés 4.3 une S.1.C. o' vérifie la condition de c) pour n'importe
quelle S.A.C. stable par o'

Soient o' une semi-involution vérifiant 1a condition du c) pour une
certaine S.A.C. h et «' wune S.I.C. Quitte a conjuguer par G puis par A
{donc par Int(g)) on peut supposer que h est 1'algébre standard, que w'
stabilise h et que w' commute 3 o' . le théoréme sera achevé si on prouve
qu'alors forcément o' = '

Comme 9, est orthogonal pour B 3 B, si a+B £ 0 et comme
Bo'(“a’gu) #0,0na o'(a) = - pour tout o dans A . En particulier
Gl(ei) = fys 0'(fi) =My avec ko, My € 0 . Mais o' est une semi-

. . - - k L _
invotution donc Ai’“i =1 . D'autre part 0 < BU.(ei,ei) = B(O'ei,ei) =

A B(fi’ei) et 0 < Bm,(ei,ei) = —B(m'ei,ei) = B(fi’ei) . Ainsi A; estoun
réel négatif et by = i%" Ona o'w'(e;) = o' (-f;) =
i

“I(Aifi) = -Ti e, . Comme o' et o' commutent on a Ti =y

- ' =
Hi € etw'o (ei)

négatif, donc Aj =y = =1 . Adnsi o'(ei) =w'(e;) et o' (fy) = ml(fi) ;
i1 reste & montrer que o' = w' sur h . Or o'y stabilise h donc

o'w' € Autf(q) N Stab(h) = Aut(A) « ﬁ . Mais o' et w' induisent moins
1'identité sur A donc o'w' est 1'identité sur A et appartient en fait

A
& H . Ainsi o'w' est 1'identité sur h et g' = ' sur h., o

4.7.- On suppose dorénavant g affine“).

Conoflaine :

a) Une semi-involution o' est de Cartan si ot seubement 54 fa forme BG,
est difinie positive sur n'/c .
b] Deux semi-invofutions de Cantan qui commutent sont Zgales.

Démonstration :

Cela résulte de 4.6, 4.3, 3.11, 3.12 et 3.13.a). o

4.8.- Définitions :

Soient o' une semi-involution de seconde espéce de g et iy = ¢
la forme réelle presque compacte correspondante :

1) Une semi-involution de Cartan w' qui commute & o' est dite semi-

involution de Cartan pour o' ou A - L'involution o = o'w' (resp. sa res-

triction 4uh & gp ou Or @ k) est dite involution de Cartan de o




200.

R2

(resp. de gp ou de k) . L'algébre de points fixes k, = u% = %% = dp Nk

est dite sous-algébre “compacte maximale” de 8p 3 c'est une "forme compacte"

de 1'algdbre n° qui, d'aprés [B ; IV] ou [B-R] est presque un produit d'alge-

bres affines.

2) On a les décompositions de Cartan ag = koeaf) et k= kDGB\/-T(P ol
P est 1'espace propre de luh pour la valeur propre -1 . Comme Bw. est

définie positive sur g'/c et o autoadjoint pour Bw. , on sait que B est
définie négative sur (korwg')/R V-1 ¢ et définie positive sur (ﬁDIWQ')/R c
et que ces deux espaces sont orthogonaux pour Bw. , donc pour B . Ainsi

iﬁ{} g' est 1'orthogonal pour B de k, N g' dans gp et k, détermine la
restriction de \uh & gh . Finalement comme ' est dans Aut%(g) , le cou-
ple (gm,ka) détermine ' et o .

3) Une sous-algébre de Cartan h de g est dite "maximalement compacte"

pour ' (ou gm) si elle est stable par »' et si -o' stabilise une base
de  A(n,h)

Prepesdction 4.9

Sedct &' e semi-invelution de seconde eapice.

al T8 existe des semi-invelutions de Cavtan w' ot des sous-alglbres de
,w‘l

Cattan R maximalement compactes peur

b} Pour toute scus-afglbre de Cartan maximalement compacte, £ exdiste une

semd- onvolution de Cantan w' pour o' qud stabifise h , et cedle-cd
oAt undque & wit antemorphisme itdaieun stabilisant h ot commutant 4 o
Pees,

c] Pour foute semi-involution de Cantan o powt o', Ll exdiste une

scus-alglbre de Cantan maximalement compacte stable part  w'  ef celle-cd

est wndque & wr automerphisme (nténiour commutant & o' of o' pres.

)
Les classes de conjugaison sous Int(g)n de sous-algébres de Cartan
maximalement compactes pour ' ou de semi~involutions de Cartan pour o' ou
de sous-algébres compactes maximales de 3p sont donc en bijection.

Démonstration :

D'aprés 3.12, la conjugaison des S.A.C. et 4.5, i1 existe une S.1.C. '
qui commute & ' et stabilise n'importe quelle S.A.C. stable par o' . Alors
d'aprés 3.13.a), i1 existe une S.A.C. h stable par o' et w' telle que
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0 =oc'w' etdonc -¢' stabilise une base de a(gm,h) ; d'od a) et les premie-
res parties de b) et c).
S1 w; et w, commutent & o' et stabilisent une méme S.A.C. h , alors

- d'aprés 4.5 et 4.7 elles sont conjuguées par un élément de Int{g) qui stabi-

Tise h et commute & o' ; d'ol b).

S h et h, sont des S.A.C. maximalement compactes pour o' stabili-
sées par w' qui commute & o' , alors h et h, sont des S.A.C. maximale-
ment fixées par 1'involution o = o'w' , elles sont donc conjuguées par g € G°
(3.5) et par k€ K (4.4). Ainsi g€ kN c KN qui est égal a KH,_ d'aprés
Ta démonstration de [K-P ; prop. 5.1]. Si on écrit g =kh avec k, € K et
h € H, . alors g = o(g) = o(k,) o(h) avec o(k,) € K et af(h) € H, , d'aprés
T'unicité dans la décomposition d'Iwasawa on a ok} =k, et k, € KY .
L'algébre h, est conjuguée de h par k, qui commute & w' et o donc &
o' 3 d'olic). ©

Théoseme 4.10 :

On consddéne :

I} Les dnvolutions de premiZre espice o de g .

2) Les coupfes (o', h)  formbs d'une semi-invofution de seconde esplee ef

d'ane sous-algibre de Cantan maximalement compacte. '
3) La nelation (o',h) ~ 0 84 et seulement si o commute & o' , stabi-
Lise h et oo' est wne semi-{avelution de Cartan de o .

Cette nelation {nduit une bijection entre Les classes de conjugaison

sous Int(g) lou Aut(n)] des {nvolutions de premitre espice et des
couples  (¢',h) .

Démonstration :

1) A (¢',h) doit correspondre une o unique & conjugaison prés par un

automorphisme intérieur de 0 commutant & o' et stabilisant h ; mais se

donner o vrevient 3 se donner w' = o' et cela résulte donc de 4.9.b).

2) A o doit correspondre un couple {o',h) unique & conjugaison prés
par un automorphisme intérieur de g commutant & o prés. La S.A.C. k doit
étre maximalement fixée par o ; d'aprés 3.9, il en existe et elles sont toutes
conjuguées par Int(g)0 . Fixons donc h et une base T = {ai/i €I} stabili-
sée par o . Choisissons des générateurs (ei’fi) i€l de g qui soient permu-
tés par o . La semi-involution de Cartan correspondante w' commute & o
dans ' , donc dans g puisque w' et o sont dans Aut;(g) 3 11 suffit

alors de choisir o' = ow' . Deux choix pour o' correspondent a deux choix
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pour ' . Mais alors w; et w, stabilisent h et commutent & o ; its sont

donc conjugués par un @ € Int{g) qui commute & o et stabilise h (4.5 et
4.7) ; d'ol le résultat annoncé. a

4.11.- Conclusion : classification :

La classification des involutions de premiére espéce des aigébres affines
décrite dans [B] ou [B-R] fournit donc une classification, & conjugaison prés,
des couples formés d'une forme réelle presque compacte de g et d'une sous-
algébre de Cartan maximalement compacte. De plus, d'aprés 3.6, cette classifi-
cation est la méme pour qa',g/c et n'/c .

Plus précisément : la classification a conjugaison par des automorphismes
quelconques (resp. de premiére espéce, ou dans Int(n)}) prés des involutions
de premiére espéce fournit la classification des couples constitués d'une forme
presque compacte et d'une sous-algébre de Cartan maximalement compacte de g,
', n/c ou a'/c & conjugaison prés par des automorphismes quelconques {resp.
de premiére espéce ou intérieurs) de n,n', n/c ou g'/c . Cependant dans le
cas de g et iInt(g) , ce résultat n'est vrai que pour des semi-involutions
dans Aut;(g) ; s1 on considére toutes les semi-involutions de seconde espéce

i. e. toutes les formes presque compactes, i1 faut les conjuguer par Int(g)xTr .

4.12.- Probléme :

La classification des formes réelles presgue compactes n'est pas achevée.
Elle le serait si on apportait une réponse positive & la question suivante :

Deux sous-algébres de Cartan maximalement compactes d'une forme réelle
presquelcompacte 8p = gol sont-elles conjuguées par Te groupe correspondant
Int(g)® 2

D'aprés 4.9 cette question équivaut 4 celle de la conjugaison des sous-
algébres compactes maximales de Gp Ou de la conjugaison des semi-involutions
de Cartan commutant a o'

Pour une réponse positive, i1 suffirait de démontrer 4.5 avec o' de
Cartan, mais sans hypothése sur 1'existence de h . Car malheureusement, étant
donné deux S.I.C. o' et w' , il n'existe pas toujours de S.A.C. h stable
par o' et w' . Autrement dit i1 n'y a pas de décomposition de Cartan
G = KHK contrairement au cas classique de dimension finie. £n fait, on peut
exhiber facilement pour g de type Agl) » en travaillant dans g'/c =
592(¢[t,t—2]), deux S.I1.C. o' et o' telles que o'w' ne soit pas diago-
nalisable {cf. la démonstration de 4.5},

(B]

(81

[(B-R]

[Be]

[B-M]

[BBK]

[B-T]

(8-T,)

[G-W]

[H]

K]
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NOTES SUR EPREUVES :

Le fait que, sur g' , toute semi-involution de seconde espéce s'écrive
sous la forme o' = ow' o0 « est une involutiocn de premiére espéce et '
une semi-involution de Cartan qui commutent entre elles et stabilisent une méme
sous-alaébre de Cartan est démontré, avec quelques autres des résultats précé-
dents et sans se restreindre aux algébres affines, par Kac et Peterson [K-P2]
dans la version écrite des actes de la conférence d'Utrecht sur les groupes

algébriques (avril 1986).

1} Dans [Be-P] Berman et Pianzola obtiennent des présentations par généra-
teurs et relations de certaines formes réelles des algébres de Kac-Moody, qui,
d'aprés le présent article et les notes ci-dessous, comprennent, a conjugaison
prés, toutes les formes presque compactes des algébres de Kac-Moody symétri-
sables.
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2) Des résultats récents d'0livier Mathieu [Ma] généralisant en particulier
[K 5 9.11] permettent d'éliminer 1'hypothése symétrisable sauf quand 1a forme
invariante apparait explicitement et sauf a partir du numéro 4.5.

3} La construction de 1'immeuble de g dans le cas général est faite dans
{R4] 5 on pourra aussi se référer & des travaux en cours de Ronan et Tits
(cf. cours de Tits au Collége de France en 1989 ou [Til).

4) La considération des résultats de [K-P2] (essentiellement le théoréme T)
au lieu du théoréme de point fixe dans les immeubles affines, permet d'éliminer
1'hypothése g "affine" 1a ol elle est faite & la fin des paraqraphes 3 et 4.
I1 faut cependant modifier quelques énoncés du paragraphe 4 : essentiellement
4.7.a, 4.8.2 et 4.11 ; en particulier Ta classification des semi-involutions
n'est actuellement connue que dans le cas affine [B].

5) L'étude (a la Borel-Tits) des formes presque déployées est abordée
dans [R4].

[Be-P] S. BERMAN et A. PIANZOLA, Generators and relations for real forms of
some Kac-Moody Lie algebras.
Comn. In Algebra 15 (1987), pp. 935-959.

[K-P2] V.G. KAC et D.H. PETERSON, On geometric invariant theory for infinite
dimensicnal qroups.
In Lecture Note in Math. 1271, Springer 1987.

[Ma] 0. MATHIEU, Simplicity of general Kac-Moody Lie algebras.
Preprint, M.S.R.I., juin 1988,

[R4] G. ROUSSEAU, Almost split K-forms of Kac-Moody algebras.
A paraitre.

[T9] J. TITS, Groupes associés aux algébres de Kac-Moody.
Séminaire Bourbaki, novembre 1988.

P. S. : Mathieu indique qu'il subsiste encore un trou dans sa démonstration de
la simplicité des algébres de Kac-Moody non symétrisables ; i1 vaut
donc mieux supposer g symétrisable dans tout cet article.




