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Nous allons indiquer la classification de ces involutions et réparer
ainsi (définitivement, nous 1'espérons) les imorécisions et omissions de la
classification par Levstein [L]. Rappelons que ce dernier article contient
outre les résultats fondamentaux préliminaires (cf. [B]), une premidre étape
vers la classification des involutions de seconde espace.

Les notations sont celies de [B] si ce n'est que 1'on note par la lettre

grecque iota le nombre complexe 1 = V-1

§ 1.- Classification des involutions de premidre espdce

Soit ?} une algébre de Kac—Moody affine. Nous allons déterminer les
classes de conjugaison d'involutions de premidre espéce o de q% modulo
conjugaison par tous les automorphismes de q% (ou les seuls automorphismes
de premidre espdce de qg : ce sera la méme chose) ou les automorphismes inté-

rieurs de §§

C'est un exercice d'apolication de [B : V.§ 3 et 4].

l.1.- Involutions intérieures

Avec les notations de [B ; V.§ 3] ona m=2 donc j =0 ou 1 . Le sys-

(2)

28

ou (Aff 2) avec j = 1 . Les entiers positifs m vérifient % bi. mo= 2-j
i=o

Comme ¢ ne doit pas étre triviale au moins un des entiers j sy v,

téme de racines A% est A si et seulement si A est de type (Aff 1) ou A
] 2

9
doit étre impair.

Toute permutation du diagramme de DYNKIN de A; induit une permutation des

me qui se traduit par une conjugaison des o correspondant par des automor—

(*) La plupart des ré&sultats de cet article ont &té& &tablis par le premier
auteur préliminairement 3 sa thése. La rédaction dans le gofit de cette

thése et quelques compléments sont diis au second.
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phismes de premidre espéce (et il n'y a pas d'autre conjugaison). Par contre
pour la classification & automorphisme intérieur prés les seuls automorphismes

de diagramme autorisés sont tous les automorphismes si A! # A, tous les

automorphismes décrits au c¢) de la liste I de [B ; V.§ 3] si A% =A et 3 =20
N o o
et tous les automorphismes du groupe 2.(ﬁ6)zy/ﬁiw(9¥) de 1. c. si A; = A
et ] =1
Soit PysPls v D, la base duale (définie modulo le centre) de
00, Ay veny Up , et notons Zi = expad 1ﬂpi (0<i<?®) . Alors o est le
produit (commutatif) des T, avec i > 1 pour lesquels m,  est impair et
éventuellement de ro (si m: = j- I a, m, est impair). Ce produit est
¢ i>1
toujours réduit i un ou deux facteurs.
; s _1yrd
La valeur propre de T osur (érf est  (=1) (r€Z) , celle sur gia
c.
avec o = XL c, & est n-1 b on le produit est €tendu aux i tels que
i€7
ri soit un facteur de
1.2.- Involutions de premilre espéce non intérieures
On choisit un automorphisme de diagramme ¢ d'ordre n = 2 dans la liste

Il de [B ; V.§ 4], sans oublier que, si on raisonne 3 automorphismes intérieurs
prds, il faut considérer tous les &léments des classes de conjugaison dont des
représentants sont indiqués dans cette liste.

Ona nm=m=2,donc j=0 ou | et méme j =0 si né =2,

c'est-3-dire si ' # &' | Le systdme de racines A% est A' si et seulement si

Al est de type (Aff 1) ou Agi) ou (Aff 2) avec ‘j = | . Les entiers positifs
- - . v o . m;
m. (1€1')y wvérifient L bom =2-j ;deplus m! =-2€ N pour i#0
i RS Bt i n,
1€1 i
et ml = (j - Z“ a; mi)/no € Z ; enfin on peut supposer m, = 0 ou 1| pour
i40 1€1

Si A; # A" toute permutation du diagramme de DYNKIN A; induit une permu-—
tation des ms qui se traduit par une conjugaison des o correspondant par des
automorphismes intérieurs (et il n'y a pas d'autre conjugaison). Si Ag = Al
les seules permutations autorisées pour la classification A automorphisme inté-
rieur prés sont celles provenant de (ﬁ%)ﬁ//z GI(H¥) si j =0
(resp. ZCﬁé)Zc/ﬁlﬁl(ﬁ¥) si j = 1) , ces groupes 8tant décrits au c) de la
liste I pour A' i pour ia classification 2 dutomorphismes de premidre espice
prés on doit rajouter les permutations décrites au d) de la liste II (pour
et ) . 1 se trouve qu'il n'y a pas d'autre conjugaison & automorphismes

alénéraux prés.

L'involution 0 est le produit de p et des T (L€1I) pour lesquels
my (ou mé si 1 € I') est impair.
i
Si i n'est pas dans 1l'orbite de © , mi est impair si et seulement si

m, = 1 et alors forcément n, = 1, c'est-3~dire que ¢ fixe i . Par contre
il peut se produire que l'on ait mé impair et po # 0 (on a alors mé = -1,
j=0 Z a.m = ¥ b,m =2,m =0 et n =2) ce qui est pdnant.

’ BT TS GO Te oY ! #

Dans ce cas on préfére changer ¢ en une autre involution o qui lui est
conjuguée par automorphisme intérieur ([B ; V.1.2.c] avec b = lnso) : on garde
les mémes mi pour i € I' et mé devient 0 , ce qui est préférable ;
cependant j devient alors &gal 2 2 (contrairement aux choix initiaux).

Avec cette modification éventuelle o est, dans tous les cas, le produit
commutatif de p et de certains Ty 5 les i € I' qui interviemnent sont en

nombre au plus &gal & 2 , ils vérifient tous pi = i et ce sont ceux tels que

§ 2.~ Indications sur le calcul de 9%9

2.1.- Le calcul du systéme de racines &% = A(q;g;kp) est toujours faisable cas
par cas i partir de la description de o ; il a d'ailleurs déja été fait dans [B)
quand O = p est un automorphisme de diagramme. On peut aussi calculer les di~
mensions des espaces radiclels imaginaires et en déduire le systéme AO des ra-

cines imaginaires supplémentaires, cf. [R ; A.2.7.b].

2.2.- Nous allons utiliser une méthode différente, souvent plus rapide et en tout

P . P . g
cas plus précise puisqu'elle décrit entidrement

A B o
L'algébre de Lie Cﬁ s'écrit sous la forme L(qg,&) =Cc ®Cd® (D tr9§;)
o r€Z
ot 0} est une algébre simple de dimension finie et & est un automorphisme de

diagramme (trivial ou non) de %% , cf. [B 5 I.§ 5]. D'aprés [K ; § 8] on peut
aussi changer £ en #8 oft 0 est 1'automorphisme intérieur d'ordre fini
expad(1mh/m) avec h € Cﬁt)z = )i et m € N* ; on notera cependant qu'alors
1'éiément d de la définition de (q},g) n'est plus ['élément d 'canonique'
défini par exemple dans [B] (confer. [Rl ; 2.12 et 2.14]).

L. g A OT - . -
On décrira 9& sous la forme L( ,T ofi T est une involution de

o
et T un automorphisme d'ordre fini de CgT . En fait la forme de Killing

o A ©
(convenablement normalisée) sur Cé qui a servi d définir Q} = L(g},i)
LA . . 5 - . ST . s
(ou L(QS,EB)) induit sur 1'algeébre réductive Cé, une forme invariante et non




dépénérée ; c'est en utilisant cette forme que ]es formules de [B ; I. 5 l]

décrivent la structure d'algdbre de Lie de L(Lé M) =€ B Cd ® (D ( ) )

comme sous-algébre de Lie de Of . rez
o o o
L'algébre de lie réductive %L s'éerit l}/ﬂ) (é R %S oil } est
un centre de dimension 0 ou 1 et 03] s %’S des algébres simples ; il
o .

est alors clair que

1
est un produit semi~direct % » €4 et que
O

o q.
/te %/Ec est le produit direct des algdbres (é /Cc = L((yé'i,rr Y (le
produit est étendu & un systéme de représentants des orbites de n dans

\ q; . PR ¥
fl,...,st et nm'l est la plus petite puissance de W stabilisant Oéi) et de

1'algébre commutative (030+Gc)/¢c = L(/},Tr) = & t 9;
€7

On obtient ainsi directement la description de A(% ’h{ y compris les
racines imaginaires supplémentaires (ce sont les nf avec n#0 si n=1d
sur 5 , avec n  impair si m = -1d sur J) . On constate aussi que dans ce
cas les multiplicités (supplémentaires c'est~A-dire dans 630) des racines
imaginaires supplémentaires sont toutes | , ¢'est-3-dire que O’é'o/dlc est en
fait décrit par AG+AO

On va maintenant indiquer, (‘atégorie par catégorie, comment obtenir la des—
cription de Oéa sous la forme L(%
les notations, on ne déterminera n que modulo les automorphismes intérieurs de

0T , . R 8l n . c
()é » €& qul permet de déterminer A +AO (et méme aussi 06,)

Dans les tables, pour ne pas alourdir

2.3.- o intérieure et j =0
On a7 = expad 1mh avec h€h, et 0=j=4(h) . ainsi he @) |
/4 ° o' Z

donc 5 est induit par une involution encore notée o de

Notons, comme en [B ; 1.5,3], (Bi) i € [1,5] 1la base de “15 duale de 1la
o

hase (O(.l) i€ [1,2] . Alors '?.1 = expad msi est une involution de Cé commu-—
tant & ¥ et donc aussi une involution de (/‘é = E(Cog ,

Il se trouve que 7 est toujours de la forme %i pour un i € [1,0] et
done (éq = fj(()%li, que 1'on calcule facilement.

2.4.- ¢ intérieure er j = |
On a presque toujours o = qui est 1'identité en degrés pairs et moins
- . - - . - . A °
1'identité en deprés impairs pour la graduation naturelle de %= L(Gé,,é',) . On
'[O A o &

a donc C% = I(@;\ ) sauf si k = 3 auquel cas (% = L( Z7) 06 .

o
Pour certaines algébres de type (Aff 2) on peut avoir o = T, = T, T; avec
i >1 et &, provenant d'une racine de (% ,17) fixe par ¢ (ces cas avaient

R
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-] ]
été oubliés par Levsteln) Alors 0 induit sur Cé 1'automorphisme ETi et

A
on a O = L(Oé ,g) = L((}& que 1'on calcule facilement.
2.5.- O extérieure et po =0 :

Dans ce cas forcément (é est de type (Aff |) et on la d&crit sous la

Ay . -1 P
forme 08= L(G}) . L'automorphisme de diagramme p est [t,t ] linéaire,

sauf dans le cas de A;i) ol p =p, est antilinéaire.
. (1) - . _ -1
Si %=A2r s, P=p, et j=1 alors 0= pp T est ¢ [t,e ]
linéaire et induit sur A, 1l'unique automorphisme de diagramme £ donc
oo - 1 Ey ot - g(D)
= L{(A” ) = L(B ) = B .
2r r
. (1) - s _ _
S; (}é : )O =p, et j =0 alors o = g, = (DlTo)To et
(éo = L(a, ,0) = A 2
Dans les autres cas oli j = 0 , l'automorphisme o est de la forme p ou
a

-1
oT. et est € [t,t ] linéaire. Si £ est 1 automorphlsme de diagramme de Cﬁ(
i

induit par p , on a C’ég = E(Ooé,E) ou L(%

Dans les autres cas ofi j =1, on a _DTO et, si
VIR o _ Ao
phisme de diagramme de Oé. induit par p, on a (.é_ = L(O‘é,i)

facilement.

que 1l'on calcule facilement.
£ est 1'automor-

que 1'on calcule

2.6.- ¢ extérieure, no # O et Oé de type (Aff 1)
On a forcément né =n, = 2 , donc j =0 (ou éventuellement 2)
A L]
Seit r = po . On sait que Oé peut se réaliser sous la forme Cj, = L(%,B)

X o ° PR .
o 6 est t'involution T, = exp 1I'rpr Dans cette réalisation e, et e sont

de degrés 1 , f et f de degrés -1 et les autres e., f. de degré O ;
o r i i

ainsi ¢ et p sont des automorphismes graduds de (fixant ¢ et d)

: -2 PN
Par ailleurs p et O sont toujours C[tz,t ] linéaires.

Sl on note encore 0 I'involution, commutant & 6 , induite par o sur
6& Qé 031 O = L(C‘é, 8) = %0,8) . 11 s'agit alors de calculer
o

a =

1'algdbre réductive Oé,o et 1'involution O sur 03, Le probléme est que o
n'est pas décrite de manidre canonique.

. 2 0,0 % 6.0 °,6 2 8,0

On sait que (Oé Y o= ((53 ) et le calcul de O} et (63 )

probléme, en utilisant par exemple [H ; X.§ 5]. Ceci permet de dé&terminer 0

o

. . "o - il
sur ()3,0 (ou plutdt sa classe de conjugaison dans OS' ) quand on connafit 0}

est sans

En fait pour ne pas alourdir les notations, on ne déterminera que la classe de 6

] . . " . g, ,0 R o
by ffit ur déterminer A +A et méme .
dans Aut(@ér )/int((rég) , ce qui suffit po %
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o
p . ¥ o P 5
Pour déterminer 2§ on peut utiliser les résultats de [Kal oli tous ces

calculs sont faits. On peut aussi utiliser les résultats de calculs du type

. P . . . o ~
décrit en 2.1 (déja faits dans [B] si o = p) : la connaissance de A (méme

si on ne connait pas AO) permet de trouver laquelle des sous-algébres de points
o

fixes d'une involution de 68 a priori possibles est la bonne (on prendra garde
o

[ ' . a_ (0 o _
cependant d ce que 1'on peut avoir A XN avec 9} = XN 2] XN)

2.7.- 0 extérieure et Of de type (Aff 2)

0

ay Ak

A
PP On a intérét 3 utiliser la réalisation (% = L(AZR-I‘G) oi O

est 1l'involution ¢

o
?a de Eé - En effet cette réalisation attribue le degré |
a e, , -l a3 f, et 0O aux autres e, fi ; ainsi o et p sont des auto-

? 3
morphismes graduds de 53 et on termine comme en 2.6 ci-dessus si j = O
Cependant né = 1, on peut donc avoir j =1 . Mais cela n'empéche pas

~ 2 T o
D et o d'étre € [t ,t ] linaires, on peut donc, encore dans ce cas,

raisonner comme en 2.6.

{2) P P . ) [ iy .
b D On ilise la réalisatio 68 = L et et on raisonne
) ST+l ut € satzon M4 ( 2r-1° r)
comme poutr le a).
2 . . . .
c) Dsr) Pour obtenir sur O une graduation invariante par £ on est
. - L- . - . . Ia) -y - -
obligé d'utiliser une réalisation Cé = L(Dﬁr,gﬁ) oli f est un automorphisme
A 2
intérieur de Qﬁ = D‘r » commutant @ £ , d'ordre au moins 4, par exemple
, T : .
o= 1= éali g 5 1
expad 7 Porey Pour cette réalisation le degré de e, et &, e©st ,
celui de f et f est =l et le degré des autres e, , f., est 0O
o} 2r-1 i i

A
Comme en 2.6 ci-dessus, on obtient OL° = L(Dzr,,e) et

“

(D? )= - (A?r—Y,)O = RT‘T

Malheureusement D;r n'est pas calculé par Kabbaj. Cependant p est
une involution de D?r et £f est un automcrphisme d'ordre 4 de Dgr En .
examinant toutes les possibilités pour Dgr et ensuite pour le rang de (DZr)CQ s
on sait qu'il n'y en a qu'une compatible évec le résultat précédent
p” =p +D et 7 = 9% est un automorphisme d'ordre 4 qui permute les deux

or ror
facteurs Dr et tel que % soit extérieur sur chacun des facteurs Dr

Remarque : La nécessité pour 0 d'étre d'ordre 4 explique que ce cas n'inter-
vient pas dans [Ka]. Cet exemple a en fait deux particularités : c'est le seul
automorphisme de diagramme d’ordre 2 incompatible avec toute réalisation ﬁ(él,t)
avec  ° une involution ; c’est aussi le seul pour lequel il existe des raciﬁés

réelles positives de hauteurs non congrues modulo la hauteur de & dont les

. . - 0o - . . . P s
restrictions a ﬁ sont imaginaires. Ces deux particularités sont liges :

cf. [RY ; 3.9].

§ 3.- Tables

3.1.- Les tables suivantes donnent toutes les classes de conjugaison 3 automor-
phisme (de premidre espdce ou général) prés d'involutions de premidre espéce

d'une algébre affine e% .

3.2.- Contenu :

Dans la premiére colomne figurent le mom de %& » le nom selon [B] de
1'éventuel automorphisme de diagramme p (si 1'involution n'est pas intérieure)
et les restrictions sur le paramdtre éventuel. Le graphe de DYNKIN de q& y est
également indiqué avec la numérotation de ses sommets. L'action de P est
décrite par des fléches.

Dans la seconde colomne on trouve la désignation de o (les notations T.
et ?i ont été introduites en .1 et 2.3) et les restrictions sur le paramétre
éventuel. Enfin on indique le cas &chéant si j =1 ou j=2 et le nombre
(s'il est différent de |) de classes de conjugaison 3 automorphisme int&rieur
orés que contient la classe de conjugaison de ¢ considérée.

Dans la troisiéme colonne, on décrit ?}g comme indiqué en 2.2 en parti-
culier 1'automorphisme de 1'algdbre réductive n'est déterminé qu'3 un automor-
phisme intérieur prés. On emploie les conventions suivantes : est un centre
de dimension 1, & (resp. £,) est l'automorphisme de diagramme d'ordre 2
(resp. 3) du facteur simple considéré, n permute circulairement les deux
{ou trois) facteurs simples considérés et enfin z est l'automorphisme d'ordre 4
de Dr +Dr décrit en 2.7.c.

Dans la quatriéme colonne, on indique le syst2me de racines &° , vV compris
le systéme AO de racines imaginaires supplémentaires, selon les conventions de

[B; A.2.7].

3.3.- Remarques :

a) On constate que C% et %g

(2 conjugaison prés) : c'est un des ingrédients de la classification par Levstein.

(o] - .
o (ou b6H,A et Ao) déterminent o

b) Il ne semble pas y avoir de moyen aussi simple que dans le cas fini
(cf. [H ; X.§ 57 ou [K ; § 8]) de déduire le diagramme de 2&0 d'un diagramme

associé a Gé et p .




3.4.- Isomorphismes de systdmes de racines

Afin de ne pas multiplier les cas particuliers, on se permettra dans les

tableaux qui vont suivre d'utiliser les désignations de systdmes de racine

(finis ou affines) avec des paramétres en dehors des limitations normales. On se

rappellera pour cela des isomorphismes suivants entre syst&mes de racines ou

algébres de Lie (réductives ou affines)

. STNRE RS
B, - c, ORI
C, =B, =4, cfl) - Bl(1) - Al(1)

AE:) - Al(l)
Py =% p{ zil) p{?) . zéz)

A =B =c =0 =p=aD oD L)) Gy ()
o] o [e] o]

v
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%0 AU+A0
-1 tep 2"
o A LD (1)
int = 2 LEA) = 4 A
ﬁ(j,—m) zé”
= Toi
A (W, (10, ()
L+t Lofeas 1A ) Aj_1%Ag 14T,
)
o
int = 2 Leay = al? Aél)
si 2 '
impair
1 _ () (2)
ﬁ(Azr’E) = A A2r
2r + |
T A
o _ o) (1)
L(Br) =B Br
int = 2r+l
1
Lo, = p*) p{?)
=T
2 A _ A (1)
L(Cr) = cr Cr
= r
TPty A (1) (1)
=r L(Dr) = Dr Dr
T A _ L (2) (2)
P L(AZr-I'E) b A2r~1 Azr—l
int = 2r
0, Ber ot pmpnetn| a8zl
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2 . . 2) (2)
7 %5 \ j=1 int = 2 Ew,,8) =, Dy
n fic +¢ o) =c(h c(D) . N (4 si 2 impair)
r r r T -
(1) )
Pt = ot by 0, f25 0, f\.(/b+D£_l,—Ide) Df;i +2$?)
2r-1 2v r r A () () 0 -1 .
] L(A,_ +4, fx-1d TN A = ] )
~r— 7 Parm D e f\g 0_2‘/j Y 2 HGIE JIR A1) DY) +D;72.
i=2 j =2 2<igy a
5 -1/ \Q i <igy
’ o Tt s fwy SRR M CH p 2y , (@
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o L{(B. ) = B(l) B(l) r-2 T+
int = 6 By 3 3 2r
3 B1T =gt A (1) (1) (1)
ool o ! L(C2+A]) C2 + A1 Dzr—-L 01 r>3
int = 6 : (o] [ _o(1) (1)
. 2 r-1 Py L(Br-lﬂar—-l’“) —Br—l Br—}
Aoty R () () l/j D
4§ L, ,£) = Dy D} 2r-24 4 ot = o
© o . -3 r
j =1 int = 6 9r-1
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i 4]
G, N . A (1) (1)
7 i L () (1) i=1 T, L(A) = A A
b L(GZ) = GZ GZ
e o . A (2) , ()
s ) SIS Ay Lz 2 e LAy s [ 80500 * 0005
LT Lagrc) a7 e 1<i<e -TdxExE) +z{?)
e o .1 L BN 0
. _ e A (1) (1) - I NN (1)
T, =T, L(B,) = B, B, i 1 T, L(BQ) BQ BJ&
0 1 2 3 4 A
- + s T Berpy = w (V) (1) o S G LI R
N 4 4 2 T. = i +A, T ' +
3 =1 AZE—l 223 i T, 6ii > 1 2i-1 Tz2g-2i-1 21-1
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