Formes réelles presque déployées

des algeébres de Kac-Moody affines

Guy ROUSSEAU

§ 1. Introduction
1.1. Les algébres (de Kac-Moody) affines gui nous préoccupent sont
construites comme suit, cf [K| ou [R1]

L:4
Soient % une algébre de Lie simple complexe et & un automor-

phisme de i d'ordre fini m * 1 ; on note %j l'espace propre de 8
dans ﬁ correspondant a la valeur propre exp(2ij7/m).
L{( i ;) = @ - 5” est une algébre de Lie de dimension infinie
€z 3 A
pour le crochet tel que [th,tRYﬁ = t3+ng,Yj .

On lui rajoute un centre de dimension 1 pour obtenir 1l'algébre de
Lie 7’;: i( ﬁ +» 83 ® Cc  avec le crochet tel que

[tjx + e, tYY +uc] = tj+Z[X,YJ + jaj,_n(X'Y)c
ou éj,—l est le symbole de Kronecker et [(-l+) la forme de Killing.

On plonge enfin & comme idéal de codimension 1 dans l'algébre de
Lie §»=:£( 5:,8) = CD & %f avec le crochet tel que [D,c] = 0 et
fp, tIx] = 5 tx .

Ainsi %f est l:algébre dérivée, Cc le centre de ? et ?7@c
est isomorphe & L( % ,0 ).

Si on remplace m par un multiple m'm dans la construction pré-
fédinte on obtient une algébre ﬁ( é ,8 , m'm) qgui est i?omorphe E:Y
L ? ; 6) : 11 suffit de changer D en m'D , t en ™" et ¢ en

c/m' .

o
PROPOSITION 1.2. Soient h un élément semi-simple de &% fixe par 8

dont toutes les valeurs propres sont entiéres et p z 1 un entier ;
e

posons o = exp ad(2inh /mp). Alors o commute & 8 t 60 est un

automorphisme de é d'erdre divisant mp

~ °
Considérons 1'application linéaire ¢ de L( 8 ,6 ) dans

T ?.,em , mp) définie par :
©{D) = (D-h)/p elc) = pcC

o(tIx) =PIy 4 5. (hix)c  si X dans o

3.0
vérifie [h,X] = NX

Alors ¢ est un isomorphisme d'algebres de Lie.
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Démonstration : Soit ¢ = exp(2in /mp) . Si X ¢ % 5 et [h,x] = NX
ona of(X) =¢PIx et ox = eNX ; comme, de plus, ad h et 8 commu-—
tent donc sont simultanément diagonalisables, ¢ est bien définie. Elle

est clairement bijective. Montrons qu'elle est compatible aux crochets.

On a (h|X) = 0 si N # 0 puisque (-|-) est invariante ; on en déduit
facilement que o([D,x]) = [@D, ex| pour x dans 9§ . Si X¢ gj
[h,x] = N, Y¢ ?& , {h = MY on a :
[o (7% +2c), olt?y + ue)] = [tPI"Mx + ac, tP*™My 4 pe
- pitpe +N+M \
t [x,¢v} + (p3+N)an+N'_pg_M(xty)c .

or of [tIxtac, th+uc]) = o (37X, ¥] + 54, (XI¥)C)

= gPITPAINM Y vy 55 _, (PIXIV) + (nI[X,¥)))e

Mais (hl[X,¥]) = ([n,X]lY) = N(X|Y) et (X{Y) est nul si N+M # 0 ;
d'ol 1'égalité cherchée.n

L]
1.3. 11 en résulte qu'a isomorphisme prés & ne dépend gue de %

et de l'entier k (= 1,2 ou 3) le plus petit tel gque 8§ soit un auto-
morphisme intérieur. Si le type de % est Xrl , on dit que le type de

(k)

% est X, 8i k > 1 (resp. k = 1) on dit que B est tordue

(resp. non tordue).

1.4. On sait que les formes réelles de ? correspondent aux semi-

involutions de 7 ;, ¢'est-a-dire aux automorphismes ' de 7- tels que

%= 1d et (X)) =% t'(X) pour A € € (semi-linéarité). Il y a
deux maniéres assez simples de construire des semi-involutions de ? :
Si ' est une semi-involution de % satisfaisant $'6 ¥ = o'
on a alors %l(%fﬁ = éj puisque ¥ est semi-linéaire et )= ﬁlﬁ',e)

est la semi~involution définie par r;(D) =D, T;(C) = ¢ et Ti(tJX) =

£ 2 (X3 pour X € éj .

Si ¥ est une semi-involution de & satisfaisant Ye¥=¢ , on a
2 ’ . (a3 -3
alors ?(!ij) = ﬁ'j puisque 1’ est semi-lindaire et Té= L(t ,8)
est la semi-involution définie par <t (D) = -D , r;(c) = -c et

; ot R 2
(edx) = €7 F 0 pour x € o
1.5. Exemples : Goodman et Wallach [G-W| ont introduit les semi-involu-
tions £2(§', Id) des algebres affines non tordues.

Le cas ol # est une involution non triviale commutant & 1 «corres-
pond aux espaces affines symétriques, cf (Rl] . On peut alors construire

T'l et 1

N

-3
Si &' est une semi-involution de Cartan de 7 {correspondant a une

forme compacte de 5 ) et commutant & 6 (il en existe), alors on dit
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que o' = wé est une semi-involution de Cartan de y correspondant a

une forme "compacte' de 9 .

©
1.6. Pour une méme algdbre ?f' les différents choix de %‘» et 8 tels
£

que ? solt isomorphe a i( ?D,e) et de <’ satisfaisant & 1'une des deux
relations ci-dessus permettent de construire beaucoup de formes réelles
de B} .

On va en fait montrer gu'on obtient ainsi presque toutes les formes
réelles, cf. 2.6 et 2.7.

Sauf mention du contraire on reprend les notatioms de [ K|, [B],

[R1] ou [r2] .

§ 2. Structure de g et de ses automorphismes.

° L
2.1. L'automorphisme o de ‘7 fixe un élément régulier X de % .

&
Soit h = Cg (X) la sous algébre de Cartan (en abrégé SAC) correspon-

¢ ° °
dante et 110 = hq %, - alors h = ¢Cc @ cp @ 110 est une sous-algébre de
Cartan de 7 ; c'est-a-dire une sous-algébre adoj-diagonalisable maxi-
male de o , cf [P-K| , [K] ou [RI]

2.2. Si maintenant *h est une SAC quelcongue de 0/~ , l'ensemble
A= Al 2(/, k) des poids non triviaux de ‘+h dans B} est un systéeme de
racines infini mais dont les espaces propres sont de dimension finie

Oon a ? =% e (® ?Q).
o

€A
Il existe une base 1 de A et un systéme A* de racines positives,
+ -
onpose’b="l®(® )et’l)z?\@(ﬁ) gr(!).
a>p ¢ ac<y Yo

Si +h est construit comme en 2.1, on peut prendre pour a* l'ensemble
des racines a telles gue {(a(D), «l{X)) soit positif pour l'ordre lexico-

graphique sur Z x € .

2.3. Le groupe Int( O}} (resp. Int(sf}) des automorphismes inté-

rieurs de D} (resp. 7') est engendré par les exp ad X pour X dans
% ou dans ?Q {resp. X dans %La) avec +g dans 1 , cf [P-K] ou [R2].

THEOREME 2.4. [P-K] :
1) Deux sous algébres de Cartan de GVI sont conjuguées par Int(l’?')

2) Une sous algébre de Borel (i.e. une sous algébre complétement

résoluble maximale, cf [P-K])de 7 est conjuguée de 1 ou de b par
Int (o))

3) 'y et b ne sont pas conjuguées par Int(?).

2.5. I1 y a donc deux classes de conjugaison sous Int( 7) de sous-

algébres de Borel de ? . Un automorphisme (linéaire ou semi-linéaire)
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de ? est dit de premiére espéce s'il stabilise chaque classe de conju-

gaison, de seconde espdce dans le cas contraire, [L]

Levstein [L]| a étudié et classifié les involutions (linéaires) de
premidre espéce (résultats améliorés et corrigés par Baush : [B] et
[B-R] ) et de seconde espdce (dans ce cas la liste produite est exhaustive

mais peut-étre redondante).

Une semi-involution de premiére (resp. seconde) espéce, par exemple
¢ + . N 7 .
ri(resp. 12) de 1.4, donne naissance a une forme réelle dite presgue
déployée (resp. presque compacte} car les formes déployées (resp. "com-

pactes") en sont des exemples ; cf [R2].

2.6. D'aprés [R2] si 1’ est une semi-involution de seconde espce,
il existe une (conjuguée de la) semi-involution de Cartan ' qui commute
a t' ; alors +t'w’ est une involution de premdre espéce et l'on obtient
ainsi une bijection entre les classes de conjugaison d'involution de
premiére espéce et les classes de conjugaison des couples formés d'une
semi-involution de seconde espéce 1’ et d'une SAC "maximalement compacte"
ou des couples formés d'une forme réelle presque compacte et d'une sous
algébre "compacte" maximale. Malheureusement les SAC maximalement compac-
tes de (%1,, 1') pourraient ne pas étre toujours conjuguées par Int(ﬁ})T'
et 1'on n'a donc pas forcément la classification des semi-involutions

de seconde espeéce.

D'autre part la classification de [B-R| et [Rl] montrent gque quel-
ques involutions de premiére espeéce de 7 ne peuvent provenir d'une
o

involution de 7.. Il y a donc quelques semi-involutions de seconde

1

espéce de ? qui ne sont pas de la forme T, - On pourrait cependant les

b

mettre sous cette forme & condition d'étendre la construction du paragra-

phe 1 au cas ou 5 est semi-~ simple (somme directe de 2 algdbres simples

isomorphes).
THEOREME 2.7 : Toute semi-involution de premidre espdce 1/ de 1l'algébre
affine %} de type Xék) s'écrit sous la forme 1! = £1(¥',e ) pour un

«
certain choix d'une algébre simple 7 de type Xn , d'une semi-involution

hAA L
' de o , d'un automorphisme 6 d'ordre k ou 2k vérifiant Tol =
- s ©
6"' et d'un isomorphisme de % sur L(?,e)

2.8. Ce théoréme sera démontré dans la suite de cet article dont il
constitue le but. Il permet de connalitre toutes les formes presque dé-
ployées de 7.. La démonstration peut en fait donner la classification
a4 isomorphisme prés des paires formées d'une semi-involution de premiére
espéce 1! et d'une sous algébre de Cartan "maximalement compacte”,

(cf § 4). Malheureusement deux SAC maximalement compactes de ( ?,r’)



256

H

. . . ¢ K T
ne sont certainement pas toujours conjuguées par Int(%) , et 1'on n'a
sans doute pas la classification des semi-involutions de premiére espece

ou des formes presque déployées de ?

2.9. Considérons donc une algébre affine % et une semi-involution
de premidre espéce ' de %{ . D'aprés [R2 ; § 3] il y a bijection entre
les classes de conjugaison a isomorphisme prés des semi-involutions de

premiére espéce de 8 ou de 8 /Cc

Dans toute la suite de cet article on remplacera donc %{_ par %—/EC

(sans changer le nom).

. . N ¢ .
On va construire dans les paragraphes suivants 5} ;1 puis 8

Pour cela on utilisera éventuellement un isomorphisme de % avec

L(ﬁ} ,£)/Cc olu ¢ est un "automorphisme de diagramme” (d'ordre k) de
l'algébre simple 1? [K: § 8] ou [R1] . L'élément D est alors noté
d , c'est le poids fondamental Py correspondant a une certaine base
numérotée 1= {ao,ul P ,ag} des racines.

c
e/

§ 3. Construction de Y et <

3.1. L'application de translation B

~ LJ
Choisissons un isomorphisme de q) sur L(z%f ; 62)/(130 pour un
certain choix de 2?} et 82 d'ordre m . On a alors un isomorphisme de
% sur L{ 29} , 8) et l'on construit donc un lsomorphlsme de ad gj -modu-
J j+m
les B : ? — ? £t°% —> t° X pour X dans 23}-3

En fait (Id—"@)?: est un idéal maximal de 3{/ puisque le quotientl
est l'algdbre simple ,% . Or d'aprés [K; 8.6] tout idéal maximal de &
est de la forme (l*atk)fjl avec a€ @° pour l'identification de 7 avec
3(1% ,£) de 2.9. On en déduit facilement que tout isomorphisme de ad?’»
module ‘Gl : ef'-——> 0}' tel que (Id—‘@1 )%l soit un idéal maximal est la
multiplication par at ou at avec a€ € , dans cette identifica-
tion.

En particulier l'application % est canoniquement déterminée par
l'algébre de Lie ?’ au changement prés de % en a ! avec ac C*

Un isomorphisme du type de la proposition 1.2 échange les applica-
tions @ .

3.2. ® et ad % : Reprenons les constructions du premier alinéa
de 3.1. : Dans l'algébre de Lie End( %{l) , & commute & ad yl puisque
c'est un isomorphisme de ad Q/' modules. Par contre on déduit aussitdt

des formules gque [ad D, €] =n¥® .

+ :
3.3. € et ' : D'aprés 3.1 ona 1G T = a®* avec ac €* . Mais

1! est de premiére espéce donc, d'aprés [R2; § 3], elle induit sur
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%/?f’z €D la conjugaison par rapport & RD , en particulier ='D €D+ Zj',
et, d'aprés 3.2, J[ad'D,® | = m G . Ainsi [ad D, 7'€1] = mr'e’ et

'€ 1’ ne peut &tre que de la forme t'gt'= a® avec acc”

Comme % = 1d ,ona © =1a®)t= ar€r’'=aa® , donc aa = 1 .
D'autre part si be€* ona ™Mb®¥)v = ba® = (ab/b)b® . Il existe
donc beC* tel que 1 (b¥)t' = b B . Enfin un simple calcul montre que

b% est conjugué de © par exp ad((log b) D/m).

Ainsi, & conjugaison prés par une automorphisme intérieur de % ,
on peut supposer gue t’' commute 3 ©

Ce résultat est un point clef de la démonstration : dans le cas des

L . N -1
semi-inveolutions de seconde espéce, on a 7'%1'= a® et on ne peut pas
toujours supposer TG’ =€ (i1 peut y avoir un signe). Ceci expligue

les exceptions, indigquées en 2.6, au résultat annoncé en 1.6.

© o
3.4. 8 et T’ : Le quotient § de ‘7/ par (Id—‘@)?j' est une algé-
bre simple. On note 7w : %f’ s ‘:? l'application gqguotient. La semi-
involution ' commute 3 ¥ , donc stabilise (Id-%) v; = Ker 7 et

> v . . 4
passe au quotient en une semi-involution T de ?' .

3.5. Unicité : Le € qui commute & T est unigque & une constante

réelle prés. Or multiplier ¥ par une constante b réelle positive

c'est le conjuguer par exp ad aD avec a = log b/m dans R ou par
exp ad a(D+x) pour n'importe quel x¢€ %’ , (cf 3.2). De plus %(D +1'D)
est dans D + °]' (voir 1le débu:c de 3.3), et est fixe par ' . Donc a
conjugaison prés par Int(?}»)T , il n'y a que © et -T qui commutent
a ' .

pDans 1l'écriture 9’ = L(ZQ} R 62) on voit bien gue les différents

choix de ¥ donnent des algébres 7 isomorphes, entre elles et & 23} .
Comme on verra en 5.7 et 6.3 gque l'on peut supposer 1' gradué pour la
graduation naturelle de L(Z% ,ez) ces isomorphismes entre algébres

échangent les semi-involutions %' .

pour le moment on choisit ©{ou -%) et alors gj , ¥ et v sont

bien déterminés.

§ 4. Sous algeébres de Cartan maximalement compactes.

4.1. soit h une SAC de o , alors 4 =%hq ?(" détermine h , car
h= (X € Cy (h) = Vim/ad,ﬂtx diagonalisablel , cf [B; IV 5.1] .
La projection 7 induit un isomorphisme de 11, sur la sous-algeébre
(h) de %a qui est contenue dans une unique SAC de % n('h’)c =
C&(n(h)) : en effet sih est la SAC de 2.1, on a 5 (h) =h et le

0
résultat général s'en déduit par conjugaison par Int(?) .
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4.2. L'ensemble A& = a(ef , %) des racines de 7 par rapport a %
est un systéme de racines fini {éventuellement non réduit) : en effet
par 7 il est isomorphe a A(l?, ' 1.;) .

L'ensemble des restrictions a + des racines de A est & U {0}.
Les racines de A dont la restriction & * est nulle sont dites imaginai-
res : ce sont les multiples entiers non nuls de 1l'une d'elles ¢ dite

plus petite racine imaginaire positive. On a 6(d) = 0 et § est fixe

par tout automorphisme (linéaire ou semi~-linéaire) de premiére espéce de
s . . / /
% stabilisant A . L'application T de % sur %} transforme %a en

9;(”]{5 : elle induit une translation sur a .

4.3. Définition : On dit gque la sous-algébre de Cartan h e %l est

i
maximalement compacte si 1’ stabilise % (et donc h) et si -+ stabili-

se une base du systéme de racines &

I1 est équivalent d'exiger que ‘A soit stable par 1’ et que -%’
/

stabilise une base de A(ha . T (71' )C) . Ceci signifie gque (1‘)0 est

maximalement compacte {(ou fondamentale, cf [W]).

La terminologie vient de ce que -t' ne peut pas stabiliser de base
de A(%, +h) puisque t' conserve le signe des sous-algébres de Borel ;
la condition ci-dessus exprime donc que ' est le plus proche possible
de - Id sur a4 .

PROPOSITION 4.4. Il existe une sous algébre de Cartan maximalement com-

pacte pour ' .

Remargue : Malheureusement deux telles SAC ne sont sans doute pas toujours

I
conjuguées par Int( %)T .

Démonstration : La semi-involution de premidre espéce t' agit, par une
involution, sur 1'immeuble .7* des sous algébres paraboliques (propres)
positives de ¥ , cf [R2 ; § 1] . De plus d'aprés [R2 ; § 2] t' stabilise
une SAC h et une sous algdbre parabolique positive F contenant h .
Ainsi T’ stabilise 1'appartement athy ae 3% et 1a facette F{ p) de
cet appartement. Quitte & changer F on peut supposer que 1!

pas de facette de F LOF I

ne stabilise

L'appartement A{h) est 4:1R ={nhech/ath) €R, Ya € & , §{h) = 1} ;

il contient d et est affine sous 41']R ={h €¢h/alh) €R , V¥ a €} .

Soit V le sous-espace vectoriel de /;‘,]R engendré par %(P) ; comme
F( F) est un simplexe de V et ne contient pas de facette stable par
' (qui est involutif), forcément -1’ induit l'identité sur V . Soit

s 1ltalgébre de Lie engendrée par h et les ?}'a tels que ol(FH{p)) =0

(et donec a (V) = 0) . C'est 1l'algébre de Lie réductive intersection de H
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et de la sous-algébre parabolique § opposée & f par rapport & h ;

elle est stable par ' , son centre ”5 est inclus dans h et C® V =
+ n 's est un sous~espace de codimension 1 de } . De plus si X est
un élément de A régulier pour s , il existe un élément Y de X+V
dont le centralisateur dans % est C%( R = B/Li .

D'aprés la théorie générale des algdbres de Lie semi-~simples, il
existe une SAC 11,1 de s (donc de ® : [R2 ; § 1]) qui est maximalement
compacte pour (s, t!) c'est-a-dire que 1’ stabilise h et -1’ fixe

un élément X, de ’A; régulier pour s . Mais %1 conti;nt ’5, , donc -t
fixe X, +V qui contient, d'apreés l'alinéa précédent et par conjugaison
cf [R2 ; § 1] , un élément Y, dont le centralisateur dans & est

C% (7{1) . Ainsi Y, détermine une base de A(Qj ,7711) stable par -1/ et
4 '

: est une SAC maximalement compacte pour ' .o

§ 5. Cas non tordus : k = 1

PROPOSITICON 5.1. Il yv a correspondance bijective entre les classes d'iso-
morphismes de

1) certains triplets (o ,t,98) formés d'une algdbre simple com-

WV : . ' ol . . . 7 :
plexe Qj » d'une semi-involution v de ® et d'une involution intérieure

&
6 de ® _commutant & ', qui doit plus précisément &tre de la forme
6 = exp ad ivH ol H appartient 3 uen sous-algdbre de Cartan maximale-
ment compacte de ( % LT

2} les quadruplets (% ,th, ’;‘t, +) formés d'une algébre affine non

tordue ® , d'une semi-involution de premiére espece ! de &, d'une

sous algdbre de Cartan maximalement compacte Hh de (‘5? ,7') et d'une

classe de conjugaison de sous algébres de Borel + de %t

Remarques 5.2. a} Cette proposition précise le théoréme 2.7 si k =1 .

b) Si 1l'on fixe %( et donc 93 , on obtient une bijection entre les
classes de conjugaison sous But{ ?o) de certaines paires (1, 8) et
les classes de conjugaison sous le groupe Aut' ( 9'() des automorphismes
de premiére espéce de 2} des paires (t',%h) .

c) La démonstration qui va suivre dans le reste de ce paragraphe 5,
et plus particuliérement le 3&me alinéa de 5.6 permettraient en fait de
donner une classification explicite de ces quadruplets ocu d'indiquer
quels sont les triplets qui interviennent effectivement. En particulier

H doit &tre fixe par -% .

-3
5.3. Description de l'application (?,1', 8) +—> (%,T','h, +).
E=3 A @
On pose évidemment 90" =L(®,6)/Cc et 1 = Ll(-‘r’ , 8) . Boit h une

SAC maximalement compacte de (? ') telle que & = exp ad irH avec
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H ¢ 110 ; on pose alors h = @D e‘}: et + est la classe de conjugaison de
la sous-algébre de Borel correspondant au systéme de racines positives
AT formé des o ¢ A(% h) tels que {al(D)}, O‘i’k } soit positif dans
7 % A(!? 1\) ordonné par l'ordre lexicographique, le systéme de racines
positives &A%Y sur A(S»Ot 11) étant quelconque {(cela n'influe pas sur la
classe de conjugaison de At ) .

Cette construction est fonctorielle donc une conjugaison de (;},:',
8, 7':) par un isomorphisme se traduit par une conijugaison de (DJ ,T',11.+)
par un isomorphisme. D'autre part on a fait un choix pour 7‘ , mais un tel

choix est bon si et seulement si w est maximalement compacte pour (Qj

%') et fixéde par 8 , ce qui impligque que 11 est une SAC maximalement
compacte de (% ,?') J deux tels choix sont donc conjugués par

!
Int(ﬂ}e) = Int(‘# ) 9T 11 en résulte que 1'on a bien construit l'appli-

cation annoncée entre les classes de conjugaison.

5.4. Les numéros suivants sont consacrés a la réciprogue. On se donne

donc ,1', h et + . On a construit 7 et 1’ au paragraphe 3 et d'apres
- ’ o

4.3 h = x(H) est une SAC maximalement compacte de (? LT
5.5. Le réseau 71 : La plus petite racine imaginaire positive

6=zaioai deA:A(%’ 11} est assocxeea';‘!et+ . Alors ﬁlf-{hé/h/
§(h) = 1 et alh) e vo € A} est un réseau de l'appartement alh) =
"1§R . C'est un espace affine sous /;1% = {h € 71!/@(1’1) €% va €A} qui

contient 4 .

LEMME : 111% est 1'orbite de d dans h sous le groupe Aut;R(Qj,'h) des

automorphismes (lindaires ou semi-lindaires) de premidre espéce de %’L

qui stabilisent ‘h . Tout élément H de /Alzz peut étre identifié a 4

en changeant la base de s par un élément du groupe de Weyl et la numéro-~

tation de cette base par un automorphisme de diagramme.

Démonstration : Il est clair que ’;11% est stable par AutﬁR(g},’ix) , il
suffit donc de démontrer la seconde assertion. Par le groupe de Weyl on
peut ramener H dans 1'alcove fondamentale, alors H est un poids fonda-
mental p; avec coefficient a, = 1 et, grdce & un automorphisme de dia-

gramme on peut ramener H sur 4 = 0 a .

5.6. Construction de & .

!

D'aprés le lemme on a 1'(d) = d& + h' ol h' est dans 7122
identifié a ,h?Z . Comme t' est involutif, on voit facilement que
-4
h' € 'hm(—%') c'est~a-dire que f'(h') = -h' .

Mais d n'étant pas canoniquement déterminé, on peut {quitte a
changer de base et de numérotation, cf 5.5) remplacer d par d+h avec
-4
h eh, alors (a+h) = (@+h) + h' + ¥'(h) -h . Ainsi h' est bien
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14 .
déterminé dans le groupe (de cohomologie) 1122(—%”)/(9(' - 1d) 'hzz .

D'autre part h est maximalement compacte donc -%' stabilise une
s ° 7 o o o
base H={el,...,&z} de A(Sj,'ﬁ)=5(€},¢w} et n==—11§ en est
o o
un automorphisme de diagramme. Si Plre-esP est le systéeme correspondant
° o [
de poids fondamentaux on a 'AZZ =8 Zp;, et —%l(f)i) = ;ni . Ainsi
o o o ° oi °
o (-¥) = (8 m D)6 (@& Zmp.+b .)) et -(-1 -1 h_ =
z " ni=i 1 i<ni Py pnl Z
© ° < & ot o} °
(2,228 0 (8 a2k +5 ;) donc hy(-¥y/ - 1) by -

8 (m/2%)p, .
ni=i 1

L'automorphisme & = exp ad imh' est une involution (triviale ou
o
non) de ?f commutant & f et de la forme prescrite. De plus & est bien

déterminé par (eof,', h,o+) .

5.7. Conclusion
On sait qu'a isomorphisme prés on peut supposer que
95(' = ﬁ( g )/Ce et h=caeh , les classes de sous algébres de Borel
positives se correspondant également, cf § 3. Mais d'aprés 1.2 il existe
un isomorphisgme de /I\.(l?;)/(rc sur ﬁ(e:t, 8 , 2)/Cc qui est l'identité
sur 7:, échange les applications % (3.1) et transforme 2d+h' en D .
or T' fixe 2d+h' donc la semi-involution 1 sur i(%,e , 2)/Cc fixeh
D, i.e. est graduée. Comme d'autre part t' commute A T et induit sur %

s . . [ a )
la semi-involution 1 , t' ne peut &tre que L, (¥ ,0) .

On a donc construit un inverse & gauche & l'application décrite en
5.3. entre les classes de conjugaison ; ce qui achéve les démonstrations
de 5.1 et de 2.7 si k =1 .

§ 6. Cas tordus : k = 2 ou 3 .

6.1. Dans ces cas nous allons donner un résultat moins précis que la
proposition 5.1 et nous limiter 3 la démonstration du théoréme 2.7.

On se donne donc une algébre affine # (quotientée par son centre),
une semi-involution de premiére espdce 1’ de & et une SAC maximalement
compacte h .ona déjébconstruit en 3.4 une algébre simple B:; et une
semi—involu:c\io:z ' de %t ; il reste a constiuire 8 et un isomorphisme
de 7 sur L(ly ; 8) qui transforme <+’ en Ll(?', 8) . /

. Soient {3, ,...,3,} une base stable par -—?"de A o= A(%’,/h) =
A(%},/Aoo) et pyr---rp, la base duale de 7"-=710.P,0ur i=1,...,2
on note n. la dimension de 1'espace propre Y 3. de h .

L'orbite de d dans h sous Aut];(%,'h) nrest plus /Aéz . I1

faut le remplacer par l'ensemble des "sommets spéciaux".
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LEMME 6.2. Soit 1151 l'ensemble des h ¢ 71172 tels que pour tout o dans

A o —-eoflh)$ est dans & ou 20 .

1 . U ! .
1) k! est un espace affine sous le sous-groupe /hs de 1122 formé

des h ¢ 7’(22 tels que afh) € kZ si a €2 a un espace propre %'&

de dimension 1.

’ k -
2) h_ = @ - up.
= i=1,2 i Py

3) 11; est 1'orbite de d dans R sous Aut;R(ﬁj,'h) . Tout élément

H de 4181 peut étre identifié & d en changeant la base de A par un

é1lément du groupe de Weyl et la numérotation de cette base par un auto-

morphisme de diagramme.

Remarques : a) L'ensemble 25 de la définition de ’hsl n'est utile que
(2)
2%
comme dans les cas non tordus.

Vs
pour §j de type A . Dans ce cas on a d'ailleurs 'h; = ﬁizz et 415 =
’

h

7
b) Dans [B; I § 6] on indique dans tous les cas le groupe
4

H Py o
’;?E/ZZ Woe; . I1 se trouve que ’315 contient Zzwoe% et gue les tables

3 , . ’ 7 ’ ° v
de [Bj permettent de déterminer 7\22/ ’;15 et ’]‘zS/ZZWQ @i . En effet ce
dernier groupe est en fait isomorphe au groupe Aut(A) des automorphis-
mes de diagramme. Ce probldme est déja apparu dans [B] : cf la remarque

x

& la fin de la liste I du chapitre V.

¢) Dans la réalisation de décrite ci~dessous, la formule 2) ci-

k

dessus montre que 115 T Y 'AE qul est bien contenu dans

°€ _ o _ t

(Re)y = (th)y =hy .
~ =
Démonstration : On utilise la description de %( sous la forme L{ Dai,g y/Cc
oll £ est un automorphisme de diagramme (d'ordre k)a de 7 :
Ceci signifie en particulier qu'il existe une SAC h ae %’ stable {ainsi
-] 1]

gu'une base I = {a.} de son systéme de racines A ) par ¢ . Alors
“+ ¢ C 4°¢ - s K

= Td & 710 ’ h - 0 = et & est l'ensemble des restrictions o =

o

& des racines & de A . Pour 0 sj< k-l on note Ej l'ensemble

11{5

des racines g € & telles que £ admette la valeur propre expi2irij/k)
/7

sur %{a . Alors Ao qui est contenue dans le dual de €d & h est formé,

% une identification évidente prés, des éléments de la forme (j+kn)s +7%
(2)

- - .
pour o € A. et n € Z . On constate que A =A0 sauf dans le cas AH

ot A ¢ Zoju 220 .

1) Posons ’A.IS = {h 61‘\//1’1+d € /h; 1. Alors 'hls est formé des h € 72,22
tels que a —alh+d)s € AL 2a, pour o € 5 c¢'est-a-dire tels que
a-alh)s €6 A U2p , pour o = al(d)s + 3 € A .

Si k = 2 , cette derniére condition équivaut & o{h) € 2%
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quand @ € A mais G ¢ (Eo U 230) n Zl autrement dit quand EEZ-Zl ou enco-
re quand o est de la forme & avec £@) =a et a non divisible. Cette
derniére restriction est inutile car si & est divisible, a{h) ¢ 2% .

Ainsi 'f'r:S est formé des h 6’)'1'25 tels que at(h) € 2% si T €4 est

— ry ° N . . o
de la forme § =& avec fx =a autrement dit si dim 4 =1
8i k =3, la condition équivaut & @lh) € 3% si § €1 mais
p— - - - — — o
= = t —-a-di i i =
a € A=A, a0 N A, , c'est~a-dire si dlm‘ya 1

o

2) Comme ¢ stabilise h , S8i une racine & € A est fixe par £ ,

on peut l'écrire sous la forme & = I Neos+, 5 o a (&4 e R0
ta.,=a, + 1 qa.,Ffea, T 1 1
1 1 1 1
Autrement dit = ¢ )‘iai + ?Zé kxi'&i ; on en déduit immédiatement gue
4 = X 5=
) Z B -

8 i=l,s Dy
3) 11 est clair gue 11; est stable par Aut;R( %{,41) il suffit donc
de démontrer la seconde assertion. Par le groupe de Weyl W on peut
ramener H dans l'alcove fondamentale, alors H est un poids fondamental
p, avec a; = 1 et n, = k . Mais alors la classification montre gue

1
H est transformé de 4 = p, par un automorphisme de diagramme. O

6.3. Conclusion :

z
Comme en 5.6 on montre que 1'(d) = d+h’ ol h' ¢ 'Hs est fixé par
H

-2 mais n'est déterminé gque modulo (71 - Id) /hs .

Or -1' ou encore -7 stabilise la base {al,...,al} de 3 :
—%’(ai) = Eni et d'aprés le lemme précédent h' est bien déterminé dans
le groupe quotient ;) (Z/27) k5 .

STy n, ‘i
ni=i i

©
L'automorphisme 6 = £ exp ad(iwh'/k) de %f est d'ordre k ou 2k.
A ©

~ °©
D'aprés 1.2 il existe un isomorphisme de L(?,g)/ﬁ:c sur L(? 8y

2k) /¢ qui est l'identité sur he échange les applications E et

transforme 2d+h' en D . Or 1’ fixe 2d+h' , c'est-a-dire qu'elle est
(-3

graduée pour la graduation naturelle de ﬁ( ?,e, 2k) . Comme d'autre

N . : 2 s s . !
part v’ commute & € et induit sur % la semi-involution 1 , on ne peut
A i3 P -
qu'avoir 1 = L1 (¥,8) ; ce qui achdve la démonstration du théoréme 2.7.
1 . 2 x o o
Remarque 6.4. Ainsi Y stabilise les espaces propres de s , donc 1'8 T =
8! . Par contre si l'on cherche, en vue d'une classification, & cons-

a

s ° N N . e ©
truire 1 = Ll(‘r',e) , C'est-a-dire 6 , & partir de 7 yT', £ et h!

choisi dans le groupe du second alinéa de 6.3, il faut démontrer que
1

$'g ¥ = 87! et cela demande une étude plus approfondie (par exemple cas

par cas).
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