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i. Introduction 

i.i. Les alg6bres (de Kac-Moody) affines qui nous pr6occupent sont 

construites comme suit, cf [K] ou [RI] : 

Soient ~ une alg~bre de Lie simple complexe et 0 un automor- 
o 

phisme de d'ordre fini m ~ I ; on note ~j l'espace propre de 9 

dans ~ correspondant A la valeur propre exp(2ij~/m). 

= tj 0 L( , 8 ) j~ ~j est une alg~bre de Lie de dimension infinie 

L j+Zr 
pour le crochet tel que [tJx,t~Y] : t I X,Y] 

On lui rajoute un centre de dimension i pour obtenir l'alg6bre de 

Lie ~': {( ~ , 9) @ ~c avec le crochet tel gue : 

[tJx + Ic, t~Y + ~c! = tJ+~[Z,Y] + j 6j,_£ (XkY)c 

o~ 6. est le symbole de Kronecker et ( -I" ) la forme de Killing. 
3,-~ 

J 

On plonge enfin ~ comme id6al de codimension 1 dans l'alg6bre de 

Lie ~ : {( ~ , 8 ) = {D ~ ~' avec le crochet tel que [D,c] : 0 et 

[D, tJx] = j tJx 

Ainsi ~ est l'alg6bre d6riv6e, {c le centre de ~ et ~?~c 

est isomorphe A L( ~ , 0 ). 

Si on remplace m par un multiple m'm dans la construction pr6- 

c6dente on obtient une alg6bre {( ~ , 8 , m'm) qui est isomorphe h 

~( ~ , 8 ) : il suffit de changer D en m'm , t en t m' et c en 

c/m' 

PROPOSITION 1.2. Soient h un 616ment semi-simple de ~ fixe Rat e 

dont toutes les valeurs propres sont enti~res et p z 1 un entier ; 

posons a = exp ad(2i~ h /mp). Alors a co~nute ~ 9 e_tt 9a est un 

automorphisme de ~ d'erdre divisant mp 

Consid6rons l'application lin6aire ~ de ~( j , 0 ) dans 

L( , 9~ , mp) d6finie par : 

~(D) = (D-h)/p ~(c) = pc 

~(tJx) = tPJ+Nx + 6j,0(hlX)c s ii X dans ~ j 

v6rifie [h,X ] = NX . 

Alors e est un isomorphisme d'alg6bres de Lie. 
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D6monstration : Soit ~ : exp(2i~ /mp) . Si X E ~ j et [h,X] = NX 

on a o (X) = ~PJx et 8X : ENx ; comme, de plus, ad h et e commu- 

tent donc sont simultan6ment diagonalisables, ~ est bien d6finie. Elle 

est clairement bijective. Montrons qu'elle est compatible aux crochets. 

On a (hlX) = 0 si N ~ 0 puisque (-I-) est invariante ; on en d6duit 
o 

facilement que ~([D,x]) = [~D, ~x] pour X dans ~. Si X 6 ~j , 

, ih,Y] ona : 

[~(tJx + Ic), ~(t£Y + pc)] = [tPJ+Nx + ac, tP£+MY + bc] 

= tPJ+PZ+N+M[x,y ] + (pj+N)6pj+N _pz_M(XIY)c 

Or ~( [tJx+kc, t£Y+ p c]) = ~(tJ+£[X,Y] + j ~j,_£(XlY)c) 

: tPJ+B£+N+M[x,Y] + 6j,_£ (pj(X[Y) + (hl[X,Y]))c . 

Mais (hl [X,Y]) : ([h,X]IY) : N(XIY) et (XIY est nul si N+M # 0 ; 

d'oh l'6galit6 cherch@e. D 

1.3. IIen r6sulte qu'~ isomorphisme pres ~ ne d6pend que de 

et de l'entier k (= 1,2 ou 3) le plus petit tel que e k soit un auto- 

morphisme int6rieur. Si le type de ~ est X n , on dit que l e type de 

est X (k) . Si k > 1 (resp. k : i) on dit que ~ est tordue 
n 

(resp. non tordue). 

1.4. On sait que les formes r6elles de ~ correspondent aux semi- 

involutions de ~ , c'est-A-dire aux automorphismes ~' de ~ tels que 
r2 T = Id et ~'(IX) = ~ ~'(X) pour I E • (semi-lin@arit6). I] y a 

deux mani~res assez simples de construire des semi-involutions de ~ : 

Si ~' est une semi-involution de ~ satisfaisant ~'0 ~' : 8-1 

on a alors ~'( j) = ~j puisque ~' est semi-lin6aire et ~i .I 

est la semi-involution d6finie par T'(D) = m T[(c) = c et ~(t3X) = 
] 

tJ~'(X) pour X £ ~.u] 

Si ~' est une semi-involution de ~ satisfaisant ~'8 ~'= 0 , on a 

c est semi-lin6aire et s ~(~' 0 ) alors ~'(~j) = ~_j puisque 4' 2 = ' 

l(c) = -c et est la semi-involution d6finie par <~(D) = -D , T 2 

T~(tJx) = t -j ~'(X) pour X ~ 9j . 

1.5. Exemples : Goodman et Wallach [G-W] ont introduit les semi-involu- 

tions ~2( ~ ' , Id) des alg6bres affines non tordues. 

Le cas oh 0 est une involution non triviale commutant A ~' morres- 

pond aux espaces affines sym6triques, cf [RI] . On peut alors construire 

t et ' 
T I T 2 

Si ~' est une semi-involution de C~rtan de ~ (correspondant A une 

forme compacte de ~ ) et commutant A 8 (il en existe), alors on dit 
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qua m' = ~ est une semi-involution de Cartan de ~ correspondant 

une forme "compacte" de ~. 

1.6. Pour une m&me algebra ~ les diff6rents choix de ~ et % tels 

qua ~ soit isomorphe ~ ~( ~ ,~) et de ~i satisfaisant ~ l'une des deux 

relations ci-dessus permettent de construire beaucoup de formes r@elles 

de ~ . 

On va en fait montrer qu'on obtient ainsi presque toutes les formes 

r6elles, cf. 2.6 et 2.7. 

Sauf mention du contraire on reprend les notations de [K], [B] , 

[Rl] ou [R2] 

§ 2. Structure de ~ et de sen automorphismes. 

2.1. L'automorphisme 0 de ~ fixe un 416ment r6gulier X de 

Soit ~ = C o (X) la sous alghbre de Cartan (en abr6g6 SAC) correspon- 

A ~0 Alors ~ : {c • {D @ ~0 est une sous-alg6bre de dante et 0 

Cartan de ~ ; c'est-A-dJre une sous-alg6bre ad~-diagonalisable maxi- 

male de ~ , cf [P-K] , [K] ou [RI] 

2.2. Si maintenant '/I est une SAC quelconque de ~ , l'ensemble 

= A( ~, &) des poids non triviaux de ~ dans ~ est un syst6me de 

racines infini maim dont les espaces propres sont de dimension finie : 

On a ~ = ~ @ ( @ ~a) 

Ii existe une base ~ de £ et un syst6me £+ de racines positives, 

on pose ~* = ~ 8 ( @ ~ ) et ~" :~@ ( D ~ ) 
(z>O ('.'.x, < 0 

Si ~ est construit comma en 2.1, on peut prendre pour A ~ l'ensemble 

des racines ~ telles que (a(D), ~(X)) soit positif pour l'ordre lexico- 

graphique sur Z~ × 

2.3. Le groupe Int(~) (rasp. Int(~')) des automorphismes int6- 

rieurs de ~ (rasp. ~') est engendr6 par les exp ad X pour X dans 

ou dans ~e (rasp. X dans ~ ) avec +~ dans ~ , cf [P-K] ou [R2] . 

T~OREM~ 2.4. [P-K] : 

I) D eux sous alg&bres de Cartan de ~ sont conjugu6es par Int(~') 

2) Une sous alg6bre de Borel (i.e. une sous alg&bre compl6tement 

r6soluble maximale, cf [P-K])de ~ est conjugu6e de ~ ou de %" par 

Int(~l) 

3) "6* e t ~- ne sont pas conjugu6es par Int( ~ ). 

2.5. Ii y a donc deux classes de conjugaison sous Int(~) de sous- 

alg6bres de Borel de ~ . Un automorphisme (lin6aire ou semi-lin6aire) 



255 

de ~ est dit de premi6re esp6ce s'il stabilise chaque classe de conju- 

gaison, de seconde esp6ce dans le cas contraire, [L] 

Levstein ~] a 6tudi6 et classifi6 les involutions (lin6aires) de 

premi6re esp6ce (r6sultats am@lior6s et corrig@s par Baush : [B] et 

[B-R] ) et de seconde esp6ce (dans ce cas la liste produite est exhaustive 

mais peut-&tre redondante). 

Une semi-involution de premi6re (rasp. seconde) asp&ca, par example 

(rasp. ~2 ) de 1.4, donne naissance A une forme r6elle dite presque 

d6ploy6e (rasp. presque compacte) car les formes d6ploy6es (rasp. "com- 

pactes") en sont des examples ; cf [R2]. 

2.6. m'apr6s [R2] si ~i est une semi-involution de seconde asp&ca, 

il existe une (conjugu6e de la) semi-involution de Cartan ~s qui commute 

~' ; alors ~'m' est une involution de prem6re esp6ce et l'on obtient 

ainsi une bijection entre les classes de conjugaison d'involution de 

premi6re esphce etles classes de conjugaison des couples form6s d'une 

maxlmalement compacte" semi-involution de seconde esp6ce ~' et d'une SAC " 

ou des couples form6s d'une forme r6elle presque compacte et d'une sous 

alg6bre "compacte" maximale. Malheureusement les SAC maximalement compac- 

tes de (~, ~') pourraient ne pas &tre toujours conjugu6es par Int(~)~' 

et l'on n'a donc pas forc6ment la classification des semi-involutions 

de seconde esp6ce. 

D'autre part la classification de [B-R] et [RI] montrent qua quel- 

ques involutions de premi6re esp6ce de ~ ne peuvent provenir d'une 

involution de ~ . Ii y a donc quelques semi-involutions de seconde 

asp&ca de ~ qui ne sont pas de la forme ~ . On pourrait cependant les 

mettre sous cette forme ~ condition d'6tendre la construction du paragra- 

phe 1 au cas oh ~ est semi- simple (somme directe de 2 alg6bres simples 

isomorphes). 

THEOREME 2.7 : Toute semi-involution de premi6re esp~ce T' de !'alg&bre 

affine ~ de type X (k) s'6crit sous la forme ~' = LI( 8 ) pour un n t 

cer_t~ain choix d'une alg&bre simple ~ de type X n , d'une semi-involution 

~' de , d'un automorphisme ~ d'ordre k o__uu 2k v6rifiant ~ 0 = 

8 -I et d'un isomorphisme de ~ sur ~(~,0) 

2.8. Ce th@or6me sara d6montr6 dans la suite de cat article dont il 

constitue le but. Ii permet de connaltre toutes les formes presque d6- 

ploy6es de ~ . La d6monstration peut en fait donner la classification 

isomorphisme pr6s des paires form6es d'une semi-involution de premi6re 

esp6ce T ~ et d'une sous alg6bre de Cartan "maximalement compacte", 

(cf § 4). Malheureusement deux SAC maximalement compactes de ( ~,~' ) 
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ne sont certainement pan toujours conjugu@es par Int(~) Tj , et l'on n'a 

sans doute pan la classification des semi-involutions de premi6re esp6ce 

ou des formes presque d6ploy6es de ~ . 

2.9. Consid6rons donc une alg6bre affine ~ et une semi-involution 

de premi6re esp6ce ~ de ~ . D'apr6s JR2 ; § 311 il y a bijection entre 

les classes de conjugaison ~ isomorphisme pr6s des semi-involutions de 

premi6re esp6ce de ~ ou de ~/{c . 

Dans toute la suite de cet article on remplacera donc ~ ~ ~/{c 

(sans changer le nom). 

On va construire dans les paragraphes suivants ~', $' puis 

Pour cela on utilisera 6ventuellement un isomorphisme de ~ avec 
o 

~(i~ , <)/{c oO < est un "automorphisme de diagramme" (d'ordre k) de 
O 

l'alg6bre simple i~ ' cf [K; § 8] ou [RI] . L'61@ment m est alors not6 

d , c'est le poids fondamental P0 correspondant A une certaine base 

num6rot6e ~ : {~0,~i .... ,ez} des racines. 

§ 3. Construction de ~ e~ ~' : 

3.1. L'app]ication de translation ~ : 
o 

Choisissons un isomorphisme de ~ sur {(2~ ' e2)/~c pour un 

certain choix de 2~ et @2 d'ordre m . On a alors un isomorphisme de 

~' sur L( 2~ , e) et l'on construit donc un isomorphisme de ad ~ -modu- 
o 

les ~ : ~' ~ ~', tJx J ~ tJ+mx pour X dans 2~j " 

En fait (Id-~) ~ est un id6al maximal de ~/ puisque le quotient 

est l'alg6bre simple z~ . Or d'apr~s [K; 8.6j tout ideal maximal de ~' 

est de la forme (l-atk)~ / avec a ~ {* pour l'identification de ~ avec 

L(I~ , ~) de 2.9. On en d6duit facilement que tout isomorphisme de ad~t- 

module ~[ : ..... • tel que (Id-~ 1 ) soit un id6al maximal est la 

multiplication par at k ou at -k avec a6 ~ , dans cette identifica- 

tion. 

En particulier l'application ~ est canoniquement d6termin6e par 

l'alg~bre de Lie ~' au changement pros de ~ en a ~ ±I avec a6 ~* 

Un isomorphisme du type de la proposition 1.2 6change les applica- 

tions ~ . 

3.2. ~ e t ad ~ : Reprenons les constructions du premier alin6a 

de 3.1. : Darts l'alg6bre de Lie End(~') , ~ commute A ad ~/ puisque 

c'est un isomorphisme de ad ~! modules. Par contre on d6duit aussit6t 

des formules que [ad D,~] = m~ . 

3.3. ~ e_~t ~t : D'apr6s 3.1 on a ~'~T'= a~ ±I avec aE ~* . Main 

~t est de premi6re esp~ce donc, d'apr6s JR2; § 3], elle induit sur 
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~/~'= {D la conjugaison par rapport A ~D , en particulier ~'D 6D+ ~', 

at, d'apr6s 3.2, lad T'D,~ ] = m ~ . Ainsi [ad D, T'~'] = m~'~< ~ et 

r ~, ne peut &tre que de la forme ~'~T' : a ~ avec a 6 {* 

Comme T '2 = Id , on a ~ = ~'(a~)T' : aT'~' = a a~ ,donc aa = 1 

D'autre part si b £~* on a T'(b~)< ~ = baq~ = (ab/b)b~" . II existe 

donc b 6 ~* tel que ~'(b1~-)T ' = b ~ . Enfin un simple calcul montre que 

b~ est conjugu6 de ~ par exp ad((log b) D/m). 

Ainsi, ~ conjugaison pr6s par une automorphisme int6rieur de ~ , 

on peut supposer que ~' commute ~ ~ . 

Ce r6sultat est un point clef de la d6monstration : dans le cas des 
= ~-I 

semi-involutions de seconde esp6ce, on a T'~' a et on ne peut pas 

toujours supposer T,~, :~-I (il peut y avoir un signe). Ceci explique 

les exceptions, indiqu6es en 2.6, au r6sultat annonc6 en 1.6. 

3.4. ~ e_tt ~' : Le quotient ~ de ~' par (Id-~)~' est une alg6- 

bre simple. On note ~ : ~J-----~ ~°" l'application quotient. La semi- 

involution ~' commute A ~ , donc stabilise (Id- ~) ~J : Ker ~ et 

passe au quotient en une semi-involution ~' de ~I . 

3.5. Unicit6 : Le ~ qui commute ~ ~' est unique A une constante 

r6elle pr6s. Or multiplier ~ par une constante b r6elle positive 

c'est le conjuguer par exp ad am avec a = log b/m dans ~ ou par 
1 

exp ad a(D+x) pour n'importe quel x 6 ~' , (cf 3.2). De plus ~ (D +T'D) 

est dans D + ~' (voir le d6but de 3.3), et est fixe par ~' Donc A 
y~ 

conjugaison pr&s par Int(~ ) , il n'y a que ~ et - ~ qui commutent 

o 

Dans l'6criture ~' : L(2~ , e2 ) on voit bien que les diff6rents 

choix de ~ donnent des alg6bres ~ isomorphes, entre elles et A 2@ " 

Comme on verra en 5.7 et 6.3 que l'on peut supposer <' gradu6 pour la 
o 

graduation naturelle de L(2~ , e2) ces isomorphismes entre alg6bres 

6changent les semi-involutions ~' 

Pour le moment on choisit ~(ou -~) et alors ~ , ~' et sont 

bien d6termin6s. 

§ 4. Sous alg6bres de Cartan maximalement compactes. 

4.1. Soit 11. une SAC de ~ , alors ~ = ~ n ~' d~termine ~ , car 

: {X 6 C~ (~ I) = ~im/ad~X diagonalisable} , cf [B; IV 5.1] 

La projection ~ ~ induit un~isomorphisme de 4" sur la sous-alg&bre 

~(~') de ~ qui est contenue dans une unique SAC de ~ ~(~)c = 

C ~ ( ~ ( ~' ) ) ~: en effet si ~ est is SAC de 2. i, on a ~ ( ~' ) = ~0 et le 
o 

r6sultat [ g6n6ral s'en d6duit par conjugaison par Int(i) 
v 
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4.2. L'ensemble ~ = A(~ ,i') des racines de ~ par rapport ~ ~' 

est un syst6me de racines fini (4ventuellement non r6duit) : en effet 

par ~ il est isomorphe A A( , ) 

L'ensemble des restrictions A { des racines de A est [ O {0} . 

Les racines de A dont la restriction ~ ~' est nulle sont dites imaginai- 

res : ce sont les multiples entiers non nuls de l'une d'elles 6 dite 

plus petite racine imaginaire positive. On a 6(d) = 0 et ~ est fixe 

par tout automorphisme (lin6aire ou semi-lin6aire) de premi6re esp~ce de 

stabilisant ~ . L'application 95 de ~! ~' sur transforme ~e en 

~e+k6 : elle induit une translation sur A 

4.3. D6finition : On dit que la sous-alg6bre de Cartan ~ de ~ est 

maximalement compacte si T' stabilise i (et donc ~) et si -~' stabili- 

se une base du syst6me de racines [ . 

o; 
Ii est 4quivalent d'exiger que ~ soit stable par ~' et que -T 

stabilise une base de A ( , ~ (~')c ) . Ceci signifie que ~ ( ~- )c est 

maximalement compacte (ou fondamentale, cf [WI). 

La terminologie vient de ce que -T' ne peut pas stabiliser de base 

de A(~, ~ ) puisque T' conserve le signe des sous-alg6bres de Borel ; 

la condition ci-dessus exprime donc que T' est le plus proche possible 

de - Id sur A 

PROPOSITION 4.4. Ii existe une sous alg~bre de Caftan maximalement com- 

pacte pour ~i . 

Remarque : Malheureusement deux telles SAC ne sont sans doute pas toujours 

conjugu4es par Int( ~)~' 

D~monstration : La semi-involution de premiere esp~ce ~' agit, par une 

involution, sur l'immeuble des sous alg~bres paraboliques (propres) 

positives de ~ , cf [R2 ; § i] De plus d'apr~s JR2 ; § 2] T' stabilise 

une SAC ~ et une sous alg~bre parabolique positive ~ contenant 
3 + 

Ainsi T' stabilise l'appartement A(~) de et la facette ~ ( p ) de 

cet appartement. Quitte ~ changer p on peut supposer que ~' ne stabilise 

pas de facette de ~ (~) 

A(~) est ~.~ ~ {h 6 ~/~(h) C ~, V~ 6 A , 5(h) = i} ; L' appartement 

il contient d et est affine sous ~ ={h 6~/a(h) 6 ~ , v e £ A} . 
t 

Soit V le sous-espace vectoriel de ~ engendr6 par ~ ( ~ ) ; comme 

(~) est un simplexe de V et ne contient pas de facette stable par 

'(qui est involutif), forc6ment -~' induit l'identit6 sur V Soit T 

l'alg~bre de Lie engendr6e par ~ et les ~ tels que e(~ ( @ )) = 0 

(et donc ~ (V) = 0) . C'est l'alg~bre de Lie r6ductive intersection de 
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et de la sous-alg~bre parabolique p- oppos4e ~ p par rapport ~ ~ ; 

ella est stable par T t , son centre ~ est inclus dane ~ et ¢ Q V = 

~J N ~ est un sous-espace de codimension 1 de ~ . De plus si X est 
%' 

un 414ment de r4gulier pour s , il existe un 414ment Y de X+V 

domt le eentralisateur dams ~ est C ~(~) = ~im 

D'apr~s la th4orie g4n4rale des algebras de Lie semi-simples, il 

existe une SAC i I de s (done de ~ : JR2 ; § ii ) qui est maximalement 

compacte pour (s, ~;) c'est-~-dire qua T' stabilise ~I et -T' fixe 
! 

un 414ment X 1 de ~I r4gulier pour s . Mais ~I contient ~ , done -~' 

fixe XI+V qui contient, d'apr~s l'alin4a pr4c4dent et par conjugaison 

cf [R2 ; § i] , un 414merit Y1 dont le centralisateur dane ~ est 
(~t I ) . Ainsi Y1 d4termine une base de A(~ ,~i) stable par -x' et 

C~I~ est une SAC maximalement compacte pour T p . 

§ 5. Cas non tordus : k = 1 . 

PROPOSITION 5.1. Ii y a c0rresp0ndance bijective entre lee classes d'iso- 

morphismes de 

~ °, i) certains triplets ( ,~ , 9 ) form4s d'une algebra simple com- 

plexe , d'une semi-involution ~ d_ee et d'une involution int4rieure 
o 

0 dee ~ commutant ~ {' , qui doit plus pr4cis4ment ~tre de la forme 

0 = exp ad i~H o_~h H appartient ~ uen sous-alg~bre de Cartan maximale- 

........... ment compacte de ( t ~ I ) 

2) lee quadruplets ( ~ ,~' , ~, +) form4s d'une algebra affine non 

tordue ~ , d'une semi-involution de premiere esp~ce T I de ~ , d'une 

sous algebra de Cartan maximalement compacte ~ d_ee (~ ,T') et d'une 

classe de conjugaison de sous alg~bres de Borel + d__ee ~ . 

Remarques 5.2. a) Cette proposition pr4cise le th4or~me 2.7 si k = 1 

b) Si l'on fixe ~ et done ~ , on obtient une bijection entre lee 

classes de conjugaison sous Aut( ~ ) de certaines paires (~', e ) et 

lee classes de conjugaison sous le groupe Autl (~) des automorphismes 

de premiere esp~ce de ~ des paires (T' ,~ ) 

c) La d4monstration qui va suivre dane le reste de ce paragraphe 5, 

et plus particuli~rement le 3~me alin4a de 5.6 permettraient en fait de 

donner une classification explicite de ces quadruplets ou d'indiquer 

quels sont lee triplets qui interviennent effectivement. En particulier 
o/ H doit ~tre fixe par -~ 

5 3. Description de l'application (~,~' 9 ) ~ • (~,~' ~ +) • . y W t - 

On pose 4videmment ~ = L( ~, 8 )/~c et ~' = ~i (; , 8 ) Soit ~ une 

SAC maximalement compacte de ( ~ , ~') telle que 8 = exp ad b H avec 
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H 6 ~ ; on pose alors ~ = ~D ~ et + est la classe de conjugaison de 

la sous-alg~bre de Borel correspondant au syst~me de racines positives 

A + form4 des ~ £ A (~ , ~) tels que (~(D), ~I~ ) soit positif dans 

x A( ~ ,~) ordonn4 par l'ordre lexicographique, le syst~me de racines 

positives A + sur A(~,~) 4tant quelconque (cela n'influe pas sur la 

classe de conjugaison de A + ) 
0o 

Cette construction est fonctorielle donc une conjugaison de ( ~, t, 

8 ,~°) par un isomorphisme se traduit par une conjugaison de (~ ,T',~,+) 

par un isomorphisme. D'autre part on a fait un choix pour ~ , mais un tel 

choix est bon si et seulement si ~ est maximalement compacte pour ( ~, 

~i) et fix~e par 8 , ce qui implique que ~o est une SAC maximalement 

compacte de ( , ) ; deux tels choix sont donc conjugu4s par 

Int( 0 )~ c Int(~ ) . Iien r4sulte que l'on a bien construit l'appli- 

cation annonc4e entre les classes de conjugaison. 

5.4. Les num4ros suivants sont consacr4s ~ la r4ciproque. On se donne 

donc ~, ~', ~ et + . On a construit ~ et ~' au paragraphe 3 et d'apr~s 

4.3 ~ = ~(~) est une SAC maximalement compacte de ( ,T ) 

1 5.5. Le r4seau ~ : La plus petite racine imaginaire positive 

6 = Z ai~i de A = A (~, ~ ) est associ4e ~ ~ et + . Alors ~I = { h E ~/ 

6 (h) = 1 et ~(h) £ ~ ve 6 A} est un r4seau de l'appartement A(~) = 
%' 

~I C'est un espace affine sous = {h 6 ~/~ (h) 6 ~ v ~ 6 A} qui 

contient d 

LEMME : &l est l'orbite de d dans ~ sous le groupe AutO( ~, ~) des 

automorphismes (lin4aires ou semi-lin4aires) de Rremi~re esp~c e de 

qui stabilisent ~ . Tout 414ment H de ~I peut ~tre identifi4 ~ d 

e__nn changeant la base dee A par un 414ment du groupe de Weyl et la num~ro- 

tation de cette base par un automorphisme de diagramme. 

D4monstration : II est clair que ~i est stable par AutO( ~, &) , il 

suffit donc de d4montrer la seconde assertion. Par le groupe de Weyl on 

peut ramener H dans l'alcove fondamentale, alors H est un poids fonda- 

mental Pi avec coefficient a i = 1 et, grace ~ un automorphisme de dia- 

gramme on peut ramener H sur d = P0 O . 

5.6. Construction de 

D'apr~s le lemme on a ~'(d) = d + h' oh h' est dans ~'~ 

identifi~ ~ ~ . Comme T ~ est involutif, on voit facilement que 

h' E ~(- ~') c'est-~-dire que ~'(h') = -h' 

Mais d n'4tant pas canoniquement d4termin4, on peut (quitte 

changer de base et de num4rotation, cf 5.5) remplacer d par d+h avec 

h 6 ~ ° alors T~(d+h) = (d+h) + h' + ~'(h) - h . Ainsi h' est bien 
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d4termin4 dens le groupe (de cohomologie) %(-~')/(~' - Id) ~'~ . 

D'autre part ~ est maximalement compacte done -~' stabilise une 

base ~ = {~I .... ~£} de A(~ ~' ~ o, ° • , ) = 5( ,~o) at n = -x I~ an est 
• m 

un automorphisme de diagramme. Si pl,..., p est le syst&me correspondant 
o o o 

de poids fondamentaux on a ~°~ = • ~Pi et£ -~'(Pi ) = Phi . Ainsi 

~(- ) = ( S ~ pi ) • ( @ ~(pi+Pni )) et - - Id) = 
qi=i i<qi 

(~i=iO 2~ Pi ~ ) 8 (i<q@ i ~(Pi + P~i )) done ~(-~')/(~' - Id)~ = 

@ (~/2~)~i . n i=i 

L'automorphisme e = exp ad i~h' est une involution (triviale ou 

non) de ~ commutant ~ ~' et de la forme prescrite. De plus e est bien 

d~termin~ par ( ~,~, ~, +) 

5.7. Conclusion 

On sait qu'& isomorphisme pr&s on peut supposer que 

= L( )/~c et ~ = ~d • ~° , les classes de sous alg~bres de gorel 

positives se correspondent 4galement, cf § 3. Mais d'apr~s 1.2 il existe 
Lc ^ _" £( u n  i s o m o r p h i s m e  d e  )/¢c sur , 0 , 2)/¢C qui est i' identit~ 

sur ~°, 4change les applications ~(3.1) et transforme 2d+h' en D . 
~t donc la semi-involution T' sur {( ~ ,8 , 2)/~c fixe Or fixe 2d+h' 

, i.e. est gradu4e. Comme d'autre part T' commute ~ ~ et induit sur D 

la semi-involution ~' T' ^ (~l , ne peut ~tre que L 1 , 8) 

On a done construit un inverse ~ gauche ~ l'application d4crite en 

5.3. entre les classes de conjugaison ; ce qui ach~ve les d4monstrations 

de 5.1 et de 2.7 si k = 1 . 

§ 6. Cas tordus : k = 2 ou 3 

6.1. Dens ces cas nous allons donner un r4sultat moins pr4cis que la 

proposition 5.1 et nous limiter & la d4monstration du th4or~me 2.7. 

On se donne done une alg&bre affine ~ (quotient4e par son centre), 

une semi-involution de premiere asp&ca x' de ~ et une SAC maximalement 

compacte ~ . On a d4J~oCOnstruit en 3.4 une algebra simple ~ et une 

semi-involution de ~ ; il reste & construire 8 et un isomorphisme 

de ~ sur ~(~ , e ) qui transforme x' en ~I (~'' e ) 

Soient {el ..... ~£} une base stable par -~' de ~ = A( ~ ,~) = 

& (~ ,~) et Pl ..... P£ la base duale de ~' = ~ . Pour i = 1 ..... 

on note n i la dimension de l'espace propre ~ ~. de ~' . 

Ii n'orbite de d dans ~ sous Auto( ~ ,~ ) ~'est plus ~I " 

faut le remplacer par l'ensemble des "sommets sp4ciaux". 
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I l'ensemble des h ~ -/%'I tels que pour tout e dans LEMME 6.2. Soit ~s 

A ~ -e(h)6 est dans A ou 2A 
! 

i) 41 est un espace affine sous le so us-groupe ~l s de ~ form4 
IS -- - -  

des h 6 ~Z~ tels que ~(h) 6 kZZ si ~ 6 ~ a un espace propre ~ 

de dimension I. 

= 19 ~ ?ZP i 2) s i=i,£ i 

3) %1 est l'orbite de d dans % sous AutO( ~ %) . Tout ~l~ment 
s 

H de ~I peut ~tre identifi6 ~ d en changeant la base de A par un 
S 

414ment du groupe de Weyl et la num6rotation de cette base par un aut °- 

morphisme de diagramme. 

Remarques : a) L'ensemble 2A de la d4finition de I%1 n'est utile que 
S 

pour ~ de type A (2) Dans ce cas on a d'ailleurs ~I = ~%~ et ~" = 
2£ " s s 

comme dans les cas non tordus. 

b) Dans [B; I § 6] on indique dans tousles cas le groupe 
~t o w 

~/Z~ W0S [' ~ . Ii se trouve que ~'s contient ~W00 ~ et que les tables 

~'z / ' s/=,Do " de [B] permettent de d6terminer ~s et ~ 0[ . En effet ce 

dernier groupe est en fait isomorphe au groupe Aut(A) des automorphis- 

mes de diagramme. Ce probl6me est d@jA apparu dans [B] : cf la remarque 

la fin de la liste I du chapitre V. 

c) Dans la r6alisation de ~ d6crite ci-dessous, la formule 2) ci- 
' • .+ k - l )  ~" dessus montre que ~ = (~ +.. qui est bien contenu dans 
s 

^7 D 4 m o n s t r a t i o n  : On u t i l i s e  l a  d e s c r i p t i o n  d e  ~ s o u s  l a  f o r m e  L( , ~ ) / C o  
o 

o~ ~ e s t  un  a u t o m o r p h i s m e  de  d i a g r a m m e  ( d ' o r d r e  k) d e  ,,~[ ; 

Ceci signifie en particulier qu'il existe une SAC ~o de ~ stable (ainsi 
o o 

qu'une base ~ -- ,{_~i~ de son syst~me de racines A ) par ~ . Alors 

• d @ ~o ~o~ et A est l'ensemble des restrictions 
0 0 

o /"~" = = • i' ensemble ~ des racines ~ de ~ . Pour 0 <j < k-i on note ~3 

des racines a 6 A telles que 6 admette la valeur propre exp(2i~j/k) 
o 

sur ~[ . Alors A qui est contenue dans le dual de Cd @ ~' est form6, 

une identification 6vidente pr6s, des 616ments de la forme (j+kn)6 +~ 

pour ~ 6 ~j et n ~ ~ . On constate que ~ = ~0 sauf dans le cas A (2£2) 

oh Z = Z 0 U 270 
i 

"h' ~m I } . Alors est form6 des h E i) Posons ~'s = { h C ~#/h+d 6 /';"is s 

tels que e -e(h+d)6 £ A U 2A, pour a 6 a c'est-A-dire tels que 

- ~(h) ~ 6 A U 2A , pour ~ = ~(d)6 + ~ 6 A 

Si k = 2 , cette derni6re condition 6quivaut ~ [ (h) 6 2ZZ 
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quand ~ 6 Z mais ~ ~ (Z 0 U 2Z 0) n ~I autrement dit quand ~6~-~i ou enco- 
0 re quand ~ est de la forme ~ avec $(~ ) e et z = ~ non divisible. Cette 

derni~re restriction est inutile car si ~ est divisible, ~(h) 6 2~ 

Ainsi ~ est form4 des h 6%~ tels que ~(h) £ 2~ si ~ 6 ~ est 

de la forme ~ = ~ avec ~ = e autrement dit si dim ~ = 1 

Si k = 3 , la condition 4quivaut ~ ~(h) 6 3~ si ~ 6 ~ mais 

6 ~I = ~2 = ~0 ~ ~I ~ ~2 , c'est-~-dire si dimg~ = 1 . 

2) Comme $ stabilise ~ , si une racine ~ 6 ~ est fixe par ~ , 
o 

on peut l'4crire sous la forme ~ = 

Autrement dit ~ = Z li~i + Z kli~ i 

~' = k 

s i=T,% nq = ~i " 

Z 1 ~i + o Z li<~i+" + 6k-l~. ) 
<~ i= ~i i " " i " ~i # ~i 

; on en d~duit imm~diatement que 

3) II est clair que ~Is est stable par AutO(~,~) il suffit done 

de d4montrer la seconde assertion. Par le groupe de Weyl W on peut 

ramener H dans l'alcove fondamentale, alors H est un poids fondamental 

Pi avec a i = 1 et n i = k . Mais alors la classification montre que 

H est transform4 de d = P0 par un automorphisme de diagramme, o 

6.3. Conclusion : 

Comme en 5.6 on montre que T'(d) = d+h' oh h' 6 ~' est fix4 par 
s 

-3 mais n'est d4termin4 que modulo (T - Id) s " 

Or -T' ou encore -2' stabilise la base {~I' .... ~£} de ~ : 

-~' (~i) = ~i et d'apr~s le lemme pr4c~dent h' est bien d~termin4 dans 

le groupe quotient S (~/2~) n~ ~i 
n i=i i 

o 

L'automorphisme e = ~ exp ad(i~h'/k) de ~ est d'ordre k ou 2k. 

D'apr~s 1.2 il existe un isomorphisme de L[~,~)/~c sur L(~ ,8, 
A ~ 

2k)/~c qui est l'identit~ sur ~ , 4change les applications ~ et 

transforme 2d+h' en D . Or T' fixe 2d+h' , c'est-~-dire qu'elle est 

g r a d u 4 e  p o u r  l a  g r a d u a t i o n  n a t u r e l l e  de  L( , e ,  2k)  Comrae d ' a u t r e  

3 '  c o m m u t e  ~ ~ e t  i n d u i t  s u r  ~ l a  s e m i - i n v o l u t i o n  ~ '  , on  ne  p e u t  p a r t  

• ' = ~ l ( ~ ' , e )  ; e e  q u i  aeh~ve~ l a  d f i m o n s t r a t i o n  du t h ~ o r ~ m e  2 . 7 .  q u '  a v o i r  

Remarque 6.4. Ainsi ~' stabilise les espaees propres de 0 , done 2'0 4' = 

8 -I . Par centre si l'en cherche, en vue d'une classification, ~ cons- 

~I( °' ~ °' h' truire ~' = ~,8) , c'est-~-dire 8 , ~ partir de , ~ , ~ et 

choisi dans le groupe du second alin~a de 6.3, il faut d4montrer que 

~'8 ~' = e -Iet cela demande une 4tude plus approfondie (par exemple cas 

par cas). 
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