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Exposé VIII

INSTABILITE DANS LES ESPACES VECTORIELS

par G. ROUSSEAU

§1. INSTABILITE

Pour des détails sur les résultats non démontrés de ce paragraphe
on consultera Mumford [5], [6] et Seshadri {71, [8], [9].

Soient k un corps, kK sa clbture algébrique et G un k-groupe
algébrique affine. Un G-schéma est un schéma muni d'une action de
G ; un G-morphisme est un morphisme entre deux G-schémas compatible
aux actions de G ; un morphisme G-invariant est un G-morphisme dans

un G-schéma muni de 1l'action triviale de G

DEFINITIONS 1.1. Soit X un G-schéma.

1) Un guotient de X par G est un morphisme G-invariant

®: X2 Y universel pour cette propriété.

2) Un bon guotient de X par G est un morphisme affine, surjectif,

G-invariant ®:X = Y tel que :
. G
i) ®Y = ¢,(®X) .

ii} Si Z est une partie fermée (resp. ouverte) G-stable de

X , alors %(Z) est fermée (resp. ouverte).

iii) si (Zi)iEI est une famille finie de parties fermées
G-stables disjointes (i.e. ﬂZi==¢) alors les w(Zi) sont disjointes
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(i.e No(z)=9).

3) Un quotient géométrique de X est un bon guotient dont les

fibres géométriques sont les orbites géométriques de G dans X .

PROPOSITION 1.2. 1) Un bon quotient est un quotient.

2) Si ®:X " Y est un bon gquotient, toute fibre géométrique de @

contient une unique orbite fermée.
3) Un bon guotient de X est un quotient géométrique si et seulement

si 1l'action de G sur X est fermée.

Pour construire de tels quotients on se limite au cas d'un groupe
G réductif [4]. En caractéristique O on utilise le fait qu'alors toutes
les représentations de G sont semi-simples ; en caractéristique p ,

¢'est beaucoup plus technique [3], (71, [e]. [9].

THEOREME 1.3. Soient G un groupe réductif et X=Spec(R) un

G-schéma affine. Notons Y==Spec(RG) ; alors 9@ :X = Y est un bon

quotient et si X est noethérien (resp. algébrigue) il en est de méme

de Y .

On veut maintenant traiter le cas projectif : on considére une
variété projective X plongée dans un espace projectif P(V)} et un
groupe réductif G agissant linéairement sur V de fagon que l'action
induite sur P(V) stabilise X

On note P 1'ensenble des polyndmes G-invariants homogénes, non

constants sur V et, pour p&P , Xp 1'ouvert affine {&€ X/p(8)#o0}.

DEFINITION 1.4. Soit &€ X(k).

€ semi-stabled¢=>3p€&P , x€ Xp .

£ instable &= £ non semi-stable &> Yp€ P x?xp .

€ stable¢=>3p€P tel que x€ Xp , llaction de G sur Xp est fermée

et le stabilisateur de x (poté stab(x)) est fini.

REMARQUES. 1) Ces notions sont relatives au plongement de X dans

P(V). On peut kes définir de maniére plus générale [5] mais les théorémes

i

importants se situent dans ce cadre.
2) L'ensemble des points semi-stables (resp. stables) est la trace

sur X(K) d'un ouvert X°° (resp. X°) de X .

PROPOSITION 1.5. Sous les conditions ci-dessus, notons X=Proj(R),

alors G agit de maniére homogéne sur 1‘'algébre graduée R et si on

note Y= Proj(RG) alors 1'application naturelle ®:X°° Y est un

bon quotient. Il existe un ouvert Y' de Y tel gue Xs==¢-l

(¥') et

s .
gue 9 :X = Y' soit un guotient géométrique.

THEOREME 1.6. Gardons les conditions ci-dessus et supposons de plus

k algébriguement clos. Soient §€ X(k) et x€Vv-{0} au-dessus de § .

Les notions de stabilité et d'instabilité ont des caractérisations

résumées dans le tableau ci-dessous.

€ instable £ semi-stable £ stable

Vp€P p{x) =0 Ip€p pi(x) #0 1) Vy € v - 0(x)
Ip€P p(x) #ply)
2) deg.tr.kk(V)G =

dim V - dim(G)

0 € 0(x) 0¢ 0(x) 1) 0(x) fermée
2) Stab(x) fini

Lo Fgy o) 1) o(x) = 1w (x))
2) Stab{x) fini

x€ ¥~ L(p(o))

A €Y(G) tel que les YA €Y(G) il existe YA € Y{G) non trivial
poids de x par rap- des poids de x par x a des poids { 0 et
rapport & A qui sont |) O par rapport & X
> o {o

port & X sont tous

N EY(G) w(x,A) Lo |[YXEY(G) L(x,A)¥Y0 |YAE€Y(G) non trivial

w{x,\) >0

IXNEY(G) tel que x
soit instable pour
l'action de X(Gm)

VA E€Y(G) x est semi- |[VA€Y(G) x est stable
stable pour l'action pour l'action de
de X(Gm) X(Gm)

G~V
g™ g.x

propre
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NOTATIONS. O{(x) =®.x est l'orbite de x sous G , ¥ : V> Z est

le bon quotient de V défini en 1.3. Un sous-groupe & un paramétre de

G est un homomorphisme de groupes algébriques X du groupe multiplica-
tif & dans G . On note Y(G) 1l'ensemble de ces A . A A€Y(G)
correspond une représentation p: L 2 GL(V) qui est diagonalisable :

v=@ v_, v ={x€v/olalx = a"x} .
néz " n

si x€Vv, il s'éerit x=% x  avec x €v, . Les n€ Z tels que
n

n

xn#O sont les poids de x par rapport a A .

On note K(x,\) = Max'{-n,xn;‘o} .

REMARQUES 1.7. 1) On constate que les définitions envisagées ne
dépendent pas de la sous-variété X de R(V) et valent pour x € v-{0}.
Le peint O est dit instable.

2) Il y a plusieurs variantes (moins restrictives) de la définition
de stable

s')y 3p€pP, EE Xp et 1'action de G sur X est fermée
(c'est la définition naturelle pour la proposition 1.5 mais elle dépend
de X).

S") x semi-stable et O(x) de dimension maximale parmi les

s"

orbites (si VS#Q)' alors Vv° =v°).

Pour toutes ces définitions, stable implique semi-stable et (sous

réserve que X=P(V) pour S') O(x)==¢_1(¢(x)). La définition adoptée

se justifie par sa caractérisation par les sous-groupes a un paramétre.

EXEMPLE 1.8. GL agit sur k2 donc sur 1l'espace vectoriel

2
_ a2 i, n-i . . .
V=8"(k") de base (XY ) Il est facile de voir que tout point

i=0,n
est instable pour cette action. Etudions la restriction de cette action
a SL2
car VX GY(SLZ), A  est conjugué a une puissance de Xo) est défini

. Le sous-groupe & un paramétre canonique Ro de 8L, {canonique

par ko(a) = (a 0_1) : les espaces de poids correspondants sont les
(O
k.x'¥""t  de poids 2i-n .
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Comme les définitions de 1.4 sont invariantes par éxtension algé-
brique du corps., le théoréme 1.6 se traduit par : (x€ V).

X instable (resp. non stable) pour l'action ge SL2
&> quitte a changer Ao par conjugaison dans SLz(E) (i.e. quitte &

changer la base (X,Y) de Ez) X est instable (resp. non stable)

pour l'action de X(Gm).

n . .
& 11 existe une base X,Y de Ez telle que x = Z ainYn_l

_ . (n . ¢n
avec a; =0 Vl-(2 (resp. Vi (5).
&) x interprété comme polyndme homogéne de degré n en 2 variables

a dans Pl(i) une racine de multiplicité ? ; (resp. ¥ g .

1.9 EXTENSION DE 1.6. Si le critére d'instabilité ou de stabilité
par des sous—-groupes d un paramétre du théoréme 1.6 était valable sur
un corps quelconque on pourrait supposer que la racine ci-dessus est
dans Pl(k).

Or cette racine est bien déterminée par x dans le cas de 1l'insta-
bilité et il peut y avoir ambiguité (2 racines) dans le cas de la non-
stabilité.

Ceci suggére que le critére d'instabilité est valable sur un corps
parfait : par contre on voit facilement que ces critéres sont faux sur
un corps non parfait et que le critére de stabilité est faux sur un

corps non algébriquement clos.

THEOREME 1.10 [10]. Soient P :G = GL(V) une représentation d'un

groupe réductif sur un corps k parfait et v€V ; alors,

v instable pour G<&=> M €Y(G) tel gue ul(v,A) <o .

Pour démontrer ce critére d'instabilité, il reste, d'aprés 1.6, a
montrer que :

MEY(E®K),u(x,)) {0 =M €¥(G),u(x,1) 0

Cela sera fait en 2.22 aprés une grosse parenthése.
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§2. IMMEUBLE VECTORIEL D'UN GROUPE REDUCTIF

Soit G un éroupe réductif sur un corps k . On fait dans la
suite appel & des résultats de (1], résumés en [4, §34]. Pour la seule
démonstration de 1.10 on pourrait dans la suite supposer k algébrique-

ment clos.

2.0. Soit A €Y(G) ; il existe un tore k-déployé maximal S de
G contenant l'image de X et un tore maximal T défini sur k contenant
S . Soit k' une extension galoisienne qui déploie T . Alors G®k
est engendré par T®k' et des sous-groupes fermés (Ua)aEQ(T) , nor-
malisés par T , isomorphes au groupe additif Ga par une application
v, telle que : t.tlJa,(u).t-1 = ¢, (@(t).u) pour tous t€T(k) et u€k .
Les ©®€ @(T) sont des caractéres de T (c'est-a-dire des homomorphismes
de T dans Gm) les racines de G par rapport & T .

Pour tout caractére X € X(T) (ou x€X(S)), XoA est un caractére
du groupe multiplicatif i.e. un entier de Z .

On définit P(X) comme le sous-groupe parabolique de G®Xk' engen-

dré par T®k' et les U tels que ool YO'.

PROPOSITION 2.1. P{A) ne dépend gue de X ; il est défini sur k.

DEMONSTRATION. Si la premiére assertion est vraie, P(X) est défini
sur une extension galoisienne de k et invariant par le groupe de Galois,
il est donc défini sur k .

Soit P' le sous-groupe de G formé des g tels que le morphisme
de schémas 6 ~ G:xk X(x).g.k(x—l) se prolonge en un morphisme de

I1 contient T et les U pour o} Yo (et

1.
A" =6 U{o} dans G »

seulement ceux-ci car X(x).wu(u).X(x_l) = wa(xa(x).u)). Ainsi P

contient P(X) et est parabolique ; il est donc déterminé par les U,

qu'il contient et P(X)=P' est bien déterminé par X .

PROPOSITION 2.2. Soient P : G = GL(V) une représentation de G

et V==€BVX la décomposition de V selon les poids de T (i.e.

€ =L € . = . €
YVwEv v Ve o Yy Vx et p(t) Vy x(t) vy bour tous t€T et
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x €X(T)). On rappelle gue Y€ Y(S) € ¥(T). Alors

1) w(v,}) = Max{-xeX,v, # 0}

2) w(v,X) = n.u(v,\) Vné€zm

3) Wy € PO (R) s (v, h) = uiv,y v .

DEMONSTRATION. Pour les deux premiéres assertions c'est clair.
Pour la troisiéme,comme wu(v,¥ \¥) = u(¥v,\) elle résulte de la défi-

nition de P(X) et du lemme 2.3 :

LEMME 2.3 [4;27.2). soient X € X(T), vévx , €Q(T) et g€ Ua(j;)

alors p(g).v-vE 2?1 Ve rea -
DEFINITION 2.4. On note IQ(G) le guotient de Y(G)><N* par :
Mn)a 0" & HERPO) AT ==y 2Pyt

C'est 1'immeuble vectoriel rationnel de G sur k

REMARQUES 2.5. 1) On note X/n 1la classe de (\,n).
2) Les notations P{X/n) = P(A) et u(v,A/n) = w(v,X)/n ne sont pas
ambigues.
3) Soit P un parabolique de G défini sur k , on note
AQ(P) ={x/n€ IQ(G)/P(l/n)ZDP} c'est une facette de 1'immeuble ; si P
est un parabolique défini sur k minimal, AQ(P) est une chambre.
4) Si G est anisotrope, AQ(G) est réduit au point O/n {od O est le

sous-groupe a un paramétre trivial) noté O .

EXEMPLE 2.6. Si G est un tore déployé S:G =~ G; . Le groupe Y(S.
est un Z-module 1libre de rang r , dual du Z-module libre de rang r
X(s). Comme S est commutatif on voit que IQ(T) = Y(T)@TQ est un

Q-espace vectoriel de dimension r .

PROPCSITION 2.7. Soit S un tore k-déployé maximal de G .

: -1
1) Yg€G(k), VA€Y(T) si g.x.g” €Y¥(T), alors 3n€ N (T)(k) tel gue

1o haan™?t.

g.A.g"~

2) L'application évidente de IQ(S) dans IQ(G) est injective.
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DEFINITION. L'image de I,(S) est 1'appartement Ap(S) de S
dans IQ(G).

DEMONSTRATION. 1) Soit % = ZG(gxg'l) alors S et gSg ! sont
deux tores k-déployés maximaux de Z . Donc il existe g'€ Z(k) tel
que g'gSg—lg'—l =8 et ainsi h=g'g convient.

2) si A,A'E€Y(S) et g€P(A)(k) sont tels que K'=glg—1 i1
faut montrer que A =X'. Mais on peut supposer d'aprés 1) que
gt€ NP(A)(S)(k)' Alors g agit sur Y(S), par son image w dans le
groupe de Weyl W(S) = NG(S)/CG(S). or W(S) agit par des réflexions
sur Y(S)®R et w fixe P(\), il stabilise donc la facette de
Y(S)®R déterminée par X . Mais une chambre de Weyl est un domaine
fondamental pour W(S), donc w fixe cette facette et en particulier

XA ; ainsi A=Xx'.

PROPOSITION 2.8. Soient uEIQ(G) et S un tore k-déployé
maximal alorxrs : SC P{u) &> u € A(S)

&> MEV(S), n€N p=

S

DEMONSTRATION. Soit w=X,/n, X €Y(S)) tel que SSP(u) alors
S et Sl sont deux tores k-déployés maximaux de P(u) et en conju-

guant dans P(u) on peut supposer )\lEY(S). Les autres implications

sont claires.

2.9 FORME DES FACETTES. Elle découle de la définition de P(A) et
des propositions 2.7, 2.8 :

Si P est un parabolique contenant le tore k-déployé maximal S,
il est déterminé par l'ensemble ®(P,S) des racines « € @(s) telles

que U,<P . Alors
bo(P) = {u€v(s)®Q,a(u) Y0 va€d(p,s)}

Les facettes de IQ(G) contenues dans A(S) sont les facettes
(fermées) de 1'ensemble des hyperplans appelés murs d'équation e(uw) =0,

pour o€ &(G,S), dans A(D(S) = Y(S)®Q . Ce sont des cbnes de sommet O .

|
|

2n

EXEMPLE 2.10. L'immeuble de GL2

2.11 ACTION DE G . G(k) agit par automorphismes intérieurs sur
les sous-groupes a un paramétre de G donc sur IQ(G) .

Par définition le fixateur de la facette AQ(P) est P(k), donc
son stabilisateur est NG(P)(k) = P(k). Ainsi le fixateur de 1'apparte-
ment AQ(S) est 1l'intersection des P(k) pour P2OS , c'est-a-dire
le centralisateur CG(S)(k) de S et donc son stabilisateur est

NG(S)(k).

PROPOSITION 2.12. Soient F1 . F2 des parties de IQ(G) contenues
dans des chambres : alors :

1) 11 existe un appartement A contenant Flu F2 u{ol .

2) L'enveloppe convexe de F1U FZU{O} dans AC IQ(G) ne dépend

pas de A . En particulier si x et y sont des points de IQ(G), n

peut définir un_segment [X'Y]Q dans IQ(G).

3) Si A et A' sont des appartements contenant F

et F, , il

1
existe g€ G(k) fixant 1'enveloppe convexe de FlUF,U {0} tel gque

g.A=A'.
DEMONSTRATION. 1) Soit Pi un k-parabolique tel que la facette
AQ(Pi) contienne F, . D'aprés la décomposition de Bruhat on sait qu'il

existe un tore k-déployé maximal S de G dans PlﬂP et alors

2 7
A_(P a u{olc .
o(P1) VU 8g(Ry) {0 A, (S)
3) Supposons les Jparaboliques Pi ci-dessus choisis maximaux pour leur

propriété ; alors le fixateur de F. est P;(k). Notons A=AQ(S).
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A'=AQ(S') ;: S{k} et 8S'(k) fixent F et F donc S et S' sont

1 2!
deux tores k-déployés maximaux de Plﬂ P, : il existe g€ Pl(k)ﬂ Pz(k)

tel que S' =c_;ng-l c'est-a-dire A'=g.A . Il reste a voir que g fixe

1'enveloppe convexe de FlU F2U {0} dans AQ(S) = Y(S)®Q Reprenons

les notations de 2.0, par construction le fixateur dans G(k) du point
vyE€EY(S)®Q CIQ(G)HY(T®k‘)®QC IQ(G®k') , est l'intersection avec
G(k) du fixateur dans G(k') de y . Il suffit donc de montrer que si
g€ Pl(k')n Py(k') alors y fixe 1'enveloppe convexe de F UF,U {0}

dans Y(T®k')®Q = B . Mais le fixateur d'un point de B est un para-

bolique contenant T donc le fixateur GH d'une partie H de B fixe

une partie H'2H de B qui est déterminée par les sous-groupes Ua

(¢ € ¥(T)) que contient Gy -

seulement si o(H) »O et les applications e« sont linéaires : donc

Or par définition U, fixe H si et

H' contient 1'enveloppe convexe de HU{0}. Ainsi g fixe ce gqu'il faut.
2) L'élément g construit au début du 3) induit un isomorphisme linéaire

de A =7Y(S)®Q sur A' = Y(S')®Q qui fixe P, , F, et O . Il

1 2

échange donc les enveloppes convexes de FlLJqu {0} dans A et A' :

d'ol 2) d'aprés 3).

2.13 RETRACTIONS. Soient A un appartement et C une chambre de
A . Si x¢€ IQ(G), x est contenu dans une chambre C' et il existe un
appartement A' contenant C' et C . Alors il existe g fixant C
tel que gA'=A . On pose alors PA,C(X) = g.x . On a ainsi défini 1la

rétraction sur A de centre C sous réserve de montrer que g.x ne

dépend pas des choix faits.

Soient (Ci.A'

1+9;) et (Cy R509,) deux choix ; d'aprés 2.12 3)

. -1
quitte & changer g, on peut supposer Ai==Aé . Mais alors h==g2 -9,

fixe C et stabilise Ai ; sion a Ai==AQ(S) et C= AQ(P) o P est

un parabolique minimal alors h€ NG(S)(k)n P(k) = NP(S)(k) = Cp(s) (k).

Donc h fixe tous les points de Ai et g;.x = g5.x%

i i

|
:,.';%
|
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2.14 DISTANCE. Soit S un tore k-déployé maximal, on choisit

sur Y(5)® @

AQ(S) un produit scalaire invariant par le groupe de

Weyl W(G,S) NG(S)/CG(S). On en déduit par conjugaison par G une
distance d(x,y) dans tout appartement. D'aprés 2.12 d(x,y) est une

fonction bien définie sur IQ><IQ

PROPOSITION 2.15. 1) 4 est une distance.

et invariante par G(k).

2) pA c Sonserve les distances de points contenus dans un méme appar-
I

tement que C .

3) P, o diminue les distances.

DEMONSTRATION. La seconde assertion est claire. Mais alors pA c
r

est une isométrie sur chaque chambre, donc il transforme un segment en
une ligne brisée de méme longueur d'ol la derniére assertion. Il reste
4 montrer 1'inégalité triangulaire d(x,z) { d(x,y) +d(y.z) et pour

cela on fait une rétraction sur un appartement contenant x et =z

;

2.16 L'IMMEUBLE REEL. L'immeuble IQ(G) n'est pas complet ; dans

le complété on considére la réunion des complétés des appartements

I{(G) = U A(s) =U ¥(s5)®R
s s

I(G) est l'immeuble vectoriel de G sur k , il n'est pas substan-

tiellement différent de IQ(G).
Le complété d'une facette, d'un segment ou d'un appartement de

IQ(G) est noté de la méme fagon en supprimant 1'indice @ .

2.17 REMARQUES. 1) D'habitude on ne considére que 1'immeuble sphé-
rique 1°(6) = {x¢€ 1(G)/d(x,0) =1} , (voir par exemple [5; 11 §2] sur
lequel est calqué cet exposé). Mais 1'immeuble considéré ici est parfois
plus pratique car il ressemble aux immeubles affines de [2].

2) L'unique géodésique entre deux points x , y de I{(G) est le seg-
ment [x,y] de centre contenant un point de [x,y]). On dit qu'une

partie H de I{(G) est convexe si pour tous x,y€H on a [x,y]cli
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THEOREME 2.18. I(G) est complet.
DEMONSTRATION cf. [2:2.5.12].
Soient y, une suite de Cauchy et C wune chambre de I(G)
comme les paraboliques minimaux sont conjugués, il existe gne G(k) et

an C tels que y =g X Quitte & passer & une suite extraite on

n n

peut supposer que X = a une limite x dans C . Alors :
-1 _
dlg, g x.x) = dlg %, g, x) e d(x,xp)-rd(yp,yn)-+a(xn,x)
ainsi ve& 3IN(€), p,n » N(e)} implique d(g;lgpx,x) { e .
Mais alors (lemme 2.19) gpx = gqx pour p,q ¥ N(M) et on voit que

Yo tend vers gN(n).x .

LEMME 2.19. Soit x€I(G) alors il existe n?0 tel gue

1) si y€I(G) vérifie d(x,y) {1 alors x et y sont contenus

dans une méme chambre.

2) Si de plus il existe g€ G(k) tel que y=g.x alors y=x .

DEMONSTRATION. 1) Soit A = A(S) un appartement contenant x .
On définit 7 comme la distance minimale de x aux murs de A qui ne
contiennent pas x (cf. 2.9). Le nombre 7 est indépendant du choix
de A et convient.
2) Si y=g.x , d'aprés 2.7.1 on peut supposer que g€ NG(g)(k) mais
alors g est dans le groupe de Weyl et celui-ci admet une chambre

comme domaine fondamental donc y=x .

THEOREME 2.20. Soit T un groupe d'igométries de 1I(G) fixant O

et soit M une partie convexe fermée non vide de I(G) stable par T .

Alors T' £fixe un point de M

DEMONSTRATION. Quitte & intersecter M avec une boule de centre O
on peut supposer M borné. Alors le lemme 3.2.3 de [2] permet de con-
clure si on montre la relation suivante : Soient x,y,z€ I(G) et m le
milieu de (x,y] alors d(x,y)z-i-d(y,z)2 ¥ 2d(m,z)2-+%d(x,y)2

Dans un espace euclidien on a égalité ; on se raméne & ce cas par

une rétraction sur un appartement contenant X,y de centre contenant m.

bR
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PROPOSITION 2.21. Soient @ :G = GL{(V}) une représentation de G

et v€V ; alors la fonction u(v,x) est une fonction continue de

x € IQ(G). En particulier {x€ 1(G)/u(n,x){ @} est convexe fermé.
DEMONSTRATION. Si x et y sont dans 1'appartement AQ(S) on

dispose des expressions 2.2.1 et 2.5.2 il est alors clair qu'il existe

une constante K indépendante de v telle que lu(v,x)-u(v,y)|

{ K.d(x,y). Mais wu(v,gx) = u(gv,x), ainsi la méme constante est valable

dans AQ(gSg-l) donc dans IQ(G), et la fonction u se prolonge en une

fonction continue sur I(G). Il reste & voir que u est convexe sur

chaque appartement ce qui est évident.

2.22. DéMONSTRATION DU THEOREME 1.10.

Soit I 1l'immeuble de G sur k . Si T est un tore maximal
k-défini on peut supposer le produit scalaire sur Y¥Y(T®Xk) invariant
par le groupe de Galois I’ de k sur k . Ainsi T agit isométrique-
ment sur I et fixe O . Par hypothése l'ensemble H des x€ I tels
que w(v,x){-1 est non vide (2.2.2), il est convexe fermé (2.21) ne
contient pas O et est stable par T (car P est défini sur k et
vEVv e v®k). Alors (2.20) T fixe un point a€H ; le sous-groupe
parabolique associé P{a) est défini sur k . Soit T un tore maximal
k-défini de P(a) ; l'appartement A(T) contient a ; le groupe de
Galois T stabilise A(T) et induit sur Y(T)SY(T)®R = A(T) 1l'action
canonique. Il existe donc A/n€Y(T)®Q fixe par T et suffisamment

proche de a ; alors X est défini sur k et w(x,x) {0
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vial sur X , on n'a aucun probléme pour construire le quotient de

X&><V par G .

REMARQUES 1.2.

a) Un point x de Vy 0 détermine une orbite O0(x) de G dans V.
i

. L, b) Si V est un G-module trivial alors > XXV
Université de Nancy I

Département de Mathématique

Case OfPicielle n® 140
54037 N QEDEX (France)

Yy.p
c)} Cette construction est fonctorielle pour les G-morphismes :

Si h:V —>» W est un G-morphisme on en déduit un morphisme

h, : ibré i

y Vy,p ——»»wylp de fibrés vectoriels sur X .

d) Cette construction peut aussi se faire si V n'est pas un

G-module mais seulement une variété sur laquelle G agit.

DEFINITION 1.3. Si le fibré vectoriel E —> X est obtenu de cette

maniére avec le groupe G , on dit que G est un groupe structural de E.
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LEMME 1.4. Soient Xy —Za-x une fibration principale de groupe G

et X’. lLa-X une scus—fibration principale de groupe HSG . Alors

pour tout G-module V , on a Vy o > Vy. o 7 en particulier H est un
— ' ' ———

groupe structural de V. .
Y.P

DEMONSTRATION. L'application évidente Xy.XHV ——e-XyXGV induit

localement sur X un isomoxphisme (car alors Xy. et X& sont tri-

viales), c'est donc un isomorphisme.

LEMME 1.5. S'il existe une section s de Vy o
7

O(s{x)) soit indépendante de x€ X , alors si v€O0(s(x)), la fibration

telle gue 1l’orbite

Xy —le-x posséde _une sous-fibration de groupe le groupe d'isotropie Gv

de v . En particulier Gv est _un groupe structurel de Vy o (et_de
’

tous ses tordus, cf. 1.7).
DEMONSTRATION. Soit p: X.yXV —>)(,ny\7 1'application canonique.
Notons X, = p-l(s(x))nx_yx{v} » alors ¥':X,, —> X est une sous-

fibration principale de groupe G, -

. L . ) . PR
LEMME 1.6. S E —> X est un fibré vectoriel (localement trivial)

de dimension n , alors GLn est un groupe structurel de E .

DEMONSTRATION. Soit X& = Isomx(x><kn,E) la variété dont les points

n

sont les isomorphismes de k sur les fibres de E . Pour x¢€ Xy on

note ¥Y(x) le point de X déterminé par cette fibre. xy LXsx est un
fibré-principal pour l'action (& droite) de GLn et l'application

naturelle XYXGL k" —> E est un isomorphisme car elle l'est locale-
n

ment sur X

1.7 FIBRES TORDUS. Quand on a un fibré vectoriel E de groupe

structurel G et une représentation p' :G —> GL(W), le fibré Wy o
’

construit avec la méme fibration Xy que E est dit tordu de E par p'.

Plus particuliérement si E est un fibré vectoriel sur X de
dimension n et si P est une représentation de GLn , on note E(p)
le fibré vectoriel sur X construit grce & P et a la fibration prin-

cipale du lemme 1.6.
r
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EXEMPLE 1.8. Pour m€éN on a une réprésentation P de @GL_
(@) Bm

correspondant est E .

dans

(k™)™ et le fibré

4 N ®) R
Le morphisme de Véronése Vo k" — (xM°, vm(x) =x ™, est un

GLn—morPhisme et, si E = Vy alers v_ . :E —> ﬁgm est le morphisme

de Véronése.

1.9. On suppose dorénavant que E gest un fibré Vy o de groupe
r .
structurel G réductif et de base X propre intégre.

Un point e de E est dit instable (resp. stable, semi-stable) si
l'orbite (O(e) - dans V est formée de points instables (resp. stables,

semi-stables) pour l'action de G .

THEOREME-DEFINITION 1.10 (Bogomolov [1]). Soit s une section de

E sur X , alors si s(x) est stable (resp. semi-stable, instable)

pour un point x de X , alors il en est de méme pour tout autre point

de X . On dit alors gue la section s est stable (resp. semi-stable,

instable) relativement & G .

REMARQUE. En particulier une section qui s‘'annule quelque part est
instable.

DEMONSTRATION. Considérons le G-morphisme ¢ : V — V/G indiqué

: . : L)
dans l'exposé 1. Comme G agit V& 5 Y XX V/G
’
trivialement sur V/G on a le (
s l Pr,
diagramme commutatif ci-contre. X Id X

przowyos est un morphisme de X propre dans V/G affine ; il
est donc constant. Ainsi la fibre de % contenant l'orbite O(s(s))
est indépendante de x€X .

Or on a vu {(exposé 1) qu'une orbite ® est formée de points ins-
tables (resp. stables) si et seulement si ®C w-l(o) (resp.
w=3d"1(P(w)) et le stabilisateur d'un point de ® est fini). La

conclusion est donc évidente.
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PROPOSITION 1.11. Soit E un fibré vectoriel de base X . qui

posséde (ou dont un tordu posséde) une section stable (relativement a

un groupe structurel réductif), alors E a un groupe structurel fini

et quitte & étendre la base X par un revétement fini on peut supposer
E trivial.
DEMONSTRATION. La seconde assertion est une conséquence immédiate

de la premiére. Celle-ci résulte de la démonstration 1.10 et du lemme 1.5.

THEOREME 1.12. Soient G un groupe réductif et H un sous-groupe

»

fermé, alors G/H est affine si et seulement si H est réductif.

Ce résultat est dli & Matsuschima en caractéristique O (voir Luna
[s] ; pour une démonstration en toutes caractéristiques voir

Richardson [6]).

COROLLATRE 1.13. Les seules orbites fermées de G dans une variété

affine sont de la forme G/H avec H réductif.

THEOREME 1.14 (Luna [5))}. On suppose le corps K de caractéristique

0 .8i P:6 —» GL(V) est une représentation du groupe réductif G et

@ une orbite fermée dans V , il existe un G-morphisme du fermé

P, = {vEv/wc O{v)} dans @ .

PROPOSITION 1.15. On_suppose K de caractéristique O . Soient

Y xy —> X une fibration principale de groupe G réductif, sur la

base propre X et P :G —> GL(V) une représentation de G . S'il

existe une section semi-stable s de (V/VP(G))V o ! alors il v a un

sous—groupe réductif H de G , différent de G gqui est groupe struc-

turel de V.

v.,0 et de ses tordus.

REMARQUE. Sous cette hypothése V.

v,p posséde une section semi-
!

stable mais la réciproque est fausse.
DéMONSTRATION. Comme on va démontrer cette proposition grice au
lemme 1.5, on peut supposer V = V/Vp(G). Reprenons les notations de la

démonstration 1.10. Par hypothése, il existe y#O , vE€V/G tel que

4
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Ols(x))c o™t

(y) pour tout x€ X , autrement dit
-1 -1 . -1 .

s(X)<o (y)y = xnyw (y)- Mais ¥ “(y) contient une unique orbite
fermée O(v)=w , (exposé 1, 1.2.2), ona Vv#O car y#O0O et le fixa-
teur H=G_ de v est différent de G (car Vp(G)=={O}). Le fermé
P, de 1.14 est en fait ¢-1(y), on a donc des morphismes
gL —w et 6_:p77t @ . i 8

P T (y) e y P (y)y — La section 9, os de Vy'p
est telle que O(9y°s(x)) = O(v) pour tout x€X ; on conclut alors

grice & 1.5.

COROLLAIRE 1.16. On suppose K de caractéristique O . Soient E

un fibré vectoriel de rang n de base propre X et £ une représenta-

tion sans point fixe de GLn . S'il existe une section semi-stable de E

p),

ou de E alors il existe un sous—groupe réductif de GLn , différent

de GLn , gui_est groupe structurel de E .

§2. MODELES DE BOGOMOLOV

Les résultats du paragraphe 1 ont été obtenus grice a des
G-morphismes dans deux sortes de G-variétés affines : les G-variétés
triviales et les G-variétés G/H . Pour la suite (paragraphe 3) on a

besoin de nouveaux modéles et de nouveaux morphismes.

2.1 LE GROUPE PX . Soit T un tore maximal du groupe réductif G
de rang £ . alors X(T) groupe des caractéres de T est un Zmodule
libre de rang € . On choisit sur X{T)®R un produit scalaire entier

sur X(T) et invariant par le groupe de Weyl W .

Si X€X(T)®R , on note P le sous-groupe paraboligque de G

engendré par T et les groupes radiciels U, pour @€® et (o,x)%0;

le produit scalaire identif’e X a un élément de Y(T)®R , et alors
PX est le groupe défini en 2.0 de 1l'exposé I. Le radical unipotent UX

de PX est engendré par les Uy pour (¢,x) 7 O ; on peut prendre comme

sous-groupe de Levi le sous-groupe Lx engendré par T et les U pour

o
(e, X) =0 .
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5i X €X(T), le caractére X de T s'étend d'une maniére unique Dans W' 1'espace propre de poids X est réduit & une droite,
da(i) n
Ra . ®
stable par P, =kv, = (® ( A V., .,) 21)® (AV) ® . En quotientant wt
X X i=1 da(i)

par une sous-représentation, on trouve la représentation V' de 2.2.

en un caractére de PX .

PROPOSITION 2.2. Soit X € X(T), il existe un k-vectoriel v* une

DEFINITION 2.4. Soit X €X(T), X#0 , le modéle de Bogomolov corres—

pondant est 1'adhérence AX de G.vX dans V* .

représentation irréductible £ : G ——a-GL(Vx) et un vecteur non nul

VXE vr (unigue & une constante prés) tels gue pour tout p€ PX , on a :

Comme X est non trivial, P .v, = k.vx—{O} . donc A, ne dépend
pas du choix de vx . De plus k.vXC'Ax et d'aprés le lemme ci-dessous,

G.kvx est fermé dans V© ; ainsi A = G.kv, est formé de 2 orbites :

p(p).v, = x(p).vy
Ainsi vy est un vecteur propre de T de poids X ; en fait
V§ = K.v* . On peut montrer que toute représentation irréductible est

) . . G.vX et {0} . En particulier AX est contenu dans la variété des
de cette forme pour un poids X déterminé & conjugaison prés par W

points instables de v
En général on choisit un borel B contenant T et on suppose X

LEMME 2.5. Soient £ :G — GL(V) une représentation du groupe

dominant pour l'ordre introduit par B , c'est-a-dire PXZDB ; ceci fixe

réductif G , P un parabolique de G , W un _sous-espace vectoriel de

X . Pour des démonstrations on se reportera a [4:§ 31].
V stable par P et { un ouvert de G , alors P{(G).W est fermé dans

2.3 EXEMPLE DE GLn' On choisit pour tore le groupe T des matrices
V et p()).W est ouvert dans pP(G).W .

diagonales. Alors X{T) est isomorphe & Z¢ :si x = (r .,rn) on a

PR ,
N ° r r L DEMONSTRATION. Considérons la suite d'applications
X ( l\‘ ) = tll. .tnn . Le groupe de Weyl est le groupe des permuta- @ P pr,
0 \tn GXV /> GXV — G/PXV —=5V
tions des n vecteurs de base ; on prend comme produit scalaire sur
. o{(g,v) = (g,p{g)v) ; ¥(g,v) = (gP,v) : alors P(G).W (resp. p(fLW)
XT)I®R , ((z).(r;)) = Zor.rj . Si x € X(T), quitte & conjuguer par
est 1'image par przo!f)uﬁp de GXW (resp. xW).
W , on peut supposer X = (rl,...,rn) dominant : r, s r, Y. T,
¢ o Comme ¢ est un isomorphisme ®{¥XW) est ouvert dans P(GXW)
. . R 1,
= r N . oy = t.. .t . 4 .
Pour i=1,n, soit X; le caractere Xl(o i ) 1 i’ qui est fermé dans GXV . De plus @(GXW) est saturé pour ¥ (et
n

c'est le déterminant sur 1'espace v, engendré par les 1 premiers méme pr2°¢). et ¢ est ouverte donc Yo?(fIXW) est ouvert dans

vecteurs de base. Les X forment une base de X(T), plus précisément ; Yo (GXW) qui est fermé dans G/PXV . On conclut alors car pr, est

si X est dominant, il s'écrit de maniére unique
e

ouverte (comme toute projection) et fermée (car G/P est propre).

= - €7.
X 1;; ajXq(j) *aXy - avec a;¥i. a() ..lad) {n-1 et afz REMARQUE. #°9(GXW) est en fait GXW .
Le groupe parabolique P, est alors le stabilisateur du chapeau : 2.6. NOTATIONS. On considére une représentation £ :G —> GL(E) du
n
v c...C < = N . .
ar1) Vd(g) k v e ai) " groupe réductif G et on note Y = IG(E) la sous-variété affine fermée
, . X _ ®a; Ra
On a une représentation de GL_ = dans W' = (;El (A v) " "1)8 (Av)™°, de E formée des points instables. Le théoréme suivant de Bogomolov [ 1]
obtenue en combinant des produits tensoriels et des produits extérieurs. est le résultat principal de ce paragraphe

n
L'exposant éventuellement négatif a ne pose pas de probléme car AV

est de dimension 1.
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THEOREME 2.7. Soit X une sous-variété fermée G-invariante de

IG(E), x#{0} , alors il existe X#0O , X€X(T) et un G-morphisme non

trivial de X dans AX

REMARQUE. Il suffit de faire la démonstration pour X irréductible:
Si les composantes irréductibles de X sont les X; 0 i=1,n , chaque
X, est stable par G donc contient O . Si n Y2 , soient I 1'idéal
des fonctions sur E nulles sur xzu...uxn et F un sous-espace
vectoriel de I de dimension finie et stable par G [4;8.6]. Si

£f.,...,f est une base de F , on a des fonctions a., . sur G telles
1 m m 1,3
que f.(gx) =) . a, .(g)f.(x).

i J=1 i3 j

Le morphisme ©:E —> k™ , déterminé par les f; est un
G-morphisme pour les représentations p et p':G —> GL(km),

ptig) = ( {g)). De plus 9(IL(E)) < IG(km) et 9(X) = o(X)) # {o}

ai,]
est irréductible. Il suffit donc de trouver un G-morphisme de %{X)

dans I-\‘ et de le composer avec @

COROLLAIRE 2.8. Il existe une filtration Y_ = Y2Y,2...2Y = {0}

de Y par des sous-variétés fermées G-stables telles que pour i (m,

Y soit 1l'intersection des images réciproques de O par tous les

i+l
G-morphismes de Y. dans un modéle A
En effet, d'aprés le théoréme et la remarque ci-dessus, la dimension

maximum des composantes irréductibles de Yi+l est strictement inférieure

a celle de Y, -

EXEMPLE 2.9. Reprenons l'exemple 1.8 de l'exposé I : SL2 agit sur
l'espace E des polyndmes homogénes de degré n en deux variables. Il
résulte clairement de la suite de ce paragraphe que la variété Y, du
corollaire ci-dessus est 1l'ensemble des polyndmes de E qui ont dans

P. wune racine de multiplicité > S+i .

1
2.10 DéBUT DE LA DéMONSTRATION DE 2.7.
On sait qu'un point est instable si et seulement si il 1'est pour

un sous-groupe a un paramétre. Mais tout sous-groupe 4 un paramétre est
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contenu dans un tore maximal et tous 1és tores maximaux sont conjugués.
Donc si on choisit un tore maximal T de G on a IG(E) = G.IT(E).

Regardons maintenant IT(E) . Soit E = ?EEX la décomposition de E
selon les poids de T ; seul un nombre fini de poids interviennent. Si
e€E on note Supp(e) 1l'ensemble (fini) des X € X(T) tels que la
composante ey de e sur EX soit non nulle et <{Supp(e)” 1'enveloppe
convexe de Supp(e) dans X(T)®R = Xg -

Pour cEXR , c#0 on note D(c) le demi-espace

{xEXR/(x-c,c) Yol et H(c) = {x€ XR/(x—c,c)=0} 1'hyperplan corres-

pondant.

LEMME 2.11. Scit e€ E alors,

e€ I,(T) & {(Supp(e)?70&= Ic#0 c€ Xg = X(T)®@ Suppl(e)<D(c).

DEMONSTRATION. On sait que e€ I,(T) &= A €Y(T) tel que les
poids de e par rapport & A sont ? O . Or Y(T) et X(T) sont deux
Z-modules libres en dualité par <x,A> = XoX EX(Gm) = Z et les poids
de e par rapport & X sont les ¥oX pour X € Supp{e). Compte tenu de
1l'identification, grfce au produit scalaire sur X » de ¥Y({T) a un
sous-Z-module de X, ., on a e€ 15(T) <=—'='—>30€XQ tel que V¥x € Supp(e)
(X,c) >0 . Le lemme est donc maintenant évident.

2.12 FIN DE LA DEMONSTRATION DE 2.7.

Pour AC)&‘ ; on mote EA 1'espace vectoriel des e€E tels que
Supp(e)© A . Comme Supp(E) est fini il y a un nombre fini de tels
espaces vectoriels.

D'aprés les définitions de D(c)}, M(c), P, et le lemme 2.3 de
1'exposé I, ED(c) est stable par le parabolique Pc et EH(C) par son
sous-groupe de Lévi Lc . En particulier G'ED(c) est fermé dans E
(lemme 2.5).

D'aprés le lemme 2.11 IT(E) = U ED(c) et donc I_.(E) est conte-

c#0 G

€
CXQ

nu dans la séunion finie des fermés GOED(C) .
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§i X est une sous-variété irréductible, stable par G, de IG(E), il
existe donc un c€ Xg tel que XS G.Ep .y - Alors X = G.X' avec

X'CE i.e. supp(X')cD(c). Soit c' le point de (supp(X'}?> 1le

D(c) '
plus proche de 0 , alors supp(X') S D{c'), c'est-a-dire XC G'ED(c‘)
et ¢ € {supp(x' )N XQ . Le théoréme résulte donc de la proposition

suivante.

PROPOSITION 2.13. Soit c€ XQ , c#0 , alors il existe mYy1l tel

= mc€ - { .
que X = mc€X(T) et un G-morphisme @ de G.Ep.) dans Ay

L'intersection des noyaux de tous les G-morphismes gque l'on sait ainsi

construire est une union finie de fermés de la forme G'ED(c' Dlc)

pour c'€D{c) et et el .

lére étape. Il existe un multiple x de ¢ qui est un caractére de T,

donc aussi de Pc=Px et en particulier de LC . Le groupe réductif

L. = (Ker(x)N LC)O est indépendant du multiple X choisi et il existe

un sous-groupe multiplicatif de LC tel que Lc=L<l:'Gm .
Soit S 1'anneau des fonctions polynomiales sur EH(c) invariantes
par Lc (cela a un sens car Lc stabilise EH(c))' Comme l'action de

L(': sur k[E ] provient d'une action linéaire sur EI-I(c) , elle est

H(c)
homogéne ; ainsi § = @ s™ , ol les éléments de s™ sont homogénes
mEN
de degré m . Je dis que l'action de Lc sur S™ se fait par le

caractére X=mc {en particulier S =0 si mc € X(T)).
En effet soit (el,...,en) une base de EH(c) qui diagonalise
1'action de T , avec donc des poids X, ...,xneH(c). Soient X ,....X
n r.
les applications coordonnées correspondantes, le mondme 11 Xil est de
i=1

n n
poids ) ; ri.xiE H({) ri) .c) relativement & T . Or la décomposition
i=1 i=1

=1 . .
Lc Lc.Gm montre que l'action de Lc sur S est celle de Grn , elle
est donc diagonalisable avec des caractéres multiples {(rationnels) de

¢ . La conjonction de ces deux résultats entraine la propreté annoncée.

Soient maintenant mY1 et £#O0 , £€s™ (s'il en existe), on

en déduit un P, morphisme
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A, ~ £
£:E50) — Ep(c)/Eple)-mlc)  Ba(c) — K

ou PC agit sur k par le poids X=mc : et un G-morphisme

b GXPCED(C) —_— GxPck — A vt

défini par J)f(g,e) = g(%(e).vx).
2&me étape. Considérons le morphisme de Véronése VpiE—> E®m défini
en 1.8. Alors f est le composé de Voo et d'une application linéaire

®m 2 Ti
£ de E dans k : par exemple H X. est le composé de v
1 H(c) j=1 1

m
noog.
et de la projection sur ® ey i ., comme f est de poids X , on peut
' i=1
considérer £, (resp. fl) comme la projection linéaire de
®m _ ,.®m Bm

(EH(C); = (E )H(m.c) (resp. (E )D(m—c)) sur un vecteur

€ (T i =m-
ey (E )H(m—c) de poids Xx=m-c .

Comme “m est un G-morphisme on pourra, dans la suite, supposer

f 1linéaire, avec X=c .

38me étape. Il existe une application {ensembliste) @ de

£ G-Epe)
dans AX qui factorise l'application #Jf et est compatible aux actions
de G .

Il suffit de montrer que si e€ Epie) ¢ g€ G sont tels que gﬁ/Pc
et g.e€ ED(c) , alors f(e)=0 : en effet la méme démonstration montrera
que f(g.e)=0 et donc g.d)f(e) =0 = le(g.e).

Supposons fl(e) #0 et appliquons & g la décomposition de Bruhat :
g =p.w.p' p,p EP_ ., wé€WwW .

Oor Pc stabilise ED(c) et f est un Pc—morphisme ; donc, quitte
i remplacer e par p'.e on peut supposer p=p‘'=1 : On a fle)#0 ,

.e€ i
w.e ED(c) et il faut montrer que w¢€ P, -

D'aprés 1'étape précédente on peut supposer f linéaire et,
puisque f(e)#0 , x=c € Supple).

Alors, w.c € w.Supp({e) = Supp(w.e)<D(c). Mais c est le seul
&1ément de D(c) de norme llcll , done w.c=c¢ et ainsi

-1
P = = € =
P w Pcw , donc w NG(PC) PC .
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4éme étape. Quitte & remplacer f{ par une puissance £ (r¥y1) et
donc X par X ., %g est un morphisme.

D'aprés la seconde étape, on peut supposer f linéaire, déterminée
par un eXE EXC EH(c) , avec c=X . 81 £ est un ouvert non vide de
G , Q'ED(C) est un ouvert non vide de G.Ep(., (lemme 2.5) et la
réunion de ses translatés par G est G.Ej. .y il suffit donc
d'examiner P sur cet ouvert.

Soit Y = (al,-..,un} 1'ensemble des racines « €@ :elles que
(e,c) O , c'est-a-dire telles que Ua‘;l P_ . Alors &= (;D—l Uﬂ’i)'Pc
est un ouvert non vide de G : c'est le saturé pour Pc de la grosse

n
cellule. On a prc ED(c) = (;[j_l Uai)xED(c) et le G-morphisme llJf

vaut : ¢f(u1,...,un,e) = (yeeees un).f(e) , il est déterminé par

On choisit l'ordre sur ¥ tel que si «&; = ay+a, alors i{3j

et i¢8€ et on identifie chaque U,  au groupe additif 6, par un

i
isomorphisme fixé.

Le lemme 2.3 de l'exposé I, montre qu'a chagque n-uple

e = (21,...,2n)€ N?  est associé un vecteur v(f) de poids

n
X + E . Ei.ai tel que
i=

V(0,....,00 T X
(%)
n e,
= 2). b
(U eeens u dvy Ee L (w(®) FT{; w )
Le méme résultat vaut pour le calcul de (u1 ..... un)ex .

La remarque page 40 de (2] montre que :

+r) | sos s .
L%Ta%— e(o,...,o,q+r,2i+1,...,En) se calcule linéairement en fonction

de e(O,...O,q,€i+1,...,En).
En particulier en caractéristique O la nullité de

e(O,...,O,l,Ei+1,...,€n) entraine celle de e(Bl,...,Bn) pour Bi)rl,

(ceci peut se démontrer sans la remarque citée en passant par les
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algébres de Lie, voir [4;13.2]). En raisonnant par récurrence descen-
dante sur i , on en déduit que soit uy n'intervient pas dans le

RREEE un).ex
il n'intervient pas non plus dans le calcul de (u

calcul de (u (mais alors puisque 1l'application ¢f existe

u J)v,) soit il
n

se calcule polyndmialement & partir des coordonnées de (u u e, .

Ainsi wf((ul.....un)ex) = (ul.....un)vX est bien une expression poly-

némiale des coordonnées de (ul.....un)ex et @ est un morphisme.

£
En caractéristique p , on voit facilement que si p ne divise
dy )
pas r alors —(x.pa! n'est pas divisible par p . Ainsi,
(pH 1 ((x-1)pTr1
soit e(O,...,O,ei,...,Zn) =0 Vej>#l

soit il existe g€WN tel que e(0,...0,p9, reeed® ) # 0 et 1'asser-

£i+l
tion e(2)#0 impligue que p9 aivise e, .

Dans le premier cas u, n'intervient pas dans le calcul de

(ul ..... un)eX et donc dans celui de (u1 ..... un)vX . Dans le second,
q P N . R

ug peut se calculer polynOmialement a partir des coordonnées de
(u1 ..... un)eX .

Quitte & augmenter q on peut le supposer indépendant de i

. . ® ~

Soit r==pq , alors er est un quotient de (VX) r ., ou plutdt
de son gquotient symétrique Sr(Vx), v, est un G-morphisme de v
dans V™% et on a ur(vx) =v . En fait v, est 1'élévation a la

X
puissance pq-iéme et vrowf est ¢ r - On en déduit que dans
£

1'expression {*) pour ver, chaque u, n'intervient que par sa

: r st .
puissance u; i et ainsi @ r est un morphisme.

5é&me et derniére étape. Il reste & calculer 1l'intersection des noyaux

des ¢, . L'intersection des noyaux des £€s™ pour f#0 , mEN,
mY»1 est, par définition, la variété des points Lé-instables dans
EH(c) . On peut donc la décrire comme réunion d'un nombre fini de fermés

L;:.(EH(C) n ED(d)) pour d€Xx(TN L.) ® Qc X

" = Q
" d#0 , comme L., Ker(Xx)

ona (d,c)=0, donc c§£D(d).
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L'intersection des noyaux des f est réunion des fermés
' =L'. . Mais ¢
e+ (By(oynp(a) * Ene)-n(e)’ = Yo B(n(e)np(a))u(p(e)-Hlc))
n'est pas dans 1'enveloppe convexe de (D(c)ND(A))U(D(c)-H{c)) donc il
!
existe c'ED(c) tel que llc'llXllcll et
(D{c)D(a))U(D(e)-H(c))C D(c)ND(c'). On en déduit donc 1'assertion de

la proposition 2.13,

§3. SECTIONS INSTABLES

On reprend les notations des paragraphes précédents, ainsi X est
une variété propre irréductible que l'on suppose maintenant normale.

On note PAX 1'image dans 1'espace projectif P(VX) de AX—{O} :
c'est un fermé de P(VX) donc une variété projective. Le groupe réductif
G agit sur P(VX) et PAX est une orbite de cette action.

On se donne une fibration principale 7Y :X& —3» X de groupe G

et pour toute variété Y sur laguelle G agit on note Yy = XYXGX .

PROPOSITION 3.1. On_suppose gu'il existe une section instable non

nulle d'un fibré vectoriel sur X , alors.

Vy.p

1) il existe Xx#0 x€X(T) et une section non nulle s de AX,V :

2) la section =5 de PAX y Sur un ouvert non vide de X , induite

par s , se prolonge A un ouvert U de complémentaire de codimension

au moins 2 :

3) il existe une sous-fibration principale V' :Xy. -—— U de groupe

PX . de ¥ :Xy —> U ; ainsi au-dessus de U on peut réduire a PX lie
gqroupe structurel de tous les Vy,p' .

DEMONSTRATION.
1) Soit 0O la section donnée de V&IP ; c'est en fait une section de
Yy .ol Y = I (V) estla variété des points instables de V . D'apreés
2.8 il existe une filtration Y, =Y, ,2Y; ,,2...2Y, , = xx{o} ae

Y, . Soit i 1le plus grand entier tel que U(X)CZYi y i alors il existe
un G-morphisme @ :Yi ——a-AX pour un certain caractére X , tel que si

LY. . ' i cati (X 0.
LR S — A est 1'application qui s'en déduit alors @, (o )) #
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Ainsi s = wyoc' est une section non nulle de AX y
2) Soit U, = {x€ X/s(x)} #0} , alors le composé de s y. avec la projec-
1

tion de AX,)’_XX{O} sur PAX,Y est une section s, de PAX,‘)’ . Mails

PAX est projective donc PAX v -—> X est propre, de plus X est nor-

male donc cette section s, se prolonge comme indiqué [3:7.3.51.

3) Cette dernidre assertion est une conséquence immédiate du lemme 1.5.
3.2 UN CAS PARTICULIER. On se donne maintenant un fibré vectoriel

E sur X de rang n . Le groupe G est GLn et la fibration princi-

pale est celle construite en 1.6. On reprend les notations de 1.7 et 2.3.

PROPOSITION 3.3. On suppose qu'un tordu E(e) de E posséde une

section instable ¢ non nulle, glors

1) Il existe un ouvert U de X de complémentaire de codimension au

moins 2, et un caractére X de T tels gue au-dessus de U on peut

réduire le groupe structurel de E 3 Py -

2) Au-dessus de U , il existe des sous-fibrés vectoriels Ei de E

pour i=1,...,¢ de rangs O (a(1) {...{ae&){n et inclus les uns dans

les autres.

3) Si al,....ae_l) 1 et a€7Z sont les entiers déterminés par X .
et si la caractéristigue de k est O il existe une section s' du
2 ali) g, n o
fibré en droite D= ® ( A Ei) Qi@ (AE) 2 sur U .
i=1

DEMONSTRATION. La premiére assertion est un résumé de la proposition
3.1. Pour la seconde on construit facilement les E, : E. = xy.x v, .
i 1 PX i

Enfin on connait une section s au-dessus de X de AX y donc de Vé.

Mais comme on est en caractéristique O , v*

direct de la représentation Wt

est en fait un facteur

définie en 2.3. D'aprés 1) et le lemme
1.4, au-dessus de U , Ax,v est XY‘XPXKVX
de X,. . la section s, de PAx,y = Xy.xPXPAx est en fait & valeurs

= D . Mais par construction

dans xy,xP [vx] ; il en résulte que, au-dessus de V , la section s
X

4 . a2 . N -
e AX.Y . qui détermine Sy v est a valeurs dans 'XPXkVX D
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REMARQUE. En caractéristique p . v*  est seulement un quotient de Exposé X i ,

X

W et il n'y a pas de raison pour que la section s de Vé se remonte

en une section de W§ . Par exemple, en langage de schémas, le stabili-

sateur PX de kvX n'est pas forcément PX (ce qui est vrai en carac-

£t s . =P
téristique 0) ; on a seulement PX red

REMARQUE 3.4. On peut prolonger les fibrés Ei en des fibrés non FIBRﬁS VECTORIELS INSTABLES-APPLICATIONS AUX SURFACES
forcément localement triviaux sur X de méme rang, et les inclusions par M. RAYNAUD (d'aprés Bogomolov) ()
en des morphismes de fibrés. Si de plus X est lisse les Ei sont
Jocalement triviaux sur un ouvert de complémentaire de codimension au
moins 3. En caractéristique O, mais sans supposer X lisse, la section
s' se prolonge (par O) sur tout X .

Sources. Notes manuscrites de Bogomolov distribuées au CIME (juillet 77).

Pre-print de M. Reid "Bogomolov's theorem ci<.4c5 . (Kyoto 77).

. 0. NOTATIONS
} [l] F.A. BOGOMOLOV notes manuscrites distribuées au C.I.M.E
(Juillet 1977). Soient k un corps algébriquement clos de caractéristique O ,

X un k-schéma propre intégre normal, E un fibré vectoriel sur X

y [21 A. BOREL et alli.- Seminar on algebraic groups and related finite
groups. Springer Lecture Note 131 (1970).
et r son rang.

/% (3] A. GROTHENDIECK.- Eléments de géométrie algébrigque, II. Pub. Math.
I.H.E.S. n° 8 (1961). Si Z est un k-schéma, muni d'une action de Gl_ , on note %
r

jk (4] J.E. HUMPHREYS.- Linear algebraic groups. Springer Verlag (1975). le X-schéma déduit de 2 par torsion par E (Exp. 1.1). Lorsque Z

)\ [5] D. LUNA.- Slices étales. Bull. Soc. Math. France, mémoire 33 (1973), est l'espace V d'une représentation vectorielle P de Gl ¥ est
p. 81-105. r '

canoniquement muni d'une structure de fibré vectoriel sur X et on le
g(P)

/* [6] R.W. RICHARDSON.- Affine coset spaces of reductive algebraic groups.

Bull. London Math. Soc., 9 (1977}, p. 38-41. note

1. FIBRES VECTORIELS INSTABLES

Université de Nancy I

Département de Mathématique

Case OfftaiekYe n°® 140
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s

DEFINITION 1.1. Le fibré E est instable, s'il existe une repré-

sentation £ de Gl_ . de déterminant 1 (i.e. qui se factorise a

(P

travers PGlr), telle gque posséde une section s non nulle,
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