V - DESCENTE ET PLONGEMENT DES IMMEUBLES

Pour ce chapitre, on se donne un groupe réductif éy défini sur un corps K,

hensélien pour une valuation réelle non triviale .

§ 1 Descente modérément ramifide.

Proposition 5.1.1. Si L/K est une extension galoisienne finie, modérément

. - . T
ramifiée, de groupe de Galois T et si ‘% a sur L un immeuble, alors IL(%)

est un immeuble centré de @g sur K. Ainsi 3 a un immeuble sur K, et il existe

un unigue plongement galoisien de IK(§,) dans IL(§)° Si, de plus, IL(%') est complet,

alors IK(QJ’) 1'est aussi.

Remarque. Les appartements de IL«,?)T sont ceux indiqués en 2.5.6.

Démonstration : Comme IL(%)T est fermé dans IL(%')’ la derniére assertion
résulte de la premiére. Soient K et f.. les complétés de K et L, alors fJ/ K est
une extension galoisienne finie modérément ramifiée de groupe de Galois I, (cf.
annexe A 2). On a des identifications de IK(éf) avec Ik(éi) (si 1'un des deux existe)
et de IL(%) avec Ie (%), de plus les actions de T sur IL(CX) et IL("f) sont les
mémes, (2.4.7 g)). On peut donc supposer K complet.

D'aprés 2.5.6 et 2.5.7, il suffit de prouver que si x et y sont deux points
distincts de IL(%,)T, alors il existe une droite de IL(F*)? contenant x et y,.

Mais 1'action de T* sur IL((%)‘ est le produit de ses actions sur

=L (rad(%()) et sur II'_,(%') - IL(%")’ (2.4.2 jet 2,4.7 d) ; 1'assertion se vérifie

-~ A

donc séparément pour les tores , : simples. Pour les tores

cela résulte de 2 4 8. Pour les groupes sem-simples g on peut apphquer le lemme

de redressement, Il existe un bon paraﬂélotope A fixe par T, contenant x et y

(4.1.4). Comme s(L/K)=0, (3.3.2 b), ce lemme dit qu'il existe un appartement A

de IL(g,) s ,‘contenant 4, tel que le sous~espace affine de A engendré par A soit

fixe par T ; en particulier la droite de A s'af)\puyant sur x et y estfixe par T,
i

Théoréme 5.1,2. Si 9 se quasi—déploie/sur une extension galoisienne (ﬁnie)

-

modérément ramifide de K, alors (3, a des lmmeubles fonctoriels au~dessus de K

(2.5.1). Plus précisément il existe un unique systéme fonctoriel de plon ngements pour

les immeubles de %, sur les extensions _algébrigues de K.

Démonstration : Rappelons qu'une extension algébrique de K est hensélienne R

(annexe A 2).

1) Supposons fé, quasi-déployé sur K, soit ' untore K-déployé maximal
de 9 , alors 'é(d’) est un tore maximal de % défini sur K, il se déploie sur
une extension galoisienne finie K' de K et % a un immeuble sur K', (2.2.14 a)
donc %, a un immeuble sur K et il existe un umque plongement galoisien de IK(g)
T “

dang IK'(%)’ d'aprés le théordme 2.5.6,

Dans le cas général, il existe une extension galoisienne finie K2/ K de groupe

de Galois T, et une sous-extension galoisienne finie modérément ramifide K1 /K

que lz, soit quasi-déployé sur K1 et déployé sur K2 ;

Galois de Kz/ K,. On a vu ci-dessus que (’3, aun

immeuble sur 1 Ia proposition 5. 1.1 montre alors qu'il en a un sur K ;etilya
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des plongements galoisiens uniques pK1 /K de IK(P*) dans IK1(9) et py /K de
21

I, &)

1 dans IKz(g).

Si L est une extension algébrique K2 ———— L2
1T, raf
de K, notons L1 = K1L et L2 = KZL ; T ] — L1 T
1T izl
K ———r L

alors LZ/LI’ LT/L et L2/L sont des
extensions galoisiennes dont les groupes de Galois I7 , I‘; et T' peuvent &tre
considérés comme des sous-groupes de 1‘2, I‘1 et T ; de plus % est déployé sur
Lz, quasi-déployé sur L1 et LT/L est modérément ramifide,

Ainsi @3 a un immeuble sur L, L1 et L2 et on a des plongements galoisiens
uniques p de I (&) dans I. () et p de I. (&) dans I, (§). D'aprés
L1/L L% L1 El’ L2/L1 L1 % L2 g’

2.5.z a il existe un unique plongement PL /K de I (%) dans I (%).
20772 2 2
2) si (pU) est un systéme fonctoriel de plongements, alors d'aprés 2.5.3 e
et les assertions d'unicité ci~dessus on a :
_ < Fid s
P /K ° P /K °pPg /K= Py, /L oPyp, /L°po' (c désigne 1'injection de K dans
2/ 72 2/ 1 2/ 71 1
L). Comme les plongements sont des applications injectives ceci détermine compléte-
ment Py s que 1'on notera désormais P /K* D'ol1 I'assertion d'unicité,
Pour 1'existence on va montrer ci~dessous que la formule de commutation
ci-dessus définit bien un plongement. On a alors un systéme de plongements, Pour
montrer la fonctorialité du systéme considérons une extension algébrique M de L.,

Avec des notations évidentes on a : K2 —_— L2

!

K L » M

"‘i’z

p [+ =p Op M
M,/M Pm/L M,/L," PL,/L *

P oD =p op . op =p op et d'apres 2.5.2
L,/L°PL/K = PL /K, ° PR /K pMz/M M/K = PM,/K,° PK,/K

P = op s
Ma/Ky = PMy/Ly ° PLy /K,

‘1\'*

‘-

y
?

LS

(\[‘ "N
N
fire

. h

yn rest é'mntrer
: composé p p °p
K,/ ’
1 'imagede IK(%) estdans 0 ( &) et LZ/KZ 2/ K1/K
K 1
pLz/L pL1/L 1.6 et que Lrinection Pr/k de
K((a,) dans I; (&) ainsi définie est un plongement,
Mais 1' injection P JK Sera évidemment centrde » isométrique, et adaptée
a 1'injection de %(K) dans 3(1‘) ; donc d'aprés 1a remarque 2.5.3 h), il suffit

de montrer que, si ¥ est un tore K~déployé méicimal de 9 s il existe un tore

-

L~déployé maximal € ¢ ; :
e @ tel que pLZ/Kzo pKz/K1 opKT/K(Af) CpLz/L;pL/L(Aq?)

et X,

a) L'actionde T sur ILZ(%) stabilise IK'Z(%) et y induit 1'action de T
considéré comme sous-groupe de r, =~ Gal(Kz/ (K A L)) : 11 suffit de montrer
que T stabilise I (tz,) et plus précisément que, si y'€T etsi € estun tore
maximal déployé sur K, , alors y' *a, ) CIKZ(%) Mais d'aprés 2.4.6 b), on a
'y’*(Atg) = Ay' ) et ! (€) est déployé sur K, , d'oll le résultat (2.5,2).
b) Si :J"1 est un tore K,~déployé maximal de e&, ona

im(AJa1) = pLz/Kz ° pKZ/K1 (Af1) CA‘(‘.’z;’ ol 42’2 est un tore maximal déployé sur
L, cantenant N 4+ Ainsi <6, est contenu dans le tore maximal 5(11’1) » qui est
défini sur K, ; il en résulte que ‘f = '5(:/’) D'aprés la partie a), im(A )
est dans I (g) » et on vient de voir que 1‘,’ est défini sur K1 donc que A‘G’
est stable par I‘2 ,alors (A 2) contient im(A 3,1). D'autre part il existe un
tore L,~déployé maximal fT contenant :f’1, ainsi fz =% ( f1) est 1'unique

tore L2-de’ployé maximal contenant ‘fT » et d'apreés le théordme 2.5.6 on a
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)
A = . Ainsi i

pLz /LI( qg1) (A'fz) Ainsi im(A ‘fl) cA <, et le théoréme est démontré
pour K, : Il existe un plongement pL1 /K1 de IKI(Q,) dans IL1(§).

¢) Soit toujours ¥ un tore K-déployé maximal de % , d'aprés la partie
b) il existe un tore LI—déployé maximal '-".‘1 contenant ¥ tel que

rl

im(AL) =p op (Ap) cA et d'aprés la partie a) im(A,)cI, &) 1

7 PL /K, 0Pk /K AS 'ti‘l" 21§

. 1.

On a alors : 1m(Af) CIL1(}(1’),9) = pL1/L(IL('§(f),%)), (cf. 2.5.6, 2.4.12 et 5.1.1).
Ainsi, si X€A ¥ il existe un tore L-déployé maximal ¢ contenant ¥ tel que
pL1/K1o pKl/K(x> € pL1/L(A<€) ; mais alors A est stable par F(K), d'ol par

convexité i_m(Af) <p. /L(A‘f)’ et le théoréme est démontré.
1

Proposition 5.1.3. Le théoréme précédent s'applique & tous les groupes réduc-

tifs sur un corps K hensélien pour une valuation réelle non triviale & corps résiduel

de caractéristique zéro, ou sur un corps K hensélien pour une valuation discréte

non triviale a corps résiduel parfait.

Démonstration : Le groupe réductif f% se déploie sur une extension galoisienne
finie qui est automatiquement modérément ramifiée si K est d'égale ;:aractéristique
zéro,

Supposons maintenant la valuation w discréte et le corps résiduel parfait.

On se rameéne au cas olt K est complet ; alors 1'extension non ramifiée maximale
Knr de K a une valuation discréte et un corps résiduel algébriquement clos.
Ainsi K est quasi-algébriquement clos, (LANG [19 ; théoréme 10]), et @3 est

53
donc quasi-déployé sur K (STEINBERG [26], voir aussi [24 ; page 23]). On

a montré que i% se quasi-déploie sur une extension galoisienne finie non ramifiée.

Remarques 5.1.4.

a) D'aprés 5‘.1.2:et 5.

groupe réductltsurun corps complet pour une
valuation discréte 2 corps‘f;ésidu‘e\l,barf‘fai’t,‘ a~to;1jo_urs un immeuble. Ce résuliat est
d A F. Bruhat et J. Tits. Leur démonstration d'un théoréme de descente non rami~
fide, (suffi;ant dans ce cas, on vient de le voir), est différente (cf. par exemple
[30]) mais s'appuie sur le méme théoréme 256

b) M&me en valuation discrete, ou pour uné sauvagerie ot , la conclusion du
théoréme 5.1.2 peut &tre fausse : on 1'a vu pourides formes de :i".l2 au chroitre I,

paragraphes 4 et 5.

Proposition 5.1.5. Si la caractéristique résiduelle de K n'est pas 2, alors

tout groupe réductif sur K aun immeuble,

Les formes des groupes classiques ont toujours des immeubles .

Remarque. Cette proposition ne sera pas utilisée dans la suite.

Démonstration (utilisant des résultats non publiés de J. TITS).
1) D'apres 2.2.14 f et 2.4.8, on peut supposer @3 simple sur K, et non
anisotrope (5.2.4). Il existe donc une extension finie K, de K et un groupe algé-
TR

bfié[ue (’h absolument simple sur K1 tel que %, en soit la restriction a la Weil :

g = RK.'/K({?H)’ ({27 ; 3.1.2]). Mais alors d'aprés [1; 6.17 46.21], si Zf1 est
un tore K,-déployé maximal de %1, ;a partie déployée Y du tore RK1 /Kf 7 est
K-déployée maximale de méme rang. Et ona une bijection de %1 (Kl) sur g(K)
qui échange NK1(Y }) et N (), ZK(.‘?1) et Z,(F), @(3’1) et (), ainsi que les
groupes radiciels correspondants. Ainsi si %1 a un immeuble sur K, , IKT(%)

est un immeuble ENB de (‘3 sur K et c'est un immeuble d'apres 5,2.4.
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2) On peut donc supposer (’j absolument simple non anisotrope ; mais alors,
en utilisant la classification de [27], J. Tits a montré, ([30]), que ?3 a un immeuble
sauf peut &tre si ce groupe est exceptionnel de systéme de racines relatif BC1 ou
BC2. De plus le rang relatif d'un tel groupe peut toujours &tre augmenté par une
succession d'extensions quadratiques galoisiennes, sauf pour les formes trialitaires
de D 4 olt une extension cubique est nécessaire. D'apres la proposition 5.1, 1 il
suffit donc de montrer 1'existence de 1'immeuble pour les formes trialitaires de D 4

3) D'apreés [27] les seules formes trialitaires non anisotropes et non quasi-
déployées sont 3 ngt, 1 et 6DZ’ 1

a) 3 Dz,1 : par définition il existe une extension galoisienne L/K de degré 3
qui transforme cette forme % en la forme non trialitaire 1D‘(‘z’)1 ; cette derniére
forme a donc un immeuble sur L et m&me rang relatif que la précédente, donc
d'apres 2.3.1 % a un immeuble sur K.

b) 6D3’1 en cabractéristique résiduelle différente de 2 : le groupe de Galois
qui agit sur le diagramme de Dynkin est d'ordre 6 ; donc par une certaine extension
de degré 2, on transforme cette forme en une forme 3 DZ’ 99 donc déja traitée et
on conclut grice 3 5.1.1.

c) 6Dg’1 en caractéristique résiduelle 2 : il existe une extension de degré 6,
dont le groupe de Galois agit effectivement, sur le diagramme de Dynkin. Si 1'exten~
sion est modérément ramifiée, on est ramené gréce & 5.1.1 & une forme non triali-

8

?
ID( ?) Si elle est sauvagement ramifiée, alors d'aprés [4 ; § 8 exercice 11)

taire o
4,7

elle se dévisse en une premiére extension de degré 3, puis une extension de degré 2,
mais ceci est absurde car le groupe de permutations & 3 n'a pas de sous-groupe

distinond d'ordre 2

|

. h

' Les constantes C, et C, ‘sont celles introduites en 4.1.5.

Proposition 5.2,1. Il'gxiste une constante réelle positive C; ne dépendant
que du r'ax;g semi-simple absolu de % ’ telle que si 13, est K anisotrope, si L/K
est une extension galoisienne finie de groupe de Galois T et si % a un immeuble sur

|
1

L, alors : -

i

pour toute métrique normalisée d sur IL(g.), m‘ ur tous points x,y de

[

IL(g )r ,ona:
dlx,y) < C3.s(L/K).

Remargue. Une métrique normalisée sur IL(%) =V, x I'L(%) est le produit
euclidien d'une métrique bien déterminée sur IL(?,) et d'une métrique euclidienne
quelconque sur V,, (2.2.4 a)). Comme IL(%)F= Vf x IL(% )I‘ , (2.4.141b), 1a
proposition ci-dessus montre que V? est réduit & un point ; on retrouve ainsi la
proposition 2.4.8.

Démo‘nstration ¢ On peut supposer K complet et ne prouver la proposition que

mup 1es tores et les groupes semi-simples. Si 3, -est unAtor‘e, on peut prendre
C3 =0 d'aprés la proposition 2.4.8. Supposons donc @& semi-simple,

11 ne peut y avoir de demi-droite dans IL(!%)T, en effet, sinon, le fixateur
de la direction de cette demi-droite est un sous~groupe parabolique non trivial de
% (1.3.4) invariant par T et 9 n'est pas K-anisotrope.

Soient x et y deux points de IL(GJ,)I‘ s A 7 un appartement contenant x, y

et A un bon parallélotope de Aps fixe par T', contenant x,y, (4.1.4). Le résul-
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tat ci-dessus joint au lemme de redressement, (4.1.5) appliqué 3 A, montrent
alors que pour les racines a d'une base de #(F), ona: |a(x~y)|< C1.s(L/ K).
On en déduit que d(x,y) < C.C1.s(L/K), si C est la constante du lemme 4.2,2,

Comme C ne dépend que de la "géométrie" de I. (§), on conclut grice au lemme 4.1.7.
L.

Coroliaire 5.2.2. Si L/K est une extension galoisienne finie de sauvagerie

0 ou O+, et si g a un immeuble sur L., alors % a un immeuble sur K, et il

existe un_unique plongement galoisien de IK(%) dans IL(IZ).

Démonstration : La proposition précédente, jointe au lemme 2.4.17 dit alors
que, si 3 est anisotrope sur K, IL(g)r est réduit 4 un point. En appliquant
ce résultat au groupe dérivé du centralisateur d'un tore K-déployé maximal de

(} » le théoréme 2.5.6 permet de conclure.

Théoreme 5.2.3. Le groupe des points rationnels d'un groupe réductif ani-

sotrope sur un corps, hensélien pour une valuation réelle non triviale, est borné.

Remarque. La réciproque est vraie sur tout corps valué : si le groupe des
points rationnels d'un groupe réductif est borné, ce groupe est anisotrope, (car
sinon il contient  un groupe multiplicatif).

Démonstration : Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de Galois
T, qui déploie %, ; alors (3 a un immeuble sur L. L'ensemble IL(g)r est non

vide d'apres le lemme 2.4.17, et il est borné d'aprés la proposition 5.2, 1. Il

en résulte que %(K) =g (L)r, qui stabilise IL(g)r , est borné,

Corollaire 5.2.4. Sous les hypothéses de ce chapitre, si éj est K-anisotrope,

il a un immeuble sur K ; plus généralement si (3' a un immeuble ENB sur K, alors

ila un’immeubl? éu%‘ K.
Démonstyraﬁon‘ : \D';priés'les proposmons233 et 2.3.9 on peut supposer K
complet. Le corollaire résulte alors aussiiét du théoréme 5.2.3 ci-dessus, du théoréme

2.2.11 (v), dela remarque 2.2.9etdela préposition 2.3.4, ainsi que de 1'exemple

2.1.16 ¢) si é, est K-anisotrope.

)
Remarque 5.2.5.0n peut démontrer le thépr‘eme ci~dessus, sans le lemme
fo dune do /&/(5‘4 /(aca/(lh—\ﬂd cay«aﬂ{')
de redressement, {[20]) : 1

11 suffit de démontrer la proposition 5.2, 1,;‘-:sans la majoration effective du
diameétre de IL(% )I" pour une extension galoisienne finie bien ;hoisie L/K déployant
{3, . Dans ce but, quitte a changer L par une extension ramifiée on peut supposer
que IL(Pj)I‘ contient un point spécial x de IL(%) ; le fixateur '15x est alors

&8,
le groupe des points entiexé/d/' un modele de Chevalley %z %de \% .
Si Yqseeos Ypoeee est une suite de points de IL(%)rs'éloignant indéfiniment de x,
quitte 3 modifier quelque peu la suite gréce & une proposition dont la démonstration‘:j
ressemble a celle de 4.1.4, les fixateurs AP[x,yi] déterminent une suite de sous-~
groupes paraboliques non triviaux de %,z, stables par T modulo des idéaux de c L
te:dant vers zéro, On en déduit, gréce & un résultat de Greenberg (annexe A 3)
appliqué au schéma des paraboliques de g,z, 1'existence d'un parabolique non tri-
vial de (3 z stable par T, ce qui contredit 1'anisotropie.

5.2.6. Si B est un sous-ensemble non vide et x un point de IL(g), pour
toute métrique d sur IL(%)’ on note d(x,B) la borne inférieure (dans R de
d(x,y) pour ye€B. Ainsi d(x,B) =0, (resp. 07), si et seulement si x € B, (resp.

x ¢ B, mais x est adhérent & B).
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Proposition 5.2.7. Supposons K complet. Il existe une constante réelle

positive C,, ne dépendant que du rang semi-simple absolu de (% telle que, si L/K

est une extension galoisienne finie de groupe de Galois T, etsi % a un immeuble

sur L, alorsona :

T

vxer @), dlx,1; ), < C,.s(L/K),

r

T i i -
ord 1'ensemble des points inva:

pour toute métrique normalisée d en notant IL(%)

riants ordinaires (2.4.13).

r

Démonstration : Il suffit de montrer que d(x ,IL(% ) ord

)< C,-0, pour tout nom-
bre réel ¢ =s(L/K) ; donnons nous donc un tel nombre o .
Si (3 est un tore cela résulte de 2.4.14 b, Si E‘; est K-anisotrope, alors
IL((%)I(;F qa= IL(g)T et le résultat est évident. Supposons donc 3 semi~simple non
anisotrope.
D'aprés le lemme 2.4.17, il existe y dans IL(%)cI;P q 7 Soient donc 7 un tore
K-déployé maximal (non trivial) et € un tore L-déployé maximal de % tels que
Y€ et YEA e Choisissons une base B du systéme de racines relatif 3(F) de
‘3 par rapport & ¥ soient 51,.._ ,u—.)n les copoids fondamentaux correspondants,
(ice., ([3;VIN® 1.10]),(51, .,,an) est la base de V=X_(f) ®R duale de B), et
W= 51 +eoot Gn € X*(:r’) cx*(«é’) ;alors A=y+RY.&5 est une demi-droite de Af
fixe par T.
Soit x€ IL(Qz )I‘ s d'aprés la proposition 1.2.6, il existe un appartement A' de b
IL(g) contenant x et la demi-droite 4, éventuellement raccourcie. Mais A est

telle que IL(&j )I‘ N cl{A) est 1'intersection avec cl(p) d'un espace affine de dimen-

sion égale au rang relatif r de ?5 sur K et en contient un ouvert ; de plus A a

<
+

un vecteur dmecteuv B telg racine a€ 5(€), (c'est-a-dire relativé
a A GG)’ ona a(@) € Z>. Ces propriétés sont indépendantes de i'appartement dans
lequel on considére A, et de plus , sionpose A' = x+R".%, la demi-droite A'
posséde ces m8mes propriétés, (puisque IL(fa.)r est convexe),

Noton?s X5 = x+C2.cr.Z'u' et A" = X, +R.% ; d'apres le lemme de redressement
appliqué a un bon parallélotope fixe par T, de A' » contenant A', (4.1.4, 4.1.5), il

|

existe une droite D de IL(%) contenant A", éticontenue dans un appartement A",
qui est fixe par T, Mais cl{A") n IL(g_)r est l'ibtersc;ction avec cl(a") cAn,
d'un espace affine de dimension r et en contient ;m ouvert ; ainsi 1'enveloppe
convexe de D et cl{(A") n IL(g)r est un sous-espace affine de dimension r de
A", fixe par T, (puisque T stabilise 1'espace affine cl(D) et ¥y agit de manidre
affine). La proposition 2.4.15 prouve alors que X, € D est un point invariant ordi-

naire.
Enfin d(x,xo) =C,.0. llwll et llwll ne dépend que de la "géométrie" des appar-
tements de (’3 sur K, (4.1.6 d) ; d'aprés le lemme 4.1.7 on peut majorer CZ.HZEH

par une constante C T dépendant que du rang semi~-simple absolu de (3 . On obtient

.

“

aingj la majoration désirde.

Corollaire 5.2.8. Soit L/K une extension galoisienne finie de groupe de

Galois T ; supposons que FX ait des immeubles sur K et L, et qu'il existe un

plongement galoisien de IK({Z) dans II_;(%) s notons fL((%) le complété de 1'espace
métrique IL(%) ; on a alors :

Vx€ IL(g )g rd d(x,IK(!g))

A

CB.S(L/K)

Vxe IL(g)P A, G)) < (Cy+C,)us(L/K)

ch(? e’ Alv T 16— (~ o~ N i ey
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Remarques.

a) On rappelle que s(L/K) est un élément de R (3.3.1) ; si
s(L/K) =t ou t, avec t€R, onnote s(L/K)" =t".

b) Si % est un tore , le produit d'une métrique normalisée par une constante
est une métrique normalisée, le corollaire montre donc que IK(g) = IL(%,)F— IL(%V ) ord*

c) Les constantes C3 et C 4 sont comme définies en 5.2.1 et 5.2.7 ; cepen~
dant on supposé%e C3 est une fonction croissante de 1'entier "rang semi-simple
absolu",

Démonstration : Pour la premiere assertion, on peut choisir un tore K-déployé
maximal ¥ et se placer dans IL('Q(.:\") ,g), (remarque c) ci-dessus), c¢'est-a-dire
supposer % 5(‘3") (2.4.14 ¢). Soient alors x €1 (g )or q= IL(%)T et y 1'image
dans IL(Q)F d'un point de Ap= IK(g). L'image de Af est 1'ensemble des points
de IL((‘})I‘ dont la projection sur IL(% )1"= IL(E' )I‘ est la méme que celle de y ;
ainsi la premiére assertion résulte de la proposition 5.2.1 puisque (%' = ‘b' )
est K-anisotrope,

Le plongement galoisien de IK(%) dans IL(§)’ fournit une application centrée
p de Iz (%) dans Is (\%), d'image dans I ((3) ,si K et T désignent les complétés
de K et L (2.4.7 g) ; de plus 1'image réciproque par p d'une métrique invariante
sur Is (g) est une métrique invariante sur Is (l;) D'aprés la proposition 2.5.4, p
est un plongement si 1'on montre que p est adaptée a 1'injection de ('3(AK) dans
‘%(L) Mais le fixateur dans % (K), (resp. ii (L)), d'un point de In ((3) (resp. I» (Q)) ’
est un voisinage de 1'unité pour la topologie définie par la valuation, (cela résulte

de 1.1.7etdell § 1) ; de plus %(K) est dense dans %(f() pour cette topologie

+ A

(annexeA4)et p est daptée dans g(L), onendédmt

Que p est adaptée é l’mje_} a g K) dans i’s(L) et donc que c'est un plonge-
ment, Ainsi pour montrer la use'cdnde_ assertion on est ramené au cas oll K est
complet, mais alors elle résulte de la premidre assertion et de la proposition 5.2.7.
La trq;siéme assertion découle de la seconde, puisque, comme T est fini,
IL(%)r est dense dans fL(g)r , {cf. 1.2.11). »‘%
{

S

Remarques 5.2.9.

+

a) Si L/K est une extension galoisienne ﬁme de groupe de Galois T et de
sauvagerie 0+, telle que % ait un immeuble sur L, on sait d'aprés le corollaire
5.2.2 que % a un immeuble sur K et qu'il existe un plongement galoisien de
IK(lg) dans IL(g). Le corollaire 5.2.8 montre alors que IL((g )T est 1'adhérence
de IK(%) dans IL(%) ; mais si IK(%‘) n'est pas complet, il peut &tre différent de
IL(% )1‘: voir le chapitre I paragraphe 5, spécialement 3.5.7 et 3.5.8.

b) Dans le cas s(L/K) = 0, les corollaires 5.2.2 et 5.2.8 redémontrent la
proposition 5.1.1 (descente modérémenf ramifiée) sans utiliser la proposition
2.5.7, (celan'a rien d'étonnant, en effet les démonstrations de 2.5.7 et 5.2.7
sont téeés semblables) : .

On a IK(%) = IL(% )I‘ et méme fK(g) = fL(g)I‘ ; cette derniére relation est
encore valable pour s(L/K) = 0",

¢) La remarque précédente s'étend au cas d'une extension galoisienne infinie
modérément ramifiée :

La relation IK(%) = IL(Q)T se déduit directement du cas fini ; pour la relation
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fK(i%) = fL(%)r, on peut supposer les rangs relatifs de % sur K et L égaux,
et ?} semi-simple. Alors si y€ fL(Eif) , on sait d'aprés [11; 7.5.2] qu'il existe
un segment [x,y] de fL((}) avec [x,y[ CIL(%) et x dans un appartement A,
arbitrairement fixé & 1'avance. On peut supposer que A est un appartement de IK(%)
a . AT
et alors, si y€ IL((%)F , I'ensemble [x,y[ est dans IL(%) = IK(g), donc y appar-

tient & IK(C}) .

sv

. b

algébrique, et K'/K uneéxtens’ioé_géleis:.enne finie modérément ramifide ;
onnote L' le corps composé L' =LK' ; I'extension L'/L est donc galoisienne
finie modérément ramifiée. On note ¢9k, 1'anneau des entiers de K', z le centra-

i

lisateur de ¥ et "a'r son groupe dérivé. \t

P

Supposons que % ait un immeuble sur LY, alors ?}, % et ré,' ont des
immeubles sur L, et il existe un plongement galdisien de IL(%) dans I, (éa), Le
groupe Eﬁ(L') opére sur IL,(Q,).

On note fL(EJ) le complété de 1'espace métrique IL(t}).

Lemme 5.3.2, Il existe une constante N = N(:f’,eé) €N, égale b4 si F est

K-déployé maximal, telle que si

a) IL("ﬁl) est un espace métrique complet,

b) le cardinal du corps résiduel k' de K' est =N, (resp. k' contient une

teme g 1'unité, avec m =N-1 et m premier 2 la caractéristique

racine primitive m
g X'), glors Iy () est L'ensemble des points fixes par ¥(Sy,) de T ()
(eesp- T, ).

7 N

Renia;gue. Dans le méme ordre d'idées on peut montrer qu'un appartement

A < de IL(%) est stable par ¥(K) si et seulement si €€ contient ¥ .
Démonstration :
1) Par définition IL(S”%) est la réunion des appartements A € de IL«’#)

pour % contenant Y ; il est donc formé de points fixes par ¥ (t9K,) puisque IL(%)
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est plongé dans IL' (%,). Pour la réciproque on peut supposer % semi-simple et
¥ .pon trivial.

2) Soient <€ 1 untore L~déployé maximal de % contenant ¥, 8= @@@1) et
ac § telleque a(f)# {1} ; alors il existe naEN* tel que, si a désigne 1'image
de a dans X*(J’), Z.(né-) soit facteur direct de X*(b") ; on a alors :

a
a(J"(@K)) = (ﬁi)na. Si on suppose le cardi;lal de k' supérieur ou égal 3 n +2, il
existe un élément s, € b ¢ (OK,), tel que w(a(sa)—T) =0. L'entier N(¥ ,6&) est le
maximum des entiers na+2 pour a€ §. Si F est un tore K-déployé maximal, alors
a f?it partie d'un systéme de racines dans X*(.‘P), et n, vaut 1 ou 2 d'aprés la
constatation suivante, ({3 ; VI planches]) :

" Si a est une racine d'un systéme irréductible de racines (réduit ou non),
alors Z.a ou z.g est facteur direct du Z-module des poids ; de plus ce der-
nier cas ne peut arriver que pour un systéme de type A1, CE (¢=2) ou BCe (e=1).m

Soit S' une partie finie de P (GK,), stable par passage a 1'inverse, contenant
des éléments s, comme ci-dessus pour chaque racine a€ ¢ telle que a(¥)# {1} ;
alor"f S' a cette propriété pour tout tore ‘@1 contenant ¥ . Nous allons montrer
au eréro suivant que les points de IL(g) fixes par S'! sont les points de IL%”%’)'

3) L'espace métrique IL('é") est complet, donc IL('},Q) 1'est aussi et il
est fermé dans IL(%)' Si x est un point de IL('é,%) et y un point de IL(%) fixe
par S', le segment [x,y] est fixe par S'. Comme [x,y] est connexe, il suffit
de montrer que IL(%) contient un voisinage de x dans [x,y].

Considérons 1'étoile de x, c'est-a-dire la réunion des chambres de IL(%)

contenant x, ou plus précisément la réunion des germes de segment d'origine x,

-

é{rec"ié facettes évidentes. Cete istitue 1! immeuble sphémqued'une
donnée radicielle, (cf. [28 geé 1,2] e‘t"i[ﬂ ; 7;2.7]).

Soit C une chambre de : IL(&,Q,) contenant x ; dans 1'éioile de x on peut
tendre une galerie de chambres, (contenant x), allant de C au germe de segment
[x,¥) ; comme S' fixe C, il conserve le type des facettes, et fixe donc chacune

24
des chambr‘e//de la galerie, (cf. [3 ; IV § 2 exercice 10] et [28; 1.3, 2.2#8, 3.9]).
(Remarquons que si w est discréte l‘imméuble IL(Q) est donné par un systéme
de Tits, ({11 ; 7.4.21), on peut donc ne pas palg“ler dé 1'étoile de x, il suffit de
tendre la galerie dans IL(g) qui est alors un co;rlplexe poly-symplicial, (cf. [11 ;
2.3.6 et 2.3.8))).

Soit C' la chambre de la gé;lerie, mitoyenne de C ; par récurrence sur la
longueur de la galerie, il suffit de montrer que C' est dans IL(g,g). Considérons
un appartement A = A "81 de IL(rs) contenant C, notons C" la chambre de A dis-
tincte de C ayant en commun avec C le méme mur que C'. Si D désigne le
demi-appartement de A contenant C mais pas C", alors il existe une racine
non divisible a et un nombre réel ¢ tel que D= D(a+¢) = {z€A/a(z)+ 2 =0},
“{grEguppose choisie une origine dans A). On peut supposer C' £C",

D'aprés 1.3.6, il existe un appartement A1 de IL(E) contenant D et C'v“,

d’olt un élément u€ U, ,=Up tel que Ap=u"l.A, (1.1.9 2b). Alors o= ¢
?

et pour tout s dans S' ona: uwlern-ct=s.cr=sauton=suls7lon,

Donc (u,s) = wsaw s~ fixe C" et cpa((u,s)) >p= <pa(u) = <pa(u_1).

Supposons d'abord a(¥) # 1 et montrons que c'est absurde.
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Si 2ad g, alors pour la structure d'espace vectoriel sur K de U a2 Ona
(u,s) = (1-a(s)).u et 0, ((u,8)) = (pa(u)+ wlals)-1), (cf. 2.3.2). Ainsi w(a(s)~1) >0,
V s€S’', ce qui est impossible si s = sa. |

Si 2a€ &= é(f1), appliquons cecid s=s 5 Notons s un élément de 'l?1(9

2 1 K')

tel que afs 1) = a(g)-1, (il en existe d'aprés la "constatation" de la partie 2)), on a

alors (u,s) = wsau et oy .51.u-1.s;1, avec u' €U, , (cf. 2.3.2). Mais comme

* -1 -1 -
a(s1)€OK, ,ona <pa(s1u 1s1 )=<pa(u')= e:.»,pa(s11 .u'.s1). Alors

-1 -1 ,-1 -1 -1 -1 . -1 -1 - -1 B
u = (s1 u' s1)s1 (u's1u s, )s1, mais <pa(s1 (u'sTu 511)s}=<pa(u's1u 1511)=<pa((u,s))>2,’

-1

-1
1] n
1 u .51.C . Comme

donc s{‘(u's u_1s_1)s

1 1 fixe C"', etona C'=s

1

-1 ,-
Sq .U

1 . . P
.s1 € U2a on est ramené au premier cas étudié.

Ainsi a(f) = 1 ; mais alors u appartient & 3(L) ot C'=u"t.C" est

dans I, (g ,%).

4) Supposons que le corps résiduel de K' contienne une racine primitive miéme
de 1'unité, avec m satisfaisant aux conditions de 1'énoncé. Alors il en est de méme
de K'. Dans la partie 2) ci-dessus on peut supposer que chaque s, est dans f(ym)
ol oy est le groupe des racines mi‘emes de 1 dans K'. On peut donc supposer que
S' est un groupe fini, stable par T%, si I" désigne le groupe de Galois de L' /L.
Ainsi T'.S' est un groupe fini d'automorphismes de L, (%), et on sait (1.2.11) que
IL' ((3

rs . ST .St o
et la proposition 5.1.1, 1!'ensemble IL%’%) = IL(S) =1, (%)r 8" est dense i

jS'.T AN 12 s g .
est dense dans I, (%) . D'aprés le résultat déja démontré en 3)

~ ]
dans IL(g)S et complet ; d'olt le second résultat de ce lemme.

Théoréme 5.3.3. Soient L/K une extension galoisienne finie et  un tore

K suffisamment grandes.

b) Si' w est dense, il existe une extension galoisienne finie modérément ramifiée

K'/K telle que le corps résiduel k' de K' contienne une racine primitive miome

de 1'unité pour m>=3 et m premier 3 la cara_t" ctéristique de k', et que & ait des

immeubles sur K', L' = LK' et donc sur L/(5.1. 1). On suppose de plus que 1'es-

1
j -
%

pace métrique I, (3'(f )) est complet. i

i

Alors % a des immeubles sur K et L, et surtout il existe un plongement

-

galoisien de IK(XZ) dans IL(%).

Remarques 5.3.4.

a) Si 1'on admet la conjecture de F, Bruhat et J. Tits (2.2.15), la seule hypo~
thése pour ce théoréme est : "IL(rb' (¥)) complet", Elle est automatiquement vérifide
si la valuation est discréte, ou si §' est déployé sur L et le complété fJ de L
maximalement complet, (i.e. lindairement compact dans la ter'minﬁlogie def[4;§5

exercice 3] ; voir aussi [11; 7.5.5] et [21]).

e e , B .
=% "BEn 1'absence de cette condition, la contlusion peut &ire fausse, comme onl'a

vu au chapitre I, paragraphe 5.
b) Si IL(g) est complet, alors IL(F(J’)) 1'est aussi, d'aprés la caractérisa-
tion de la complétion donnée dans [11 ; 7.5.4]. La réciproque est fausse, par exem-

ple si g est déployé sur K et f_. non maximalement complet.

5.3.5. Démonstration du théoréme.

Vues la caractérisation de la complétion d'un immeuble, ([11 ; 7.5.4]), et



V.21

la proposition 2.4.8, on peut supposer % semi-simple, On note T le groupe de

Galois de 1'extension L/K,

L'existence d'immeubles pour 3, sur K et L, (resp. et toute extension ga-
loisienne modérément ramifide, finie ou infinie, de K et L dans le cas a)), résulte ;
de la descente modérément ramifiée, (proposition 5.1.1), (resp. et des résultats

2.3.1b), 5.2.4).

11 s'agit maintenant de construire un plongement galoisien de IK((:&) dans
1 (4).

Dans le cas d'une valuation discréte, et d'aprés la proposition 5.1.3, on peut
supposer le corps résiduel de K infini. Soit alors K', une extension galoisienne
modérément ramifiée de K, de degré infini, telle que e soit dense. Une telle
extension existe : si 7 est une uniformisante de K, il suffit de prendre

n
' _ 2\/— . PR i i spe g
K! = K(( 1'r)n EN) si la caractéristique résiduelle est différente de 2, et

n
K! K((B\/ m) nEN) sinon. D'aprés la descente modérément ramifide, (5.1.1), la

proposition 2.5.4, et la composition des plongements galoisiens, (2.5.5 2)), on peut
remplacer K par une sous-extension galoisienne finie de K' ; on peut donc suppo-
ser % de méme rang relatif sur K et K' ousur L et L' =LK',

Traitons maintenant simultanément les cas de valuation dense ou discrete,
Onnote L' le corps composé LK' et TV le groupe de Galois de 1'extension L'/K.

Soient ¥ un tore K-déployé maximal de % et x un point spécial de 1'appar-

tement A, de IK(?Z), {(cf. 2.1.11 b). Comme IK(B) se plonge dans IK'(%)’ il
existe un tore K'-déployé maximal 3" de i‘t , contenant ¥ , tel que A £ A.f, .

On prend x comme origine de A f et Af. .

« A

si % ‘a m8me rang relatif sur

K et K', x estun point spécialde IK*(%) et donc Px,K' = Px,K' . Le sous-groupe
f’x K de %(L') est borné et stable par T'-; de plus I est un groupe borné d'au-
?
tomorphismes de IL,(%,) s 1'orbite d'un point de IL'(gf) sous T' est finie, puisque
IL,(V%) est réunion d'immeubles IL,,(§.) pour des sous-extensions finies LY/K de
L'/K, (2.3.1). Ainsi le sous-groupe du groupé des automorphismes de L (%) engen-
i
ol ' fd () - : z

dré par Px,K' et T', est Px,K"r etllest‘borne.

D'apres 1.2.10, ilya unApoint x! fixe éila fois par Px K et T" dansle

: ?

complété fL,(%) de IL'(%)' D'apreés la remarque 5.2.9'c), ce point x' est
dans fL(f%), (c'est-a~dire dans IL(%V) si la valuation est discréte, (1.2.10)) ; comme
Jo K') est contenu dans APX’K, s le lemme 5.3.2 montre que x' est dans IL(ré(f) ,%.),

Ainsi il existe un tore L~déployé maximal “G de % s contenant ¥ , tel que x' soit

d o
ans A‘G

Dans le cas d'une valqation dense, nous n'aurons plus besoin de K', doréna-
vant la lettre K' désigne le corps K. Ainsi dans tous les cas % a méme rang rela-
tif sur K et K' ainsique sur L et L', en particulier F='.
-1 Désignons par A‘U’ 1'enveloppe convexe de ¥(K).x' dans A, c'est aussi
1'enveloppe convexe de F(K').x'. Il existe alors une manitre unique d'identifier
les deux espaces affines A' et A en identifiant t.x et t.x' pour tout t€f(K') ;
cette identification est une isométrie pour les métriques normalisées. On a clairement
Apc1 @)

Essayons maintenant de montrer que ‘%(K).A%a est un Quasi-immeuble de (?X

sur K ; d'aprés la définition 2.1,12 2) il suffit de vérifier trois conditions y), B) et o)
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relatives i 1'action de G = (3;(!() sur 1'espace métrique G.A'f. D'aprés 1'asser-
tion d'unicité de 2.1. 14, ce résultat suffirait & obtenir le plongement cherché par
I'intermédiaire de 1'identification de IK(g) avec G.A‘)‘, ; pour 1! obtenir on sera
néanmoins obligé de modifier quelque peu x', (le nouvel x' conservant toutes les
propriétés de 1'ancien).

L'origine choisie de A¢€ et A}, est x',

v} Si g€ G, on définit Aéfg'1 = g.A;P; on obtient ainsi un recouvrement de
G.A‘)'P par des sous-espaces indexés par les tores K-déployés maximaux de g ’
(2 condition que N(¥F) stabilise A;f, comme on le verra ci-dessous).

Par transport de siructure on peut limiter les deuxv autres vérifications a 1'ap~
partement A:'f, .

8) Pour tout a€ #(F), tout keR et tout ue Ua,k’ u fixe le demi-appartement
D(at+k) c A P!

1l existe une suite (sn) d'éléments de P(K'), telle que w(a(sn)) tende vers
k par valeurs inférieures. Alors s;1 .u.s_ fixe x dans A cI., (fg )} et appartient

A

ap donc 5;11.u.sn fixe x' et u fixe s,-X' ainsi que D(a+w(a(sn)) eta

x,K' H
Ia limite D(a+k).
- T s v e ,
a) NK()’) stabilise A'f et 1'action induite de NK(J’) sur A Y fait de Alp
un appartement de (f ,g) :
D'aprés le choix de x, NK(:F) est le produit semi-direct de P_ 10 NK(Y)
y

et de 1'espace de translations de A)a, image de ZK(:P) ; il suffit donc de prouver

deux choses :

1) P n NK(f) stabilise A,')’ et 1'automorphisme vectoriel associé & chaque

x,K!'

- h

de plus, ([1; 5.5]), que N ) €NL(P%).2; (F). Mais
AL AL (BAG) ~ 1 FON =V, | 3 x1} G (),

et la projection de Al sur IL(}(:P )) est réduite & un point. Le groupe ZL(‘)’)

stabilise IL('é(:f )’3) et agit sur V1,L(§ r)) n»\ar des translations. Un élément

de NL()" €) agit vectoriellement comme il faut bur A ” donc sur Vv, L(g(f)) H
?

<
5
-

d'oll le résultat, T

2) ZK(J") stabilise A:'f, et y agit par les translations prescrites :
C'est maintenant que 1'on va 8tre amené a modifier x'.

a) On peut identifier 1; ,(3,4) avec I ,(3) =V, | ,(3()) x1f ,(3(¥)) de
maniére compatible aux actions du groupe de Galois T' et de %(L') , (2.4.12) ;

T. T.

o _ 1 _ 1
cette identification échange IL(§,(3) =1, (’5,(3) nL (%) et IL%) =1; 3
(5.1.1; T, = Gal(L'/L). On sait de plus que VI, = V] ==~V =X(¥)®R, puisque

1 1,L' = V1,L 3

% améme rang sur L et L' et d'aprés la proposition 2.4.8. Pour tout élément
ge ZK(:f ), son action sur L, ('5,%), commute & 1'actionde V. Si v(g)€e vV dési-
gne:la translation de A ¥ associée & g, on doif montrer qde les actions de g et
v(g) sur A:'fc IL('é ,%) sont identiques pour tout tel &lément g.
_ b) Considérons le morphisme u de ZK(f ) dans le groupe des automorphis-
mes de IL('b)’ qui & g associe u(g) = g.u(g—1) = v(g_1).g. L'image de p stabi-
lise IL('y)r. Montrons que tous les points de 1'orbite de x' sous u sont fixes
par Px,K' ; il suffit de vérifier que g.u.g'1 fixe y(g).x' pour des générateurs

u de Px,K':
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- u€H=Ker{y) : comme H est distingué dans ZK,(J’), ona g.u.g"1 €HCP_

donc g.u.g—1 fixe x' et commute 3 Y(K'), ainsi il fixe A‘;a et en particulier

v(g).x'.
-ué€ Ua n Px,K' » bour une racine a€ §(F) : soient x un caractére de "3

rationnel sur K tel que XI ¢ c.a avec cGN*, et (sn) une suite d'éléments de

F(K') tels que wl(als n)) tende vers éw(x(g)) par valeurs inférieures et que pour

tout caractére x' de 7% rationnel sur K, w(x’(sn)) tende vers w(x'(g)). Alors

1

: o -1 -1
fixe u(sn).xé Ay. On en déduit que s .g.u.g” .g]

-1

g.u.g fixe x€ A:P’ donc

aussi x'€ A}f- Ainsi g.u.g"1 fixe la suite des sn.x' = v(sn).x‘ qui tend vers
v(g).x!, d'olt le résultat.
¢) Considérons maintenant 1'action quotient de Z K(f) sur IL(g )I‘= IL(;')T.
ol
om AACE

On sait que L ('é') est complet et IL('é')r fermé, convexe, borné dans

IL('-'?')’ (cf. 5.2.1) ; d'aprés 1.2. 10, ZK(J") admet donc un point fixe y" dans

K

IL('5 ,)I‘_ Alors A;,: V x {y"} est la partie fixe par Galois de v, ’L("é) X {y"}cIL('é),

elle est stable par ZK(D"). Si g est dans ZK(Y) » & agit sur Al par une isomé-
trie qui commute a un sous-ensemble dense de 'espace V des translations, cette
isométrie est donc une translation v'(g). On sait qu'il existe n EIN% vérifiant
n.v(g) € v(¥ (K)), (voir 2.1.3 et 2.1.7), et que v et p' ceincident sur P(K') ;
de plus H = Ker(p) CZK(f) fixe A'j; et y", donc aussi /\;, puisque son action
sup IL('é) est le produit de ses actions sur v, et IL(g) ; alors n.y(g) = n.v'(g)
et v' coincide avec v sur ZK(:f). Le résultat cherché est vrai sur A';, a défaut

de Al,.
¢ Dy

- A

d)‘E}l particuher ;- donc y(ZK(:t’)) est un groupe borné

ar automorphisfﬁes; dé)' 11"(_‘5 ya dong: unpomt x <adhér‘ent a 1'enveloppe
convexe de 1'orbite de x' sous y., qqi est fixe par u, (voir 1.2.10). Alors x"
est fixe par Px,K‘ , (partie b)), ei par T' ; on peut donc remplacer le point x!
déja empl_c'>yé par x". De plus on peut supposer que le point y" de la partie g)

est la projection de x" sur II'J(';,). Alors A“')‘\, est 1'enveloppe convexe de P(K) x"

et tous les résultats annoncés sont vrais pour le couple (x" ,A"P.

“+
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ANNEXE : CORPS HENSELIENS

A1 Yaluations : (voir par exemple [4]).

3oient K wun corps et w une valuation non triviale sur X ; on note
r= w(K*) le groupe des ordres et &= {x € K/w(x) > 0} 1'anneau des entiers de
w . Le complété I‘; de X est muni d'une valuation {§ de méme groupe des
ordres T , qui prolonge w (i.e; &/K = w) , on note é son anneau des entiers,

On dit que la valuation « est réelle si TR , discréte si T = g, de
hauteur 1 si elle est équivalente & une valuation réelle, clest-3-dire s'il
existe une valuation réelle sur K qui détermine le méme anneau des entiers,

L'amneau O est local d'idéal maximal {x € K/w(x) > 0} . Le groupe abdlien
' est un Zmodule sans torsion ; on note ' le localisé de T en zéro ; c’est
un @ espace vectoriel ordonné contenant o' comme sous Zmodule ordonné, géné-
rateur, 81 la valuation est réelle on pourra, dans la suite, remplacer T par R .
Si y €T' onnote [y,»] = {x € 'Y {+}/x » ¥} . Ia valuation ¢ - définit une
topologie séparde sur K et sur l'ensemble X(XK) des points rationnels dl'un
K-schéma localement algébrique X .

Définition A2 : On dit que K est hensélien pour w si 1'anneau local @ est
hensélien au sens de [5 ; §4 exercice 3] ou [16 ; 18.5.11 et 18.5.13].

on a les propriétés suivantes [4 ; §8 exercices 6 et 14] :

a) Le corps K est hensélien pour © si et seulement si pour toute

extension algébrique I de K il y a unicité & équivalence prés du prolongement

de w & I . Ce prolongement est unique (et noté ) si 1'on impose, de plus, que

- A

441 st henséls en, -
¢) le corps X ‘est hensélien pour w, si et seulement si X est hensé-
lien pour & et si K est séparablement algébriquement fermé dens X,

ﬂéor‘eme' A3 : Soit 2 un schéma de présentation finie sur O; on suppose K

bensélien pour w &b, de plus, K/K géparable ou 1% K lisse, alors il existe
|
CEN, N et s €1 avec c)1,N>0_§_tEs}0 tels gue :
s
Pour tout v €I, v > N, et tout point x“: de & dans G/m_1([v,eo]) ,

1'image de x dang X(G/J%[-‘é—s,oo])) se relbve en un point de % dans ©O.

Proposition A4 : Soit X un K-schéma localement slgébrigue ; on suppose K

hensélien pour w et, de plus, K/K séparable ou X ligse, alors x(K) est dense

dans x(x) pour la topologie définie par la valuation,

Remargue A5 : le théoréme, pour K/K séparable, est un résultat de Greenberg
([_15]) ; nous allons montrer ici que sa démonstration, donnée en valuation discréte,
s¢ généralise sans grand mal ; nous verrons aussi (Remarque A’I) que cette démons-

tration permet de retrouver un théordme analogue de Krasner, Les autres résultats,

.

bien connus, sont exposés ici pour la commodité des références,

g B,
<5 “
Pyow

A6 Démonstration du théordme pour K/K séparable :
Nous allons exactement reprendre la démonstration de Greenberg, en indiquant
les modifications nécessaires, On se ramdne au cas ol % est affine :

;
¥ = spec(® [X1 "”’Xn]/(F1""’Fr)) , et la démons‘?i‘ation se fait par récurrence

sur la dimension m de 2 ® K . Le résultat est évident si m = -1 , supposons

domc m 3y 0 , Comme dans [15] , on se ramdne au cas ol 2€§ X = iK est réduit
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et irréductible, I1 y a alors deux cas,
ler cas : x? K est séparable sur K :
La démonstration est la méme que dans [15] ; on est toutefois amené & modifier

N

1'énoncé de deux lemmes intermédiaires ; leur démonstration est analogue & celle
de [15].

Jemme 1 : Supposons r =n , s0it o« un élément de I!' strictement positif

n

donné, notons J la matrice jacobienne des polyndmes Fi 5 8L x = (xj) €0

est tel que :

o+
]
o

wF(x)) > a5 Vi=1,.r gb wldet(3(x)))

alors il existe y dans o" te1 gue :

w(yj—xj) a3 Yi=1,eee,r et PAY) =0 Vi=1,,..,r.

Lemme 2 : Supposons r { n , Soit o un élément de T' strictement positif

et D un déterminant d'ordre r extrait de la matrice jacobienne des polynémes

F,j si x = (xj) € (9n est tel gue :

w(Fi(x)) y o« + 20(D(x)) , Yis=1,..,r

alors il existe ¥y € Gn tel que :

m(yj—xj) > o + o(d(x)) Vj = Tyeaesl

Fi(y)=0 Yi=1,00e,7 .,

2tme cas BEK = &%K n'est pas séparable sur K.

Il existe une extension radicielle finie K' de K telle que le schéma

*x , = £ Q@K' ne soit pas réduit ([16;4.6.3]). Il existe donc un polyndme Fr+1
6

X

en les variables X1""’Xn , et un entier q ) 2 , tels que Fr+1 ne s'annule

pas sur £ tandis que (Fr+1>q stannule, On peut supposer les coefficients de

K ?

A

Fr+1 entiers,
Soit k' un sous~anneau de l'anneau des entiers de X' , de type fini sur &

contenant l'anneau 6, les coefficients de Fr'+ et une base de K' sur K.

1
Ainsi k' est un @-module libre ([43;§3 no6 Lemme 1]), on définit
T _ [ 1 . z
3€1 = Spec(k [X1,...,Xn]/(F1,...,Fr+1)) , c'est un sous~schéma fermé de *k'
distinct de Ik' . Comme k' est un @&-module’ 1libre, on peut définir le
foncteur restriction & la weil “k'/9 ([13;1 §1 no 6.6]).
v N . . .

Alors nk'/G (I1) et nk'/& (ik') sont des k'-schémas affines de pré-
sentation finie et “’k’/e (ﬁ;) est un sous schéma fermé de "’k'/@ (3€k,) R
On a un morphisme dtadjonction © : %X - T‘k'/@ (ZEk,) et on définit

—1 1
= I

I1 (nk’/G ( 1)) .

Comme X' = k! @ K, les foncteurs de restriction & la Weil nk'/ﬁ et

. .0

%K et

est un sous—espace de KK’ distinet de IK' , le sous—espace I1 ®K de %

: '
commtent aux foncteurs d'extension %K' ; comme 351 % K'

g /K
X

est distinct de ZEK . Pulsque %K est réduit et irréductible, on a

dim(2£1 ® K) < dim(2e K) et par hypothdse de récurrence il existe des constantes

N1 ,‘0’1‘&,;51 pour I1 . .

Soit y un point de ¥ dans Q/m_1([v,°°]) , ¥ induit un point y! de

¥, dans k'/(¢7([v,=])0k') . ona done w(F,  (3)?) 3 v olest-d-dive

w(Fr+1 () )g N

D'aprés le lemme 3 ci-dessous, il existe un élément a de & c k' et un

é1ément 8, de T' tels que :

v X Y.
L (y) € a.x' et 3 > ola) > 5" % -
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L'image de y' dans 2%(k’'/ak') est donc, en fait, un point de 1; ; par

adjonction 1l'image de y dans 35(9/& ©) est en fait un point de 11 .

On en déduit donc que X vérifie le théordme, avec les constantes suivantes :

ne

N = (N1+s2)q; c=gc, et s=s 4

_.0 le

Lemme 3 : Il existe uwne constante s €T, s > 0, telle que pour tout

pe€r , p>0, il existe un élément a € @ vérifiant :

p-s ¢ wla) ¢ V)

et K 0w ([pe]) © akt

Démonstration : Soit x1,...,xn une base de k' sur @, donc aussi de X!

~

sur K ; comme IE/K est séparable, les corps KXK' et K sont lindairement dis—
joints, donc x1,...,xn est une base de IZ' = K'Iz sur f< .

la tgpologie de la valuation sur I}' coincide donc avec la topologie produit
sur I}' identifié & I‘\{n gréice & la base x1,...,xn ([4 3 §5 ne 2 proposition 4]).
I1 en résulte en particulier qu'il existe s, € w(K'*) cr, s, > 0, tel que
dans X!

on ait 3

6 ([s)) e 1 cu([0,e]) .

Choisissons alors s €T!' , s ) s1 tel que tout intervalle de T' de
longueur s—s1 contienne un élément de w(K*) . Alors pour tout p € r' , il
existe a dans @ tel que p-s ¢ w(a) L= s1 {p etona:
6 (Lue]) = s ([woa),]) = a0 ([s,,]) < auir 0.Q.F.D. i

Remarque A7 : Reprenons les hypotheses du théoréme A3 , si ce n'est que X/X
n'est pas forcément séparable, et € ® X pas forcément lisse, la démonstration

ci~-dessus donnera un résultat, si dans la récurrence sur la dimension, on peut

<
+

il existe une extension radi

rencontrés soient, aprds réduction, séperables sur K% la démonstration donne
alors le résultat suivant :
Pour toute extension algébrique 1 de K , notons I' = LK' , GL et GL'

les anneaux dlentiers de. I, et L' , alors poﬁr tout v €T, v 3N, et tout '

- | -
point x de X dans O /u Y([vs=]) , 1'image de x dans %(6, fu W([2-5,2]))
se reldve en un point de 2% dans &L' . !

!
i

Cet énoncé est celui de KRASNER [18] ; cepex;dant dans [18] on trouve guelques
compléments, ‘que 1'on peut réduire & des précisions sur la var;i.aticn des constantes
N,c,s assocides au schéma Spec(@ [XJ]/(F:L)) quand on fait subir aux polynSmes
Fi des modifications simples, Ces précisions doivent pouvoir se déduire sans
grande difficulté de la démonstration ci-dessus.

A8 Démonstration de la proposition A4 pour IE/K séparable :

On peut supposer X affine : X = Spec(K[X1,...,Xn]/(F1,...,Fr)) , soit
x € X(Iz) , oy peut supposer que Xj(x:_) ¢ 6 ¥Yi=1,00.,n et F, € 9[X1,...,Xn]

’ -

V4¥4,,..,r , Définissons alors un ©-schéma dé& présentation finie
% _ gpec(® [x1,...,xn]/(F1,...,Fr)) ,oma X= aegx et x est en fait dans
x(0).

Considérons alors les constantes N, c,s du théordme A3 relatives & 2€,

Si a«a €T', a » 0 est une constante donnée, alors =x fournit un point de 2% &
valeur dans é/w—1([c(.a+s),oo]) = (9/&)—1([0(01-#5),00]). , alors, d'aprés le théordme

X dans O tel que y et x fournissent le

A3, 1l existe un point y de



AT
mdme point de ¥ dans G/w—1([a,eo]) ; ainsi y est un point de X(X) = 2%(X)
tel que m(Xj(Y)-Xj<X)) Sa, Y3 =1,00.,n 3 d'oh le résultat annoncé,
AQ Démonstration de la proposition A4 pour X lisse ¢
soit x € X(K) , il existe un ouvert de X contenant x , isomorphe & un
ouvert V de Spec(K[X1,...,Xn]/(P1,...,Pr)) de fagon que la matrice rxn &
N c‘)Pi
coefficients dans X des Ef'(x) soit de rang r . On peut supposer que le
J
déterminant d de la matrice carrée des b—xj-'(x) pour 1 ¢ig¢r et 1 ¢jgr
it 3
est nonnul : d € K .
Quitte & multiplier les fonctions Xj par des éléments de @ on peut

IS

supposer x:.J = Xj(x) dans @ ; quitte & multiplier les polyn8mes Pi par des
é1éments de © , on peut les supposer & coefficients dans @ , et alors d € & .
Soient f1 ,...,fs des polynSmes de 9[X1,...,Xn] qui définissent 1lt'ouvert

V ; donnons-nous a € T , ¢ » 0 et notons : o' = sup{a,(w(fk(x))+1)k=1 }>o0

s00e3sS
(a' €1') et B =a + 20(e) .
X = (xj) est un point de é‘n qui annule les polynOmes. B, mais aucun des
polyndmes fk , on peut donec trouver un point x' = (xs) de 67 te1 que ¢
m(xé,{.‘.,xj) > 8 ¥i=1,ec0sm
m(Pi(x')) >B=al + 2uwle) Vi=1,...,1' .
D'aprés le lemme 2 ci-dessus, il existe un point y = (yj) de Gn tel que :
P(y)=0 Ni=1,...,r et w(yj—x3)>a' Vi=1,00am.
Alors w(fk(Y)—fk(X)) >a 31+ w(fk(X)) , donc fk(x) #0 pour k=1,...,8

et y fournit un point de V dans @ ; comme w(yj—xj) > o Vj=1,...,n

on a bien prouvé la densité,

>

. A

Cela fésulta aussitét.

X=-%Q 0.
(4
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bout 3e241
Centré : appartement 2.1.11 ; immeuble 2,1.15 ; morrhisme 2.4.1
chambre 1111
cheminée 1.2.1
close (partie d'appartement) 1.1.5 5 1.3.1
close ; quasi-close (partie de syst®me de racines) 2.4.10 ; 2.4,9
- conséeutifs (sommets) 3.2.3

convexe 1.1.9

Décompositions : de Bruhat sphérique, t1.1.2 ; d'Iwasawa,de Bruhat affine, 1.1,12 ;

de Levi, 1,2,3% ; mixtes, 1.,2.5

demi~droite 1.241

direction 1.3.2 5 133

donnée radicielle ; donnée radicielle génératrice 1.1.1

Enclos 1.1.5 5 1.1.11 5 1.3.1
Facette 1.1.11
fonctoriel (immeuble, systéme de plongements) 2.5.1
G~ensemble ¢ ensemi)le muni d'une action du groupe G (cf 2:3.1 3 2.3.5)

géométrie 4.1.6

germe : de segment 1,1,11 ; de demi-droite, de cheminde, 1.2.1

Hensélien A2
homogene 2.1.4 5 2.3.4
Tmmeuble 1.1.8 3 2.2.12

immenble centré 2.1.15 ; immeuble ENB 2.1.12 , 2.1.15 b
immeuble généralisé 1.%.1 ; quasi-immeuble 2.1.12

invariant : métrique invariante 2.2,1 ; point invariant 2.4.13

Lipschitzien 2.2.6

Métrique 1149 5 1.3.1

métrique invariante 2,2,1 ; métrique normalisée 2,2.3

-k

oint | 24413

original  (point) 2.1.8
orthogonal ' 1.%.2
paralidle 1.3.2
parallélotope {bon) 4.1;1
paramétrage 3./218
plongement, plongement galoisieh‘ ! 2.5.\'{? :
position générale 1.1 .1l 1
Racine affine 11.5 . 7
raccourci 1 .2; 1

radicielle : donnée radicielle t.1.1 ; fonction radicielle affine 1,1.5

redressé ' 4.1.2
Sauvagerie (atune extension) 36361

segment 1149
semi-algébrique 2.4.4

sommet 3; 1.9

spécial (point, valuation) 2.1.11

s{;a}g%mg fonctoriel de plongements . 2:5 o1 “ 5
Type -(d'un sommet) ERIRT

Onités 3.0

Valuation (d'un corps) de hauteur 1, discréte, réslle A1
valuation discrdte normalisée 2,01 (ou 3.1.11y 3.3.3)
Valuation, quasi-valuation (dtune donnde radicielle) 1.1.3

valuation discréte 141.9 3 valuation spéciale 2.1.11,



