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Ces conditions équivalent & A = m(-z-) =1~
b
2

: 1<.a seul point de la forme (a,A)
fixe par 8, est Pn+1 .
Remarque 3.5.9 : Le résultat précédent montre que 1'immeuble IK((j) , qui est
réduit & un point ne peut se plonger dans 1'immeuble IL("'g) N
Cependant on n'a pas trouvé d'exemple de groupe réductif 3 tel que IK(f?)

ne se plonge dans aucun IL(fﬂ) , pour L extension algébrique de KX déployant 9’

(en particulier on n'a pas trouvé de contre—exemple 2 3,4,2).

IV - UN LEMME DE REDRESSEMENT

Pour ce chapitre, on se donne un groupe semi-simple @3 défini sur un corps
K complet pour une valuation réelle non triviale w, et une extension galoisienne finie
L/K de groupe de Galois T. Onnote @ L 1'anneau des entiers de L pour la valua-
tion w, unique prolongement a L dela valuatioﬁ de K. On suppose que %, a un
immeuble sur L.

Le but est de généraiiser dans ce cadre la proposition 3.3.6. L'idée est simple :

Soit A une partie convexe d'un appartement A de 1'immeuble IL(%) , fixe par
T"; la possibilité de trouver un appartement A' fixe par T et contenant A, dépend
de la nullité d'une 1-classe de cohomologie de T' dans I?’A .

En fait on se fixe un nombre réel ¢, ¢ >0, et on cherche un appartement A’
contenant A tel que, si B désigne le sous-espace affine de A' engendré par A,
1'ensemble A(A', ¢), des points de B & distance au plus € de A, soit fixe par T,
La possibilité de trouver un tel appartement A' dépend de la nullité d'une 1i-classe
de cohomologie, de T dans un émupe (VA"NA,e)/NA, e oll VA est la partie

"unipotente" de '15 A et N ¢ un sous-groupe de P A? dépendant de e ; si ¢

4,
n'est pas "trop grand par rapport & A'", ce quotient est stable par le groupe de

Galois, (Avec les notations du § 2, le r8le de N Ao oSt joué par les groupes Uj s
9

celui de V,;ON A par les groupes U; , et les assertions ci-dessus sont grosso-
JAS 9 N f

modo 4,2.8 et 4.2.14 a)).
1.'étape suivante consiste & remarquer que le groupe V,.N e/N se
AT A, A, e

Al £ mmetinae commitatife mi annt dee T ® —modules. (ce résultat. vraisem-
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blable, n'est en fait montré que d'une maniére affaiblie dans le lemme 4.2.10).
Si 'extension est modérément ramifiée, on montre la nullité de la 1-classe de
cohomologie gréce 4 3.3.2 b) et 3.3.4 a).
Si I'extension n'est pas modérément ramifide, on est amené & introduire une
partie convexe A' de A, telle que A CA'(A,¢) et & chercher un appartement A'
contenant A', tel que A'(A',e) soit fixe par T ; pour qu'untel A' existe il suf-

fit que 1'image de la 1-classe de cohomologie de T dans V,.N

ANy, e/NA, ¢ Soit zéro

1
dans H (I‘,VA,,NA,’e/NA,'e).
L'énoncé précis de la généralisation cherchée est donné au paragraphe 1, il
ne s'applique qu'a certaines parties convexes d'appartement. La démonstration,
trés technique, occupe, avec quelques remarques sur 1'amélioration des constantes,

le paragraphe 2.

~ A

§1 Enoncé‘_du' lomme,

Soit A = Ay un appartement de 1'immeuble IL(Pt) » on note toujours V=V,

1'espace vectoriel X*(:f ) g R des translations de A.

Définition 4.1.1, Un bon parallélotope de A est un sous-ensemble convexe, fermé,

non vide A de A construit comme suit :

On se donne une base B du systéme de ra?:ines & = 8(¥), une partition de celle-
ci en r sous-ensembles B1”Br’ un point x /dg A el r segments non vides
[fi,gi] de Ry {=},

Pour a€ B, notons € 1'élément correspondant & a de la base de V duale

de B, (ainsi a(ea)=1 et a'(ea)=0 si a'€B, a' £a). Pour tout i, 1<isr,

on pose : e =a§3: €, € V, et on définit alors :
i

r
A=1y€A/y-x = Exiei ; avec )€ [fi’gi]’ Vi= 1,.,.,1‘}.
Définitions 4.1.2. Soient ¢ et c¢' deux constantes réelles telles que

c>2c' =20 et A unbon parallélotope de A construit a partir des éléments x,

(Bis' rfiigi])j_:]'ru
. +_a) On note 4 o le bon parallélotope de A, contenu dans A construit & partir
s ]
des éléments x, (Bi’ [fi"gi' ])i=1,... v Ot £ (resp. gi') est égal & £, (resp. gi)
si g~f,<c etad f+c! (resp. gi-c') sinon.
b) Dans tout appartement A' de 1'immeuble contenant A e ot On note
7
V(c,c',A,A') le sous-espace vectoriel de 1'espace V A des translations de A',

engendré par les vecteurs transla-

tion Yq-¥p€ VA' , calculés dans A', pour tout couple de points Yi:¥, de Ac,c'
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tels que le vecteur Y=Y, EV A? calculé dans A, soit colinéaire & un vecteur e
pour i€ {1,...,r}, tel que gi_fi >c,
¢) Dans tout appartement A' de 1'immeuble, contenant Ac’ et on appélle

{(c,c')-redressé de A dans A', le bon parallélotopede A' rdéunion des translatés

de A. .1 par les translations appartenant & V(c,c',,A').
’

"/
Remarques 4.1.3. r—/
c,c!
a) Dans le cas de rang 1, toute partie convexe Al

fermée non vide d'un appartement est un bon parallélotope.

b) L'espace V(c,c',4,A') de 4.1.2 b) ne dépend que de A, A' et c.

c) Si A est un bon parallélotope de A, le (c,c')-redressé de A dans A
est le bon parallélotope construit avec les mémes éléments que 4, si ce n'est que
1'on remplace [fi’gi] par [-«, +] dés que g -f; >c.

d) Dans le cas particulier important o, pour tout i=1,... ,I'yona gi—fi >c
ou g =f, (par exemple si c=0), le {c,c')-redressé de A dans A' estla
sous-variété affine de A' engendrée par Ac,c‘ .
e) Sauf en rang 1, les bons parallélotopes sont des cas trés particuliers de

parties convexes fermées ; cependant la proposition suivante montre qu'il y en a

suffisamment pour les applications du lemme faites au chapitre V.

Proposition 4.1.4, Sohjent A u;)l appartement de IL(eX) et A un segment

ou une demi-droite de A, fixe sous 1'action du groupe de Galois I" sur IL(?%)O

Alors il existe un bon parallélotope A, de A, fixe par T et contenant A.
1 —

Remarque, On peut généraliser cette proposition au cas d'une droite, ce qui

tenveloppe cgnvexe"d"m

est évident ef sans intérét

point et d'un germe de demi~droite.
Démonstration :
1) Pour tout élément ¥y de T, YA est un appartement contenant 1'enclos

cl(p) de A ; il existe donc (1.1.9 2 b)) un élément h-y de g(L) qui fixe cl(A)

1

et tel que YA = hy.A, Ainsi h;, .y est un automorphisme de IL(?}), qui stabilise

A, fixe A et induit un automorphisme du syst‘en;e"de racines § relatifa A.

2) Soit x une extrémité du segment ou 1'extrémité de la demi-droite A ;

considérons alors :
8= {ae s/aly-x) =0 Vy¢€ A}
5,={acs/aly-x)=0 vyea}, .

i)

&, est un ensemble parabolique de racines de &, et 3, est le sous-systéme de

1

racines de § associé & §1 ; on a donc une base B de § contenue dans §1 et
telle que BN 8, soit une base de &,, ([3; vine 1.7]).

Soit y dans A, différent de x ; si A est un segment on choisit pour y
1'extrémité c_iiﬁ'érente de x de A. Notons g =0, g4s..es8, les éléments de 1'en—
semble réunion de zéro et des nombres a(y-x) pour a€ B. Si on définit
B, = {ae B/aly-x) = gi} pour i=0,1,...,r,0ona B =Bn§g, et (Bo’BV""Br)
est une partition de B.

Soit (sa) labase de V, duale de B (comme en4.1.1) ; pour

acB A
i=1,2,...,r, on définit e, €V, par: ei=% €
aeB,
i
3) Pour tout y€ T, h_,y1 .y fixe A et induit un automorphisme de % ; il stabi-

lise donc @2 et 8y Il en résulte que pour tout i=1,2,...,r, tout aEBi et tout



y€T, il existe a' €B; et b€ s, tels que h';.‘y(a) = al4b.
Donc h;1 .y fixe e, €V A ©tlebon parallélotope
r ~
A2 = {z €EA/z-x= 1—E1 Aje s )\ieR}. Définissons maintenant g;,...,gl',éR par
gi' =g si A est un segment et gi' =+o si A est une demi-droite. Considérons
le bon parallélotope & de A inclus dans A2 et contenant A défini par:
r
- _—x = . '
by={zea/z-x 1=E1 A e s N € [0, 1}

4, est contenu dans 1'enclos de 4, il est donc fixe pour chacun des hy ; comme il

1

est contenu dans 4, , il est fixe par chacun des h;1 .y ; en définitive il est fixe

par T et c'est le bon parallélotope cherché.

4.1.5. Lemme de redressement.

A

Il existe deux constantes réelles C1 et C2 vérifiant C1 = 2C2 >0 etne

dépendant que du rang semi-simple absolu de % telles que :

Pour tout bon parallélotope A, fixe par T', d'un appartement de IL(%)’ et

pour tout nombre réel ¢ supérieur ou égal & la sauvagerie s(L/K), il existe un

(C1 .0y Czoa)-redressé de A qui soit fixe par T .

Remarques 4.1.6.

a) Ce lemme est valable sous les hypothéses générales du chapitre, 3 savoir
K complet et ':'X semi-simple ; cependant il résulte de 2.4.7 d) et 2.4.8, que la
généralisation au cas olt i} est réductif est évidente. D'autre part, on peut pour
la démonstration supposer & adjoint (2.4.7 h)).

b} II est probable que, quitte & le reformuler, ce lemme est valable pour tout

sous-ensemble convexe fermé d'un appartement. C'est de foute facon vrai dans le

v

. A

cas particulier oll s(L/K): st la démohsf_ration se

calque sur ce]le que l;f()nAr ous uro pasbesom ;de cette g.énéralisation.
c) Tl est facile de voir que {:e‘:_lgnuq'e"généra]i’sé iia proposition 3.3.6 ; ma;s nous

n'obtiendrons pas de généralisationk de la pmpoéifion 3.3.8 qui dit, en particulier,

que au rang 1 les constantes Ci=2,Cy=1cet s(L/K) sont les meilleurs possibles :

les constantes C1 et C2 que nous obtiendrons‘gisont sans doute trés mauvaises

\
. . | .
(au moins pour C1) et il n'est pas prouvé que s(L/K) soit le bon invariant de 1'ex-

tension (cf. 3.3.5). o ; * g

d) On va en fait montrer seulement que les cé}lstantes C1 et C2 ne dépendent
que de la "géométrie" de 1'appartement A ; c'es.t-é-di’re que 1'on peut les calculer
a partir du systéme de racine (V A? §) de 1'appartement A ‘et duq produit scalaire
normalisé défini sur V A N 2.2.3 b). Cette géométrie ne dépend pas, & isomorphis-
me prés, de 1'appartement choisi dans 1'immeuble. On peut la définir sans que 1'im-

meuble existe,

L'énoncé, plus fort, du lemme résultera alors du lemme ci-dessous.

Lemme 4.1.7. Le nombre des géométries des immeubles des groupes semi-

sxmpies sur des corps (henséliens), de rang semi-simple absolu donné, est fini,

Démonstration : Cela résulte aussitdt de la classification des groupes semi-

simples sur un corps, dohnnée dans [27 ] . On peut ausgsi le déduire facilement de la

o

classification des systémes de racines et de la finitude du groupe des automorphismes

d'un systéme de racines.



§2 Démonstration du lemme.

Dans la suite, d(, ) désignera la métrique normalisée de IL(Q,) définie
en 2.2.3.

4.2.1, Quelques lemmes :

Soient z un point de IL(?*), A un appartement contenant z, § le systéme de
racine associé et e un nombre réel positif, on définit :
Blz,e) = fr €1, (4)/dly,z) < e}
B! (z,Age)={y €A/il existe une base B de § telle que |a(y-z) |<e Va EB}

B"(z,A,e):{yE A/ laly-z)|<e Vac @}.

Lemme 4.2.2. Il existe deux constantes rédles positives C et C' ne dépendant

que de la "géoméirie" de IL(%) tellesque: C.C'=1 et

B"(z,A,e) <B'(z,A,e) <A n B(z,C.e) ©B"(z,A,C.C'.e) pour tout triplet (z,A,e)
comme ci-dessus.

Démonstration : c'est dvident,

Lemme 4.2.3. Il existe une constante réelle h1 > 1, ne dépendant que de la

"géométrie” de IL(%), telle que le groupe UAnB(z h.e) fixe B(z,e) pour tout
™

triplet (z,A,e) comme en4.2.1.
Remarque. Le fixateur de B(z,e) U (An B(z,h1e)) est donc

H1"UAﬂB(zyh1e) c PAnB(z,h1e)’ ol HycH est le fixateur de A U B(z,e).
Démonstration : On peut supposer e non nul. Si B est une base de §,

B détermine une chambre vectorielle de 1'espace V A= V des translations de A,

Considérons le cbne e de A, circonscrit & 1a boule ANB(z,e) et dont la direc-
b4

'y

tion est cette éhambre vector

t AnBlz,e) €D (ack) ; cf. 2.1.11 d)).

. : » d(Z’XB e) Z-Xp e
Soient xB,e le sommet de.ce cOne, dB = —-——L—e >0 et vg = —e_? EV.

D’ (a+k) de A, pour a€B

Alors dB et vy ne dépendent que de la géométrie et de B, de plus vg estun

vecteur de norme 1. Considérons la constante hB strictement pdsitive associée

au vecteur vy par [11;7.4.33], elle ne dépeﬁd que de B et de la géométrie.
E . \

1
On sait alors que U fixe la boule B(z,dB«. hB' e) ; ainsi, si 1'on pose

€ 3
" ) . ¢ ) : H Y .
h' = 1]r31f dB' hB}, on sait que UAnB(z,e) fixe la’boule B(z,h%). 1l suffit donc

_ 1
de prendre h1 =BT .

Lemmé 4.2.4, Soient z, A= Ay et e ¢omme en 4.2.1, alors le fixateur

de AUB(z,e) dans %(L) ne dépend que de A,e et de l'orbite de z sous le

groupe v(¥(L)) formé de translations de A. Sila valuation w est dense, ce

fixateur ne dépend que de A et e.

Démonstration : Si t€ $(L), le fixateur de A uB(t,z,e) est le conjugué par

1

t” du fixateur de A UB(z,e) ; c'est-a-dire que c'est ce fixateur puisque ¥(L)

centralise ZL(Y) qui contient le fixateur de A, (2.1.15f et 2.1.8a)). Si w

estdense, 1'orbite de z est dense dans A et, par continuité, le fixateur de

AuB(z,e) est indépendant de z.

4.2.5. Définition des constantes :

Soient C, C', h1 des constantes satisfaisant aux conditions des lemmes
ci~dessus et C" la somme des coefficients de la plus grande racine de &, (si §

est irréductible, et si *h est le nombre de Coxeter de $,0ona C"=h-1 ou h

selon que & est réduit ou non) ; on définit alors un entier :
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V.11

4y clest dire que pour tout 1

N=Inf{nen/2" >cv} = 1. - Dire que 4 estun (C,,

Les constantes C, et C, du lemme de redressement seront : C, =N et ] tel que g;-f; >C .0, ona g =+ et fi=-o, Dans ce cas le résultat cherché

c1 =(1+2.Cc.C’ .hI;HZ).Cza- 1 23C2+ 1, a condition d'augmenter, éventuellement, i est clair. Dans le cas contraire, il existe j“ tel que gj_fj >c1_0 et que

N+2 : L Lot 3 _
C' de facgon que CZ.C.C' .h 1  soit un entier (supérieur ou égal a 1). E gj.<+ ® ou fj >=c0; on peut supposer que j= 1 et, quitte & changer au besoin

Il est clair que C, et C, ne dépendent que de la géométrie de 1'immeuble. ; (Bi , [fi’gij)i=1,-. ,r ©n (-Bi , [—gi ,—fi]).= Tye.,r? U€ f;>-. Quitte & changer

Remarque. Dans le cas olu (% est de rang semi-simple absolu 1, on obtient X, on peut supposer que tous les fi sont - \ou 0.
)

C2 =C.C'= h1 =1 et C1 =4 ; or les constantes obtenues par un calcul direct, c) On va montrer en 4.2, 14, qu'il existe"l'x,:n bon parallélotope 4, contenu
et qui sont les meilleures (3.3.6 et 3.3.8), sont C,=2 et C,=1. Dans le cas dans un (CI.O,CZ.O)-I‘edI‘eSSé de A, fixe par :1“, tels que (A«)C 0,Co.q O
: .0,C,.
général, on peut se demander, par exemple, si on peut remplacer C1 par 2 C2. tienne AC10, C2cr et que A soit construit & partir des segments1 2
On indiquera a la remarque 4.2.9 b, comment la démonstration qui va suivre ([-,g 1 ],([fi ’gi])i=2,...,r)' Ce résultat permet bien, par récurrenc e, de montrer
peut &tre modifiée dans le cas de rang absolu 1 pour montrer que C1 =2 et qu'il existe un (C1 (o ,C2 c)-redreésé de A fixe par I'; (en effet s d'apres les pro-

C, = 1 conviennent. priétés indiquées, tout (C1cr,C2 o)-redressé de A, estun (C1<:r,c2 o)-redressé de a).

4.2.6. Début de la démonstration du lemme de redressement. Les ingrédients nécessaires & la démonstration sont introduits dans les numé-

a) On se donne donc un bon paraliélotope A, fixe par T, d'un appartement ros 4.2.724.2.13.

A=A 4 et un nombre réel o , o =s(L/K), et il s'agit de montrer qu'il existe 4.2.7. Construction des groupes de dévissage.
un (C1.0,C2.cr) redressé de A qui est fixe par T. a) Soient X, = x+f1e1 =x et Po = g1_f1 =g, Pour j=0,1,...,N posons
P . . . . %* PRI ) . “ -
Par définition de la sauvagerie s(L/K), il existe 1€ L” tel que Py=Py=].c et X; =X +i.0.e, (si g, =+%, ona donc pj=+e, ¥ j). Considérons
Ty kW ' Ty /) 3 o
s(L/K) < w (T— )<o0, on peut donc supposer que ¢ = w(—x—) € w(LY). alors les bons parallélotopes AJ définis par :
r
b) Le bon parallélotope A est construit 3 partir des &léments x , Aj = {y € A/y-xo = E A€ 5 A 5. li.o, E )€ [fi’gi]’ i> 2}

oozt

(Bi’ [fi’gi])i ; ) comme en 4.1.1 dont on reprend les notations. Quitte &
=lyeney

r
= {yE A/y-x;i = E1 Al 3 E[O.pj] P A€ [fi,gi], 122},

changer x on peut supposer que, pour tout i, ona fi <0 et g; =0, et alors

. A

Onadonc: x,. .
1 xJEAJ et

XE A. "
€10,y SIS Sy ety Eay Sy,
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b) Par hypothése p o >C1 .0, il existe donc un nombre réel ¢ >0 tel que:
oy 22.C.C .h?h 2 (N.o+¢) + 0 . Dans deux cas particuliers on impose des conditions
supplémentaires & ¢ : si g # 0, on suppose ¢ >¢.C.C' .h];Hz ;s si w est cﬁscréte

et ¢ nul, on suppose 2.,C.hl1\J+2

.¢ inférieur 3 la distance de Xy a tout mur M(u)
qui ne contient pas x_, (cf. 2.1.11 c)).
c) Soit x'=x, + [C.C! hV+2 (C,.c+n) +0le, € ollonpose n=¢ si
N*LCClLR G, 04n 1€ 890 n=e
¢=0 et n=0 sinon. Pour m=-1, 0, 1,...,N, on note d, = C.hT_m.(Cz.ca-e).

Pour j=0,1,...,N, on définit alors des sous-ensembles nj de IL(§,) par :

Q:A.U(.U

3745V G Pl ) VB )

.

Soit UJ. le sous~groupe des élémei,@ts de @3(1") qui fixent QJ. ; comme QJ
contient Qj 17 Uj est inclus dans Uj r1°
d) Pour tout entier positif i, soit v' = {a €3/ a(e1) = i} ; ¥° est un ensemble

parabolique de racines de §, tel que Yo - ‘1"]

soit le sous systéme de racines de
$ associé. De plus les ‘yl forment une filtration décroissante de v° par des

idéaux ; plus précisément :

. . sy
Vac ‘{'1, vbey! ; 51 a+b€ § alors a+be€ ‘ylﬂ .

AT

. b

> que ¥ est vide pour i>C",

en particulier pour iz

e) Choisissons une origine dans A= A:f de“facon & déterminer une valuation

de la donnée radicielle de. €(L) associéed ¥, et & identifier A & V, . Pour
A

H

|
comme le sous-groupe de g(L) engendré par~ Uj et les groupes radiciels

tout couple (i,j) d'entiers vérifiant 0<j<N. et 1<i<2, définissons U;

pour a€ &‘yl," si § est un@ partie d'appartement, on rappelle
J 3
est le fixateur de Q . On a donc :

Ua,-z:n(xj) =U, NP,
(1.1.9 2) a) que fDr
b

i+1 i i i_ ) s _oN
U; CU;CU;H et Uj=U; pour i=2".
N.B. Les groupes U; dépendent de i, de j mais aussi de A, C1, C,Cl... etc,

f) Remarque : Si acty! et uEéanﬁPA , alors u fixe
. N
B'(x',A,C! .h1.d_1) >A n Bx!' ,h1d_1), donc aussi B(x! ,d_1) d'aprés les lemmes

4.2.2 et 4.2.3. En particulier U; fixe B(x',d_;) pour tout couple (i,j).

Lemme 4.2.8. Pour tout couple (i,j), U; est un sous-groupe distingué de

-~

P AL il est stable par T. i
j , e

»~ Démonstration : La seconde assertion egt une conséquence de la premiére,

En effet, pour tout y€ T", A{A) est un appartement contenant A., il existe donc

g,y dans PAj

stabilise A et induit une bijection de $, donc g;

tel que y.A= gy.A ; alors g;1 .¥ est une isométrie qui fixe Aj ’

1.7 stabilise U; etona:

s B -1 i
AUy = g'/.(U;)'gy - U; .
Pour montrer la premiére assertion, on remarque que Qj , contenant Aj

.4 est

et uniquement déterminé par des conditions de distance 3 des points de A 5



stable par P AL ainsi le fixateur Uj de Qj est distingué dans ?A . I suffit
i j
donc de montrer que, si u est un élément de Ua -a(x.) avec a€ Yl, le commutateur
’ .
J
de u et d'un élément de 'IE’A est dans U; ; on peut méme se restreindre aux élé-
b

ments générateurs de PA , qui sont de quatre sortes :
j s
' s 1 o, 1 £ 1
a) weu,, n F‘Aj pour a'€vy" :alors (u,u') € p-!;rélN" Uparqa' " PAJ- <Uj,
pat+qa'€ s

. . i
puisque chacune des racines pa+gqa'! estdans v .

b) n€ &Aj : n laisse stable A et fixe Aj , i1 permute donc les groupes
radiciels Ua . a€ ¢ et stabilise ‘yi ; ainsi il normalise le groupe engendré par les
Ua n i\DAJ. pour ac€ ‘yi.

c) u'e Ui N ‘F.’Aj pour a'c€ \y1, a' £a: alors u' est dans
U_as ,a'(xm)+pm.a'(e1) pour tout entier m tel que j<m<N, et (u,u') appartient

au goupe engendré par les P, nU ) pour p, q E]N*
j 1

a5 “pa-ga’, (qa'-pa)(x )+q.p .a'(e

et pa-qa' € &, Il suffit de montrer que chacun de ces groupes est contenu dans Uj’
autrement dit qu'il fixe les boules Bl(x_ ,dm) et B\r(x' ,d_1).

Mais q.,om.a'(e1) 2p, Zhl;l—m“.c.C' .(C20+€) =C'.h,.d_, ainsi chacun
de ces groupes fixe B"(xm,A,C' -hy .dm) SAN B(xm’hldm)’ (4.2.1et4.2.2), donc
aussi B(xm,dm), (4.2.3). Enfin u et u' fixent la boule An B(x',h1d_1),(4.2.7 f),
les groupes ci-dessus la fixent donc aussi, et ils fixent B(x' ,d_1).

] = —

d uteu_gn P = U-a,a(x.)+p..a(e
J J 7]

le produit d'un élément h de H = PA et d'éléments u, €U _n 'IE’A s

i

) ¢ alors {u,u') est, d'aprés [11; 6.3.7],
1

u, € Ua,—a(xj)+pja(e1)’ u; €U, N PAj et u € U2a,—2a(xj)+pja(e1)’ (on rappelle

que, si a€ &, 2af 3, on note Uy, = { 1}). On voit comme dans le cas c) ci-dessus,

que chacun de ces quatre sous-groupes est contenu dans Uj9 et il suffit de montrer que

: (xﬁ’f-im) - Distinguons

d1) Supposons o # 0 ouw V'éen"se, L'élément ‘h‘ fixe A uB(x',do) :
d'aprés le lemme 4.2.4, il fixera aussi les boules B(xm,do) DB(xm ,dm) 4 condi-
tion de vérifier, si w est discréte, que x! et\';: Xm sont dans la m&me orbite sous
f(L). Mais alors, ¢ £0 et, par construction -, ona Xp = X'= p.e; avec
ue€ w(L®) ; d'autre part, comme (’t.est adjoint (4.1.6.a)), e, est dans X*(p",‘
ainsi on a bien x_-x'€ v(¥(L)), (2.1.7 a)).
] d2) Supposons ¢ =0 et la valuation discré;e ; il résulte de [11; 6.4.27],
que le commutateur de h avec un élément u" ¢ Ua", _an (xj) pour a" €3, est dans
Ua",(—a"(xj))+ . Ainsi h fixe 1'étoile de Xy =Xy =e..= Xy, C'est-a-dire, ([28 ;
pages 1,2]), 1'ensemble des chambres de IL(g) .contenant X3 d'aprés le choix
de ¢ @(4,2.7 b), cette étoile contient les boules B(xm ,C.hl;l_m .e) =B(x m’dm)'

Donc h appartient & UJ..

. Remarques 4.2.9. "Amélioration du rapport C1/ c,t

a) Si la valuation « est dense, la constante Ci= (1+2.c.c? .hlf'bz) C,
"convient", sans qu'il soit besoin de supposer C.C! .hl;ﬁ'z entier : c¢'est~a-dire
que l'c:n peut refaire tous les raisonnements de 4,2.6 3 4.2.14 en remplacant C1
par C% , et donc que 1'on a obtenu de meilleures constantes (Ca,Cz) satisfaisant
au lemme de redressement dans ce chs particulier,

La seule modification & faire est de poser x' = X+ [c.c! .hl;“z. (C20+ e)]er

4
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b) Si le systéme de racines & de § sur L est réduit (en particulier si
(eé, est déployé sur L) ou plus généralement si la donnde radicielle valuée de %
sur L, vérifie la condition (Pr) de [11 ; 6.4,15], (voir aussi [11; 6.4.16 et

6.4.361), la constante C! = C2(1+C.C' .h ) "convient", si 1'on définit

N+2
1
1 h;

1°
=1 ou 2 selonque ¢ estréduit ou non, L'amélioration n*est effective que si

3 est réduit.

v WN+1

N+2
On pose x"=x\+(C.C'.h.h ™" (Cyo+e)le, et d' =C.h}.h]" (C0+6),

N+2
1
1‘h1

oll ¢>0 est soumis 3 la condition gy >C.C'.h .(C20+ €). On définit alors
€. comme en 4,2.7 c, si ce n'est que 1'on remplace B(x' ’d-l) par B(x",dll) H
la définition des U; reste inchangée. Le principe des modifications a apporter
aux raisonnements se voit dans la partie d) de la démonstration ci-dessus :
1'élément h introduit & cette occasion est dans H cH , (notations de
lond ™ ey
[11; 6.4.15]), il fixe donc B"(z,A',pN) ou B"(z,A',%pN), selon que & est
réduit ou non, pour tout point z € A et tout appartement A' contenant z. Une

modification, du m&me ordre est a apporter & la démonstration du lemme 4.2,13.

Lemme 4.2.10. Soient i,j €N tels que 1<i=2 ! et 0<j<N.
z‘-

1) Le groupe U / eg;& commutatif .,

2) Supposons de plus j < N-1, il existe un systéme d'homomorphismes de

groupes de U;/ UJ?I dans Ul i1 JU? 3 +1, indexés par {,uE L/w(y) = - c} et notés

TT/J tel que :
a) n“(ﬁ) + w“.(ﬁ') =T @ Vv U, p, p'
b) 7

1 est la projection canonique déduite des inclusions : U; < U; 1 et

2i 2i
Uj c Uj+1 .

. b

1) 8§ w désigne l'msemble des racines non divisibles de \y , on sait,

d'aprés 1,’1.7 2), et comme U; est distingué dans U}, que U;/Ujl est le quotient

ad \yl -a(x ) par le sous-group?§ engendré par les sous-groupes

2i
Uj n U -a(x ) pour a€ Y et par les sous-groupes U -a(x ) pour a€ ¥“', Les

du groupe

relations de commutation de Chevalley montrent ailors que Ul/ U:| est canomquemént
H \I +

isomorphe & un quotient du groupe commutatji g;odmt direct des O -modules

V)

a,-a(xj)/UZa,-Za(xj)’ pour les racines a€ \y~-\y 1, (ct. 2.3.2).

2) Soit 1 dans U;./UJ?i , on le reléve dans V; enu=Tu,, le produit étant
étendu aux racines a€ Yi—YZi avec u_€U /U cuU_/u
’ a - -ag-a(x.) ~2a,-2a(x.) ~ “a’ “2a
Soit p€ L ‘tel que w(y) = -0, on pose alors :

Uy =peu, € Ua,-a(xj)-o/ U2a,-2a($cj)-zc < Ua,-a(x. 1)/ VU2a,-2a(x +1)

Lo : i 21 ' f
Et on définit 17“('1"1) comme 1'image dans Uj+ /L{]+1 de u' =Tu! € V;_H

Si u, et u, sont deux représentants de u, alors u et u différent
1 2 . 1,a 2,a

. z 3. 3 " 1 2
-pApr-un élément appartenant a Ua,-a(xj) +lall. d] Ainsi uT’ a et "2, a différent par

un élément de U ; pour tout entier

cvu
a,-a(xj)-cr+nan.dj a.'-a(x )+ llallhy.d 1

m tel que j<m<N-1, cet élément fixe alors A N B(xm+1, 1'dm+1)’ donc‘aussi

B(xm+1’dm+1 ; c'est dire qu'il est dans U,

41 puisqu'il fixe B(x‘,d_1) d'aprés

la remarque 4.2.7 ). Ainsi uj et uj définissent le méme élément 7 (’1"1) de

Les homomorphismes de groupe 11“ ainsi construits vérifient évidemment

J+1/ J+1 *

les propriétés a) et b).
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2i

3) I reste & démontrer ¢) : Soient a€ yi-y s UEU

a,—a(xj)/UZa ,—2a(xj)’

ti son image dans U;/UJ?I, yeT et peL¥, tel que w(y) =-0, on doit montrer ‘,’e(ﬂ'“')-v;-1 =

que : y(ﬂ#(?i)) =7, (#)(-y(ﬁ’)). ' le produit étant étendu aux couplés (pya) Gﬁ*g, tels qt-.le pb+qc€ 3. o
D'apros 2.3.2, ona y(u.u) = y(u).y(u), la multiplication de droite étant : Mais chaque racine pb+qc est dans ¥ et elle est dans Yl s que qf 13
effectude dans le OL—modu;le U‘Y a/ UZ'y a? oll ya est une racine associée a ' on a donc bien la linéarité cherchée dans le quotient.
I'appartement yA. Mais il existe v € UAj tel que y.A =v.A ; ainsi v"1 .U,ya.v Remarques 4.2.11. a \
est un groupe Ua / U2 41 avec a' €@, et, comme v et y fixent AJ. , Ona a) Le groupe U;:/U?i est un quotient du ~ éL—module V; ; il est probable
al € \yi- ‘y2i‘ Il en résulte la relation : , que le noyau correspondant soit un sous OL—mod_ule de V; et donc que le groupe
v LApou)) v = Ap). [Vq ).v], U;/ Uj2i spujsse 8tre muni d'une structure de @ L;module compatible avec 1'action
les multiplications étant faites dans Ua/UZa et Uy / U2a| . de T. C'est le cas au moins si h1 = 1, en particulier si Q}Q L est isomorphe &
Au quotient, dans les groupes Ui./U.Zi et Ui. /U?i s on obtient : - 41 .
¥ H1 2,L
¥(r () = Int(v). [ny(ﬂ)a{ Int(v").y(ﬁ)} 1. b) "Amélioration de C,". .
Montrons que cette formule, implique la formule cherchée. Pour cela on Dans la démonstration ci-dessus, on n'a utilisé la position relative de x;i
peut supposer que v est un élément générateur de U Aj’ de 1'un des trois types ‘ et xj+1 que par la relation : a(x:j +1)- a(xj) >0 pour af€ Yi.. Or on n'uti]is?r‘a 1le .
de la démonstration du lemme 4.2.8, (le cas v=né€ ltl Aj est inutile pour U Aj)° lemme 4.2.10 que dans la démonstration du lemme 4.2.12, aveg i= 2J On pourrait
On voit alors que le commutateur de v avec U; (resp. U;H) est dans U, donc construire les points xJ. par : xj 1= xj+2-j -0.e,, pour j=0, et x o inchangé.
(resp. UJ.+1), sauf si v€ Ub,-b(xj) avec be¢ \yoo 11 suffit donc de montrer qu'un -. ".Malheureusement on a ytilisé dans le lemme 4.2.8 le EMt que xj+1 -xJ. est un
tel v agit, par automorphisme intérieur, lindairement sur le groupe multiple entier de ce,; cependant, on ne 1'a pas utilisé pour les deux cas particu-
m. u n,; U . lier; de la remarque 4.2.9, On peut don; encore améliorer les constantes dans ces
(C“’;ed C)/(C“'f‘;d C)

i deux cas :
Mais une telle vérification peut se faire sur une extension de L déployarnt i :
Les constantes C) =2(1—2_N) et C} £ (1x2c.C? .hl;“'z)c‘,'z (cas a) de la

. A

un tore maximal, défini sur L et contenant le tore ¥ associéa A, On peut :
remarque 4.2.9) ou ci= (1+C.C'.h'1.h11\1+2)C'2 (cas b)) conviennent.
donc supposer (% déployé.

Lemme 4.2,.12. Pour tout entier j, vérifiant 0<j< C2 » 1'image de
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HY(r,ul/u,) dans H1(r,U;/LJij) est zéro.
Démonstration, Montrons ce résultat par récurrence sur j ; il est évident
pour j = 0. Soient (§)) un 1-cocycle de T dans U:)/UO , et pour chaque vy€T,

un relovement g de g dans U;; d'apres 1'hypothése de récurrence, il existe

o . s -1 ool
de U P UjH tel que, si on définit h_y: d .g_y.y(d), alors h_y a.ppar‘tlent a Uj .
2d . .o Hitd ~
Ainsi on a un 1-cocycle dans Uj /Uo et donc aussi dans Uj /Uj ; notons (h))
2j 2j+1
ce dernier 1-cocycle, il s'agit de montrer que son image dans Uj+1/Uj+1 est un

1-cobord.
. 3¢ T()\) or s it
Mais soit )€ L.” tel que w T) =a, (4.2.6), on peut définir un élément

. 3 ‘I
~ 2] 23"" ~
Y . [
d' de Uj+1/Uj+1 par la formule : d'=Y_ & N (f‘{_))
yel AP

l.e lemme 4,2, 10 montre également que 1'on peut effectuer les calculs comme
dans un (T, L)-espace vectoriel. On vérifie alors, par un calcul classique, que
S it v ~
13 - - L
1'image @n1(Fl))) dans Uj+1/UJ+1 du 1-cocycle (hy) est le cobord de d' ;

le lemme est donc démontré.

Lemme 4.2, 13. Désignons par A la réunion des translatés de 4 par les

vecteurs de R—.e] , on a alors :

PO Ta L 22
PA:PA():UO.PA_, U NPy Uy = U5 cUY = Uy -

Démonstration :

X T +
a) D'aprés 1.1.7, ona: PA—U1.,U2.U N,

dans U A par 1Tapplication "produit" du groupe produit direct des sous~groupes

radiciels U, nU_ pour a€ ‘1’1 (resp. §+—‘1’1, 8); (UJ: et U™ sont des sous-groupes

A
A - ~ +

: LN + T, iy :
de UA).Mals alors NA_NA_’ UZCPA_’ U CPA_ et U1cU0 ; d'oll le premier

résultat.

oll U‘; (resp. U, U™) est 1'image
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b) Supposons o #0 ou w dense. Le groupe U; fixe B(x',d_1), (cf. 4.2.7 1)).

1

Par convexité, P A nyU,

fixe AN B(xm,hldm) pour tout entier m telque O<m <N ;
d'apreés le lemme et la remarque 4.2.3, pour montrer le second résultat, il suffit

de voir que le fixateur dans f%(L) de A uB(x! ,d_1) oA UB(x',d 0) fixe aussi les
boules B(xm,d m) : la démonstration est la méme que dans la partie d1) du lemme 4.2,8.

¢) Supposons o =0 et w discréte, alors X, =X . Dans [11; 7.2.7]

1=...= XN

dont on reprend les notations, on définit une donnée radicielle génératrice dans un

quotient Px / Pi de Px . L'immeuble sphérique de cette donnée radicielle est
o ‘o o

1'étoile E de X4» Ou plus précisément le quotient de E - {xo} par la relation qui
identifie z et y s'ils sont dans une méme chambre contenant X5 etsi z N sont
alignés.

Uo fixe E donc, quitte a modifier P:: , On peut supposer U0 CP:: . L'image
() o

de U; c PX dans Px / Pj: est contenue dans le groupe engendré par les groupes
(o} o "o

radiciels quotients U 5 bour at 8, n \y1, tandis que 1'image de AP A n Px =P A
o - o] -

n'a une intersection non réduite a 1'unité avec Ua que si a€g N (v°- ‘i’1). Il en
o

Lo . 1.2 I . 1 =« .
T .
résulte que 1'image de Uo npP A dans Px / PX est zéro ; donc U0 nP A fixe

. [e) [s) -

E ¢ est contenu dans Uo"

4.2.14. Fin de la démonstration du lemme de redressement.

a) Pour tout y€ T, yA estun appartement de IL(Ex), contenant A , il existe

1

donc hy dans P, telque yA = h;1.A. Alors yA_ = h; .A et pour cette derniére

A

formule on peut, d'apreés le lemme 4.2, 13, supposer hy dans U:) . Alors si 74

et Yo sont dans T, ona:
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-1 -1 -1y -1
h b_=vy,(8 ) =v,(n_") y (8 )=y (b ").h_ .4

717 172 1y2 1+¢- 1'y2 71 -7
-1

d'apres les lemmes 4.2.13 et 4.2.8, ilvient: h .'y‘(h‘y
2

Y172
ainsi un 1-cocycle ’{ly de T dans U:)/U0 . D'aprés le lemme 4.2.12, il existe

-1 .
).h71 € U, . On obtient

N
un élément g, € Ulll c PAN tel que : gl.h,y.)(gI)-1 € lﬁ = Uy pourtout y€T.

b) Pour t€R, t<C,_ .o, définissons A(t) comme le bon parallélotope de A

2

construit comme A= Ao’ en remplacant uniquement f1 =0 par f1 =t, On a alors

AJ.: Aj.o) pour 0<j<N=C, et,

ch M)A = U At
N - t<0

est dans la boule B(xy,dy) = B(xN,C.(Czcr+e:)) ;

. ‘!AF1 .G,Cz..o
c)J Le point X_ =Xy = €8y

. 1 e res . '
comme UN fixe QN DA UB(xN,dN) , il fixe aussi 1'intersection de 1'enclos de

N

AN U {x_e } et du sous-espace affine de A engendré par A ; autrement dit,

Uy fixe &-¢). Alors, pour tout y€T, ona:

Ae; a-e)) = yle)) v(a-e)) = y(ghs! al-e) = g al-e).
Donc g1(A(—g)) est stable par T, mais,comme g, A\ = A estfixe par T et contient
un ouvert de g1 M-¢), ce dernier parallélotope est fixe par T.
d) En itérant ce procédé on obtient :

une suite €= €s €p9eens€prone de nombres >0 et une suite PPT-SYRPRYT- SR

n

d'éléments de P

. - - _ B
A telles que, si 1'on définit to-O, tn—e1+e2+...+en€R et

N
h =gy.8 ... .8, € PAN, onait : g fixe A(—tn_1+C20) et T fixe hn(A(-tn)) pour
n=1.

e) La suite § ,, tend vers +eo:

Si o est nonnul ou w non discréte, cela résulte de ce que les conditions

imposées 4 ¢ = €q >0 en 4.2,7 b) impliquent que 1'on peut choisir la suite €n

i

e o

A

chaque fois  A(~t,) " par 1'inter-

section de d(A(—tn)) avec l'espad,e,:,gﬂixie engendré par A(—tn), on est sfir que e,

est borné inférieurement par un nombre >0, d'oll la conclusion,

t

f) Pour n€N, définissons y =x\-t .e,, alors y € A(-tn+ Cz.c) et
A

. - : - 4 a ' = by
A(—tn+C2 ol c cl({yn} U AN) ; en appliquant le imee 2.3.82 A'=4p ethla

géodésique infinie A" =U hn( [y oY n]) , onen Aéduit que
n , v

- ',. . '
b= H hn(A(-t:n+C2 g)) ccl(a' ua") est contenuidans un appartement A' de IL((}).

Alors 4, est un bon parallélotope de A', construit avec les mémes constantes (fi,gi)

que A, sicen'est que, pour A' ona f1 = -, De plus
b, D(A°=)C10,C20 D8y DAC1°’C20 , A estfixe par T et contenu dans le (C10,C20')

redressé de A dans A', La démonstration est donc achevée (4.2.6 c)).



