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immeuble de ‘9 sur L , D'autre part T

T

. _ AT AT ) IIT - EXEMPLES ET CONTRE-EXEMPLES
I = - , AT
L(%)ord V1,L(3) X Ii(ﬁ)ord = V1,K(3) X Ii(9>ord (cf 2.4.14 b)), done ’

AT . ) .
IL((ﬁ)crd est un immeuble centré, Enfin il est clair que 1'injection de IL(Q})F 4
or
Oon se donne un corps K muni d'une valuation réelle non triviale w . On

dans IL(%) » est 1l'unique plongement galoisien possible,
note OfK 1'anneau des entiers de (K,w) et on appelle unités de K les éléments

! de X , de valuation nulle, c'est-3~dire les éléments inversibles de 9’K .

§1 Immeubles de «y(v) , 92(v) ,®es(v),

3.1.1 Rappels : (cf par exemple [11 ; 1° 10.2, 6.1.3 &) b), 6.2.3.a) b)]).
Soit Vv un espace vectoriel de dimension N 3 1 sur X . Choisissons-en une base
e = (e1,...,eN) s le groupe ‘V(V) stidentifie alors a WN,K ; ctest un groupe
réductif,

Les endomorphismes diagonaux par rapport & la base e constituent un tore
maximal °Ge de ?Z(V) qui est déployé sur K , Le normalisateur de ‘te est cons-
titué des endomorthismes qui dans la base e sont représentés par une matrice mo—
nomiale., Le groupe de Weyl associé s'identifie au groupe symétrique & N des permu-
“ba.tions de (e1,...,eN).

Le ®Zmodule des caractéres de "Ce stidentifie & Z’N , avec pour base

(X1 "“’Xn) ol ¥y est tel que xi(A) = ai,i pour toute matrice diagonale A .

*
Alors W =@, orpdre (2 droite) sur X (%) par w(xi) =1y .
w (1)
Le radical de 91(\[) est le groupe mulbiplicatif des endomorphismes scalaires ;
le coradical stidentifie grfce au déterminant au groupe mltiplicatif, LYisogénie

J Y . idme
du radical dans le coradical est donc 1'élévation & la puissance N = .

le systime de racines & stidentifie % 1'ensemble des couples ordomnés (i,3)

avec i # j ; la racine associée & (i,j) stéerit a; 5 =% Xj . Un systéme de
b
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racines positives est formé des racines a.
?

avec 1< j .

Le groupe ‘\Li j correspondant & la racine a; stidentifie au groupe additif
,

44

grice & un morthisme u, . :#dd - WU . tel que :
1,4 1,3

3

ui,j()‘)'ek = ek + héj,k'ei ol 6j,k est le symbole de Kronecker,

_ -1 Nl
Alors, pour A # O, m(ui’j()\)) —uj,ié}\ )ui,j()‘)uj,i()‘ ) transforme e, en

- ej , ej en Ae; et fixe e, pour k£i,5 .

Pour toute racine a = a; 5 on peut choisir mo= m(u:.L 3(1)) comme repré-

E L
sentant de 1'élément r, du groupe de Weyl ; alors m fait partie du sous-groupe
fini No de NK(°C) des endomorphismes dont la matrice dans la base e est mono-

miale et n'admet que des coeffiecients 0, 1, -1 . On calcule facilement que :

~1
o (ug s00) = dulay S(aa, (WIntay (1)) = u()

i,
3.1.2 On vient de définir tous les éléments de la donnde radicielle valude de
GL(V) . Notons que 3
“Ce ne dépend de la base e qu'd permutation et & multiplication de chaque
31ément e, par une constante, prés,
* .
Par contre 1l'identification de X ffe) avec ZN et le systéme de racines
positives dépendent en plus de ltordre des e .
Les uy j dépendent de la base e , 4 multiplication de chaque e, par un
s
’ z * 3
méme é1ément de K , prés,
Les Pa, .
1,3

*
é1ément )‘i de X tel que m(xi) ne dépende pas de )"i , pres,

dépendent de la base e , & multiplication de chaque e, par un

3.1.3 Définitions @ a) J est l'ensemble des couples (e,\) formés d'une

N
base e=(e1,...,eN) de V et dtun N~uple x:()\1,..,,)\N) ER .
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b) (e,A) ~ (e?,A\!) & il existe une matrice B = (’bi j) de GLN(K)
s

telle que 3

N
= . 1
R R IR
- N

w(aet()) =) (A1-2,;) .«

de=y

e) an(v) opdre sur J par @

f((e1,...,eN;h)) = (f(e1),...,f(eN);k) .

Proposition 3.1.4 : la relabion "~" ci-dessus est une relation d'équivalence,

=)

L'opération de GL(V) sur J dinduit une opération sur le uotienf I= J/~ N
Démonstration : Ia relatio;l est clairement réfle#ive ; pour voir qu'elle est
symétrique notons que, si B vérifie les conditions ci~dessus, le cofacteur de
bi,j est somme de (n—1)% termes de valuation au moins jEi}\:'v - jz;j )‘j' s donc
la matrice B"‘l vérifie les conditions ci-dessus en échangeant (e,A\) et (e*,a%).
La transitivité de la relation résulte aussitét des formules de multiplication des
matrices, Enfin on vérifie sans peine que si (e',h') ~ (e,)\) avec la matric B,
alors f(e',A?) ~ f(e,}\) avec la maitrice B .
Remargues 3.1.5 : a) On a 3
(u1e11---,PN9N;7\1u--,7\N) ~ (61,...,eN;?\1-w(u1),...,}\N—m(pN)) . Dans le cas général
i1 faut "moralement" regarder le couple (e,\) comme la base (p.1e1 ,...,p.NeN) de
v ol w(p,i) = -Ai , (ce serait le cas si m(K*) était R), et deux bases sont
congidérées comme équivalentes si elles engendrent le méme G'K-réseau de Vv,
(cf. 3.1.10).

b) Au couple (e,r) associons la "norme additive" de V & valeur dans

R , définie par :
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’@ = % 3/,‘7\« fh 1114

N o
Q2 uyey) = If (w(pl)fh ). PN
i= i=1,N - +

Ia relation ~ de 3,1,3 b) traduit uniquement que (e,n) et (e*,At)
donnent la méme norme. L'espace I s'identifie donc & l'espace des normes. ainsi
obtenues, normes dites "décomposables", Cet espace a été introduit par 0, Goldmann
et N. Iwahori, ([14]). Voir & ce sujet [11, pages 238, 239].

¢) on peut aussi considérer cette construction comme 1'analogue de 1.1.8
pour des groupes non semi-simples, (voir [11;10.2.8] et comparer avec 3,1.,3 et
3.1.84,5,6).,

3,1.6 Choisissons une base e = (e,,...,eN) de V et soit € =°€e le tore
maximal de ?,Z(V) agssocié, Le sous—ensemble de J des couples (e,)\) avec

A€ IRN , stinjecte dans I ; on note A‘E son image, Si on identifie x5 3 X*(?)
a la i‘e-ﬂ-le application coordonnée de |Rl[‘I , on fait de A‘g un espace affine sous

1tespace vectoriel X, (%) ®R dual de X (£) ®R .

Proposition 3.1.7 @ 1) Soit n € NE) el que vv(n) soit la permutation

w € &S’N ="y , alors la matrice de n dans la base e est de la forme (ni j),
s’

aveg n; P non nul si et seulement si i = w(j). De plus n stabilise A‘g et
t

son action est donnde par :

N (A sevasny) = (A _ -wl@m ),...,x -wln . M.
1 b w (1) 1w (1) ~w) N,w ()
2) Soit € K* s l'engemble des points.de A‘: fixes vpar u, j(p,) est
14

e B w(p) + Ahy > 0} . En outre 1'ensemble des points fixes de W , (3.1.1),
est {n = (§,...,8)/8 €R}
3) L'espace affine A'; sous X,(€) ® R est indépendant du choix de la

bage e telle que % =‘Ke . Olest cependant cette base gui permet 1tidentification
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de A, ayvec [RN N

¢
4) I est réunion des Ap our tous les tores déployds meximsux % de

y(v).
5) I , muni de 1a collection des appartements Arg et de l'action de
en(v) , est un immeuble de V(V) sur X . La métrique qui induit sur chaque A%,
la métrique euclidienne canonigue de RN est une métrique invariante,
Démonstration : 1) Par définition l'action de n est donnée par :

n.(e1,...,eN;x1,...,7\N) = (nw(”,‘. W(,),...,nw(N),N.eW(N);A1,..;,AN) .

Dlautre part la transposée de la matrice de n fournit 1'équivalence :

(ra1),1%(1) 7=+ ) e Sw() My oo )
(e seees€ A m(n ),-..,7\. w(n )) -
O 1,9 (1) @ () N, (¥)
2) 1a vérification se raméne au cas N=2 , i=1, j=2 . Alors
(Il) (e ,ez,)\,!,}\ ) = (e ’e, +p,e ,7» ,)\, } et ce dernier couple est équivalent 3
(e‘I ,ez;x;,xé) si et seulement si la matrice transposée (:L ?) de la matrice
L £ . _ —at At . r_ . t - -2t
u, o(n) vérifie : 0 =A 4A=AI=AL 30> A=A 50PN =N S wlp) 3 A, =2f
ce qui équivaut & }\1 = x; H xz = é H w(p)+h —)\ >0.
3) L'assertion 3 découle de 1), et 4) est alors évident puisque I est
réunion des couples (e,)\) pour e base et A € IRN + BEnfin, on voit sans mal que
1l'action de N(€) sur A"G déerite en 1) fait de -‘-.‘ un appartement de (‘3,9) ,
et le 5) découle alors de la définition 2.1.12 et de llexemple 2.2.14 a).
Proposition 3,1.8 & 1) L'action de R sur J 1elle que :
g+ (e19--0$eN;)\-190-")\N) = (e1QoaoyeN;7\-1 +§;c--y7\.N+E_,)

dérinit par passage au quotient une action sur I gqul stabilise tous les apparte-
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ments et commute & l'action de cn(v).

2) Un _é1ément de rad((i)(K) » lest—b~dire une homothétie de Vv de

*
rapport p € K , agit sur T comme -w(p) dans 1'action du 1).

3) I' = I/R est 1'immeuble II'{(’,C(V)) de 1s donnée radicielle valuée

de 0L(V) ; clest aussi 1'immeuble gentré de 4£(v) ou ®gs(V) sur K.

4) Choisissons une base E de V ; l'application de J dans R dounde

N
par <(e,n) = %I(—m(det(e/E)) + : )‘i) définit par passage au guotient une appli-

i=1

cation © de I dans R .
5) I' s'identifie d l'image dans I de J' = {{e,n) € J/c(e,n) =0} .
6) L'application : J -R x J'

(e,n) = (u(e,n)s (e suusopsn ~tle,n)senn i mle,n))
donne par passage aux quotients une identification de I aveec R x I' compabtible
avec 1'action de @L(v) , [g ¢ ar(v) agit sur R par la translation
t=—;—v(m(det(g))) et sur J' par g.(e,A) = (ge1,.;.,geN;h1-t,...,7\N—t)].

Cette identification fait de I 1'immeuble centrd Ich) de g sur K.

Démonstration : Ia vérification de 1) et 2) est immédiate, on en déduit que
1taction proposée de V‘I =R est celle définie en 2,1,14 2b ; 1'assertion 3) est
alors immédiate, L'existence de 1l'application quotient ¢ , (4), résulte aussitét
de ce que si (e',A?)~(e,\) , i1 existe une matrice B telle que e' = Be et
w(det(B)) - Z)\:'L = -Exi . L'ensemble J' est donc saturé pour la relation d'équiva-
lence et toute orbitede R dans J contient un unique point de J', d'ol 5). EBafin
lrtapplication fournie en 6) est une bijection de J sur R x J' compa‘i:ible Y

1téquivalence sur J et J' et aux actions de er{v) ; de plus ltapplication
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canonique de J dans I' est le composé de ltapplication proposée, de la seconde
projection et de l'application canonique de J' dans I' ; ona donc bien lt*iden—

tification cherchée,

3,1.9 Considérons un appartement A% de 1'immeuble I' de 3£{v) , (ou

Pz2(V)) . Les murs de A“'C sont par définition les hyperplans affines de A%,
limites des demi-espaces fixés par un élément non neutre u d'un groupe radiciel
Ua . Mais Av‘g stidentifie au quotient de BN par 1l'action diagonale de R ;
d'aprés 3,1.7 2), le mur correspondant 3 ui,j(p) a pour équation m(p)+hi—xj =0.
Les murs sont donc les hyperplans d'équation )‘i—)‘j ‘=f € m(K*) , pour i ;4 J .

Un sommet de A"g est un point qui est intersection de N-1 murs de directions
indéverdantes, Ainsi tout sommet (A) est tel que )‘i-)‘j € w(K*) , Vi,j , il est
donc spécial, (ctest~b~dire, (2.1.11 b), que pour toubte racine a , il existe un
mr correspondant & a le contenant),

Le lemme suivent fournit une caractérisation connue des sommets de 1'immeuble
de ®en(v) , (ef. [25]).

Lemme 3.1.10 : 1) Un sommet de I' est 1'image d'un élément (e,0) de 7.

2) Deux éléments (e,0) et (e*,0) de J Jdéterminent le méme sommet

si et seulement si les O'K—réseaux de V engendrés par les bages e et

de I' si et seulement si les

*
e' sont les mémes & multiplication par un scalaire de X  pres.
Démonstration : 1) (e1,...,eN;x1,K1—w(p2),...,)\1—w(pN)) est équivalent dans
I a (e1,pzez,...,pNeN;)\1,...,}\1) , donc a la méme image que (e1,p2e2,...,p,NeN;o)

dans I' .,
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2) si (e,o) et (e',O) déterminent le méme sommet de I , alors

(et,0) est équivalent 3 (e;&,,..,E) pour E € R , et il existe une matrice

N

— - | B, . - = -
B = (bi,j) telle que : ef _g bi,j e 3 w(bi,j) y =t et w(det(B)) = -N.t .

Les deux dernidres relations montrent qu'il existe 1,j tels que -f = w(bi j) .
r
alors quitte & remplacer (e;g,...,g) par (b. 1 6€, 5003 D; .o€ ;O) , on peut sup-
1,1 1,5° N
poser & = 0 , Mais alors e' se déduit de e par une matrice entidre de déter—

minant une unité ; les QK—modules engendrés sont donc les mémes, la réciproque
se démontre pareillement,

3,1.11 Supposons la valuation w discrdte, normalisée, (i.e. m(K*) =72), et
soit w wune wniformisante., Si on choisit {31,1""’aN—1,N} comme base du systime

de racines, alors a est la plus grande racine, (cf. 3.1.1). La chambre conte—

1,N

nant le sommet (e,0) , contenue dans 1'appartement A! et associée & la base
e

ci~dessus est le quotient de l'ensemble des (e,n) avec }\1 > }\2 Seeod }\_N > )\1—1

par ltaction diagonale de R . Les N sommets de cette chambre sont :

(31"“’81\1;0)‘(91’""eN“’o""’O)"(“—1e1’ez""’eN;O);"';(81”“’9N”""’1’0)

-1 -1
”(‘n €,.3s0esT €

1 1 2opi0) o

Ainsi : "“des sommets déterminés par des réseaux M1,...,Mn sont sommets d'une
méme chambre si et seulement si, quitte & modifier ltordre et & remplacer un réseau
par un réseau homothétique, on a : M1 CM, C.CN 1r.-11"11 ",

Choisissons une base E de V , le type du sommet de 1I' associé & (e,0)
est 1l'entier modulo N , classe de la valuation du déterminant de e par rapport
4 E., Les N sommets d'une chambre sont de types distincts, Les sommets d'un

type domné constituent une orbite de sL{V) dans TI' ; tandis que 1'ensemble des

sommets est une orbite de PeL{V) .

. I11,9
§2 Immeubles des formes de ¥, .

A partir de 3.,2.4 on suppose K hensélien,

3.2,1 Soit V un espace vectoriel de dimension 2 , alors £2(v) est un groupe
semimsimple de rang 1 ; donc 1'immeuble I de #4(V) est un espace, réunion dtap-
partements qui sont des droites affines, muni d'une métrique normalisée canonique
et d'une action isométrique de SL(V) qui permuf)be transitivement les appartements,

Ltintersection de deux appartements est un ensemble clos de chacun d'eux,
(1.1.9 3)), c’est-d-dire un segment 1limité par deux sommets, Deux points sont
toujours contenus dans un méme appartement et le seg’ment gqui les joint est indépen—

dant de l'appartement,

les demi~droites des appartements sont aussi les quartiers ou les chemindes,

Deux germes de demi-droites sont toujours contenus dans un méme appartement,

On appelle bout une classe d'équivalence & raccourcissement prés, de parties

de I isométriques i une demi-droite, Si K est complet, un bout n'est rien d'autre
qutun germe de demi-droite, (1emme 2,%.8).

on voit assez facilement qu'il y a bijection entre l'ensemble des germes de
demi-droites, (c'est-d-dire 1l'ensemble IS des Airections de demi~droites, cf.
1.3), et l'espace projectif p(V) . De méme, si ;{ est le complété de X , lles~
pace P(V® 1“{) est en bijection avec l'ensemble des bouts,

3.2.2 Une base e = (e1,e2) de V détermine un tore maximal ‘L’e de  Je(v)
et une identification de 1'appartement Acg avec le quotient de !R2 par ltaction

e

diégonale de R , c'est-&~dire avec R par ()‘1,)‘2) P A =A-A, . Les racines a

.

et ~a de @@e) sont les formes lindaires a et -a définies par a(d) =2 .



IIT.10
Le métrique normalisée d est telle qu'une racine est de longueur 4, on a donc
a(a,ar) = ,A'—)\‘.

3.2.3 Supposons w discréte d'uniformisante n telle que w(n) =1 , alors

les sommets de l'appartement correspondent aux points de Z . En particulier la
distance de deux sommets est toujouz;.jﬁ entier, Deux sommets sont consécutifs s'ils
sont & la distance 1, ce sont alors les deux sommets d'une méme chambre : le segment
joignant ces deux sommets,

I'immeuble de SL(V) peut &tre considéré comme un ensemble de sommets et
d'arttes, (les chambres), c'est-d~dire comme un grathe, On voit facilement, (cf.
3,2.1), que ce graphe est un arbre sans sommet terminal, D'aprds 3,1.10 et 3.1.11
cet arbre est celui construit par exemple dans [25]. |

3,2.4 Une forme de ”2 K= 3,8(1{2) sur K est un groupe algébrique sur X
s

qui devient isomorphe & f.ez sur une extension de K . Une telle forme 19 est
donc un groupe semi-simple de rang (absolu) 1. Ainsi ? contient un tore maximal €
défini sur XK, et ¥ se déploie sur une extension galoisienne de degré 1 ou 2.

Réciproquement supposons que la forme 9 de f,ez se déploie sur une exten—

»K
sion L/K galoisienne de degré 2 ; alors l'automorghisme non trivial o de L/
induit un automorphisme dfordre 2 de IL(g) , (2.4.6), et il y a deux cas :

1) I1 existe un germe de demi-droite de IL(g,) stable par ¢ . Alors le
fixateur de la direction de cette demi~droite est un groupe parabolique non trivial
de ?, , (1.3.4), fixzxe par o , ainsi fj. n'est pas anisotrope sur X , il est donc

déployé puisque le rang est 1 : Il existe un tore maximal ¥ de ‘5 qui est

déployé sur X .
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2) Aucun germe de demi-droite de IL(’) ntest stable er o. Alors il

existe une demi~droite A et un appartement A contenant A et oA comme deux
demi-droites opposées, Ainsi A est stable par o et on en déduit que le tore
maximal I~déployé correspondant & A est invariant par o, donec R-défini, (2.4.6
b et 2.1.15 £). Kotons que dans ce cas ? est anisotrope sur K , (cela résulte
de 2.5.2 b),

Proposition 3,2,5 : Joient 3 une K—fo;r:-m:e de ﬂZ,K s T un tore maximal
k-défini de §, I/K Llextension galoisienne de degré 1 ou 2 guli déplole ¢ et
o llautomorphisme non trivial éventuel de IL/K , glors :

1) Pour toute identification de 9@ L avec #4, ; , gui identifio
s

*
B ®L avec le tore des matrices diagonales, il existe un élément w de K tel que:

pour toute extension algébrique M de K contenant 1 et _tout auto-
morvhisme ¢ de M/K , 1'oération agsocide ¥ de < sur SLZ(M) g'éerit :

-

(2 0) = (

wd «%g . ab a b .
ab ) 81 TIL#1 s (g @) = (g 2g) o8 L=

2) Si L/K est de degré 2, et si on change ltidentification ci-dessus,
*
u est changé en ulNy = u.,y.oy avec vy €L .,
Démonstration : Le cas ol L/K est de degré 1 est clair, supposons donc le

degré égal & 2,

1) 8i © est un K-sutomorthisme d'une cl8ture algébrique X de X,
(contenant 1), l'action ¢* sur SLZ(T(') se déduit de 1l'action normale,
(1;((2 z)) = (:2 Zg)) , par un {-cocycle de Gal(k/K) dans le groupe PGLZ('I-{)
des automorphismes de :?,32 = , Comme l'identification choisie est définie sur L,

&

ce cocycle se factorise par Gal(L/K) et son image est dans PGLZ(L) . Comme ¢
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est K¥-défini mais non K-déployé, la valeﬁ ud du cocycle en ¢ normalise %
sans le centraliser ; on peut donc poser uc = (3 2)) . les conditions de cocycle
donnent glors u, =1 = uc.c(uc) = (mo)' 3) , on obtient donc ou=u , ainsi uw € X,
Pour A € SLZ(M) et ¢ € Aut(M/K) , on a par définition +*(4) = uT.m(A).u_":1 , et

le résultat annoncé découle facilement de ce que uT = u1 =1 si TIL =1 et

u =u si ¢ =0 .
T ) lL

2) Un changement d'identification se fait & partir d'un automorrhisme de

:?,32 1 stabilisant C® L , ctest-d~dire d'un automorphisme intérieur par un élément
’

*
de PGLZ(L) de la forme g = (2) g) ou ¥ = (? g) ,avec y €L . On a alors
-1 -1 —1 -1 =1 . ~1
w1 (a) = g.1*(e a8 = gau .o(e) .t(a).w(g).u'.g . Dome w! = gou_.t(g)” .

=1
0
Dans le premier cas on trouve u'! = (0 2 ) et dans le second u' = ( uy) s
o0 w0

donc u' = u.y.oy ou u' =u. (u_%)‘c(%) N

Remargue 3%.2,6 : Soit L/K une extension quadratique galoisienne de groupe

de Galois {1,6} .

Si u € K* , les formules de 3,2.5 1) permettent de définir une X forme g
déployée sur L de 312 , et un isomorphisme défini sur L de 9®L sur :mZ,L .
Soit p €L, tel que L = K[u] , on voit facilement que pour toute K-algébre R ,
on peut définir le groupe des R-points de g par

(}(R) = (e Dbt 1y st (R[u])/a,2,b,0" € R} .

u(b+brop) a+atoy

En particulier

(g(K)

a b
ucgh ca

I}

{(

2
)€ SLZ(L)} = {{a,b) € 1°/aca~ubch = 1} .
si u n'est pas une norme de l'extension L/K , (5 est "le groupe multipli-~
catif des éléments de norme { " du corps de (L/K)—quaternions dont le I~espace

vectoriel sous-jacent est L2 , avec la mulbiplication
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(a,b).(a*,b?) = (aa'subgb!,ab'+a'®) et la norme N{a,b) = aca-ubob € X .
%.2,7 Reprenons les hypothdses de 3,2.5. Soit M wune extension algébrique de
K contenant I, , identifions 9,@ L‘ a ”2,L comme en 3,2,6, alors l'immeuble
IM(g,) de g_ sur M s'identifie & IM(.?IZ) , (et ceci fonctoriellement en M ,
ef, 2.5.2 b). Le groupe Aut(M/K) des automorphismes de M/K agit sur Im(g) ,
donc sur IM(J’zZ) . Soit e = (e1,e2) la base canonique de L2 , comme le tore

associé ‘Fe de j’z(Lz) est identifié au tore X¥-défini € de 9, tout automor—

phisme <t de M/K agit sur I en stabilisant A(g zZR.,

e

Proposition : L'endomorphisme <t de R est ¢

- Alidentité i ¥y =1,

- la gymétrie par rapport au point

w(u)
n 2

si 'l:lL¥1.

Dénonstration : Pour ¥y € K, 1'élément n=( ? ¥) es51,(n) = g(1) inuit
0

-y
sur R = Ag , la réflexion par rapport au point -w(y) , (cf. 3.1.7 1)) et
e ,~1
0 - = . 0 v R o
7 = ( ) si g #£1, (resp. v = ( ) si ¢y, =1) , induit sur
w0 3 1o |z

R la réflexion par rapport & —m(-%) = w(u) +w(y) , (resp. —w(y)) . On doit donc
avoir (-w(y)) = w(u) +w(y) , (resp. ©(~w(y)) = -w(y)) , et 1'application proposée
est la seule isométrie compatible avec ces résultats.
3.2.8 Paramétrage de 1'immeuble : 1) Il existe une base canonique e dans
K2 , donc un tore canonique ‘te de :!12 K’ et une identification canonique de
’
' : (92,) #
1tappartemen A,G,e de IK ,82 avec R .
a) on note [w] , (vesp. [0]), le germe de la demi-droite J}-w,0] ,
(resp. [O,+°°[) , de R = A‘g [t IK(:HZ) ,et, Vy ex, [y] le germe de demi-droite
e

(; ?).[o] . On obtient ainsi une bijection de K| {~} sur l'ensemble des germes
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de demi-droite de I.(£2,) :

En effet le fizateur de [0] dams U__(X) = {(; N}, est récuit x {1} ; ae
plus pour tout germe de demi-droite P différent de [oo] il existe un appartement
A contenant [e] et O, donc un élément g = (; ?) de la partie unipotente
%L_a(K) du fixateuér de [eo] tel que A = g.A?G , {1.1.9 2b) s on en déduit que

e
9 =g.lo]l =[y].
b) Pour y €K et A€RZA, , onnote (y,A) le point (; ?),x de
e
IK(fxz) . On obtient ainsi tous les points de IK(f,ez) ; de plus on a
(7,0) = (y',A") , si et seulement si A = A' et w(y'=y) 3 A :

En effet si P est un point de IK(S) il existe un appartement A contenant

P et [o] ,ona 4= (; ?).Awe pour y € X, et il existe A € R=A, tel que

e

P = (;’ ?).k = (y,A\) . L'é1ément y est déterminé modulo le fixateur, dans W a(K)’

0

1)/03(Y) > 7»} , et le nombre 3 est

de AU [ca] CAvg , qui est dtaprés 3,1.7 2 {(1
o ¥
bien déterminé pour des raisons de distance aux points d'un raccourci de

Jmeo,0] < L

e

c) Les deux notations introduites ci~des8us sont fonctorielles : si I
est une extension algébrique de X, IK(‘f,BZ) est canoniquement plongé dans
IL(f,ez) ,etl'onapour y €L et AER 3

[y] est un germe de demi-droite de IK si et seulement s8i y € K ;

(y,)\) € IK(%) 8i et seulement si il existe y' € K tel que
w(y-y') 3 &, (Gee. (7,0) = (3*0))

2) si ? est u.né K~forme de ‘”2 et I une extension algébrique qui

déploie % , on peut choisir une identification de %@ I. avec :?.32 L on obtient
?

posaoowy

T
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alors des paramétrages de IL,(@ pour L, extensioﬁ algébrique d.e L ; ces
paramétrages sont dits défigis sur L,

3.2,9 Reprenons les hypothdses c.ie 3.2.5 et choisissons une identification de
3@ L avec :HZ,L , on a alors des paramétrages, (définis sur 1), des immeubles

IM(g) pour M extension algébrique de I .

Propogition : L'action de < € Aut(M/K) sur IM(g') est donnée per :

1) +((7.2)) = (y,2) si lTIL =1,
2) «((0,2)) = (0,w(w)-7) i g #1,

3) 1((y,2)) = (%,, mo(e)-20(y)) si Ty #1 &t oly) ¢

Démonstration : D'aprés la proposition 3,2,7 on a aussitét 2) et de plus

w((y,7)) = 'c((; ?).x) = 1:(;, ?).x = (Jy ?)7\ = (zy,A) si L=t dtol 1), Pour

démontrer 3), on notera les points de I par des représentants de leur classe

d'équivalence et on indiquera & droite des calculs la matrice qui montre 1'équivalence.

+((y,2))

(9. eyr0,50,0)) = 3((] D)) enle10,31,0)

(

1
0

W
). (o, s0,5u(m)-1,0) = (o1, + 37 o su(ul1,0)
(' ) car y#0
122

ea;m(u)—h,m(;%)) (2) "}) car w(u)-A ¢ w(%;)

u n
-~ (91191 +:‘E§, ez’w(u)-)"m(%))

c- R0 42
W 2 1 1y

u u u 01
(o, +2 0,00 50(R)utmru(E) (g )
u

- (3 2 (o) epsulmlulw)=male)) = (F, wo(al-2u(s)) «

Corollisire 3.2.10 : Supposons de plus I/K de degré 2 , de groupe de @alois
{1,0} «
1) IL(g)f‘T est constitué des points (y,A) avee :

w(w) =2 w(y) ; »oly) 3 05 wlu=y.oy) 3 wlw)+ (r=uly)) .
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2) IL(%)G est réduit B un point si et seulement si, guel aque goit

ye€L, ona wuNy ¢ olu) .

3) tﬁ est déployé sur K si et seulement si il existe y € L 1el gue

U =Y.0¥ »

4) 8i ? est déployé sur K et si l'extension M/K est galoisienne, il

existe un plongement galoigien de IK(q) dans IM(g) et les germes de demi~droites

de IK(%) sont les germes de demi-droites de Im(g) fixes par Gal(M/K) .
Démonstration : Un calcul simple fournit la premidre assertion et la seconde
en découle, ainsi que la troisidme vu 3.2.4. Si 9 est déployé sur X, ltexistence
du plongement est prouvée en 2,5.2 b ;3 pour le calcul restant, on peut choisir un
paramétrage défini sur K , {i.e. supposer L=XK). Mais alors +([y]) = [vy] , pour

T € Gal(M/K) , et 1tassertion 4) est évidente puisque M/K est galoisienne,
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§3 Sauvagerie d'une extension.

Le corps X est supposé henséiien pour une valuation réelle non triviale w ;
pour toute extension algébrique de K il existe done un unique prolongement, encore
noté u , de la valuation de K , (annexe Az).

L'ensemble ordonné l; a é%é défini en 1,1.12.

Définition 3.3.1 : On appelle sauvagerie d'yne extension galoisiemne finie

IL/K , le nombre de R défini par :

T re(x)
S(1/0) - me (o(HED))

ZEL*

ow T="T désigne l'application trace de I dans X .
emargues : a) Dire que s(L/K) appartient & R revient & affirmer qutil

*
existe x dans I tel que s(L/K) = m(i;)-) . C'est le cas le plus fréquent

(cf 3e3.2 c)), on verra cependant au paragrayhe 5 un exemple de sauvagerie non
= A ’g

réelle : 0" , c/ ,4<Z/'(7= x’{:ﬁ w( ﬁ'(_:f)) /‘R’x/:w
= Hox Jw(y)' /464 Ta}rf}

b) On va voir que la sauvagerie de L/K est la "partie sauvage" de la
valuation de la différente,
Proposition 3.3.2 : Notons n(L/K) , f(L/K) R e(L/K) les degré, degré rési-

duel, indice de ramification de l'extension. Alors :

a) 0¢ s(L/K) <+ et s(1/K) ¢ w(n(r/x)).

b) s(1/X) = 0 si et seulement si l'extension L/K est modérément remifiée,

c) s(L/K) appartient 3 R dbs gue l'on a la relation :
n(n/K) = e(L/k).£(L/K) . Q'est en particulier vrai pour une valuation discrite.
d) gi 1'on a trois extensions galoigiennes finies L/K , M/L et M/X,
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alors : s(M/K) = s(M/) + s(1/K) .
Démonstration : Soit I le groupe de Galois de I/K .

*
a)si x €1 , on a &:) = : 1%) s mais, comme la valuation est inva-
YET
riante par ', il vient w(T—(xx—)-) > 0 . Comme L/K est séparable, il existe x

dans L tel que T(x) £ 0 , done s(L/K) ¢ m(-T—Ef—-z) € 400 , Bnfin si x € K* ,
o2y _ ymlu/m) .

*
b) Supposons la sauvagerie nulle, il existe alors x dans I  tel que

X

w(%) =0,81L y= = on a m(y) =0 et T(y) =1 ., Soient k , £ les corps

résiduels de X et L, ‘es la cl8ture séparable de k dans £ , de degré :E‘S
sur k, et § 1'image de y dans £ . On sait que e—nf et fi sont des entiers

s

puissances de l'exposant caractéristique de k ([4 ; §8 exercice 9]), et T n'agit

sur £ que par un quotient o' de cardinal fs . Ainsi on a dans k :

~y n ¥
1 = (z . Y.y).éTf.i.—-.e .
YEer s
On en déduit n=e,f , f = fs et e premier & la caractéristique résiduelle

l'extension L/X est modérément ramifide,
Réciproquement supposons L/K modérément ramifide, Soit L1 1*extension non
ramifiée maximale de X dans I , son corps résiduel est isomorthe & £ ; si

. On a alors

X €L est tel que T 1

,e/k(i) #0, relevons X en un élément x de L

(=
(x) , done w(-T—LLz-—)) = m(T

TL/K(x) = n(L/L1).T L/K(X)) = w(TL1/K(x)) =0, puis~

L, /K
que n(L/L1) est premier & la caractéristique résiduelle,
¢) Comme, par hypothtse, on & n = e.f , il existe une base de I sur K

formée d'éléments entiers et de la forme : {xi.yj/i =1,00sF 5 3 =1,250.,8} ob

les J'Ei forment une base de ,e/k et ol les m(yj) sont 2 & 2 distinets modulo
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w(K) , ([4; §8 not Lemme 2]).

Tout x de I s'éerit : x=E A
i,J
a s w(x) = Inf (w(y.) + m(x. )) .
i.5 J L,d
sd
Alors : T(x) =iEj: )‘i,;j T(xiyj)
’

. :eX.¥. avec des - . dans X et on
1,d 1y3 AJ—,J

w(®(x)) > in’?(“’("i,j) + o(m(x;730)) = wlrg 5 )+ wlelx 35 ))
sd 0" %o [+] o
pour des indices i et j_  bien choisis,
o 0
o(x, Y5 )

Tx . [} 0
of=) »uln, L)+ otz 7. ) = [oly. )+ or, . )] =wl————).

' tordo o 9o I *0190 xic'yjo

Ainsi le minimum de m(%) est &—ehercherpermi—nvaleurs—it-esbt—done-
atteint et la sauvagerie est réelle,

*
d) On sait que T =T o TM/L . Donc si x dans M est tel que

M/X T TL/X

TM/K(X) # 0 alors TM/L(x) £0 et, YA€ L* , on peut écrire :

n %) TGl () 1 ()

L x.TM/L(x) X

3*
ce qui prouve que s(M/K) ) s(M/L) + s(L/K) . Mais, quand A varie dans L ,

T (x)
}\.TM/L(X‘.) déerit L* , on a done : s(H/K) < S(M/L) + w(_l_’l[_i_._) , dtol, en faisant

varier x ,

s(u/x) ¢ s(m/n) + s(1/x)

3.3.3 Lien avec les groupes de ramification : Supposons la valuation w dis-
créte, normalisée pour I (i.e. m(L*) =2 , et 1'extension résiduelle £/k , de
l'extension galoisienne finie L/K , séparable,

soit G le groupe de Galois de L/K , pour i entier ) -1 , on définit des
sous—groupe distingués de @G :

G ={s € G/w(s(x)-x) 3 i+ Vxe¢ 9L}
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ol G’L désigne l'anneau des entiers de I . On notera 8; le nombre d!'éléments

du groupe G, ; pour i grand on a g =1, (ef. {23 5 p. 70]).

Proposition : s(1/K) _E (g;-1) -

1=1

emarque 1 ¢ La valuation de la différente 9 de 1l'extension est
oo
d = Z: (gi—1) ’ ([23 $ Do 72]). Comme 1'extension est modérément ramifide si et

seulement si g1 =1 , on peut dire, de manidre imagée, que la sauvagerie est la

partie sauvage de la valuation de la différente,
Démdnstration (7.-P, serre) : Soient e 1'indice de ramification et d 1la

valuation de la différente, Si m € & , la trace de 1'idéal m—1([m,oo]) de O’L
'0/0«4 ./v;,/""-‘f»/:’/rl<m+([/
7 est, d'aprés [23 ; prop. T p. 60],y1'idéal Knw 1([1@‘1 «]) de 0’ . Mais comme
’ o T \((_»(pn,m) o T
m(K ) = eZ , ce dermnier idéalYest en fait Knw 1([e{ ed},m]) , si {x} désigne la
cepla.§ s

partie entler\ﬁiu nombre x ., La sauvagerie est donc la borne inférieure de

I e{£+é£-1}—m , quand m parcourt W ., Cl'est done d - (e-1) —Z (s, —1) puisque
i=1

i tacd= /{25

Remarque 2 : La fonction ¢ qui fait passer de la numérotation inférieure &

la numérotation supérieure des groupes de ramification ([23, Pe 80]), est donnée

pour m € N par q)(m) = —(E g ) pour m assez grand on a donc
i=1

cp(m) e (m) = m;s](;LKK) . De plus on peut voir que ¢ est la fonction borne infé-

rieure des fonctions o, définies pour les sous—extensions galoisiennes K'/K

L slx /&)
e\L/K') _ o s (k" /k) . (on rappelie que

de /K, par i 6, (m) = — Ry = SR * SR

% *
w(t' ) =7, done w(x' ) =e(L/x').2).
Proposition 3.3.4 : Soient T le groupe de Galois et N = NL/K la norme de

l'extension IL/K .
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a) 8i U gstun (I‘,OL)-module, alors H’(I‘,U) est un 6-module anmlé
par 1'idéal o ([s(1/K),%]) .
b) Supposons K complet, Si u dans K* , a dans L* et o dans R

sont tels que @

wlu-Na) > w(u) + 20 et o » s(1/k)

*
alors i1 existe a' dans I tel que :

u="Na' et wla'-a)y wla)+ w(u—Na)( - wlu) - o> wla) + 5.

e
Démonstration : a) Par hypothése le groupe I' agit sur U de manidre que

)
t
y()\.u) = y(}\_).y(u) . 8i (uY) est un 1-cocycle d¢e T dans U et x un élément I
|
1
de OL , on sait que TL/K(x).(uY) est le cobord de v = E Y(x)‘,uY s dtol 1le
YET
résultat,
. * Tx
b) Soit x dans I tel que m(—x—) £ ¢ . Posons
*
€ = m(u—Na) - w(u) -~ 20> 0, I1 stagit de trouver a'! € L tel que u = Na' et
wlat=a) y w(a) + o + e . Pour cela il suffit de construire, par récurrence, une
suite a, d'éléments de I , telle que :
n
w(u—Nan) »w(u) + 20+ 27 ¢
a =a 3} m(u) = m(Nan)
n-1

wla -2 ) >wa) +o+2 i pour ny1.

Ces conditions sont vérifides pour n=0 ; supposons les vérifides pour n .

x
Posons : h = = (N—a——1) 84 = an(1+h) .
Alors ofh) = wlu-Na ) = o(w) = w(E) 3 o+ 2% et Th = =21 ; donc :
n X Na.n
N(an+1) -u= N(an)N(1+h) -u = N(an)(1+Th+b) -u = bN(an)

oh b est une somme de produits d'au moins deux facteurs pris parmi les conjugués
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de h, donc w(b) 3 2w(h) . Ainsi :
1

w(N(anﬂ)-u) y wlu) + 20(h) 3 wlu) + 26 + 2™, e

et m(an+ —an) = w(han) = wla) + wn) 3 ue) + o+ 2%c .

1
Remargue 3.3.5 : Si U est égal 2 GL » 81 w est discréte et si le corps
résiduel est parfait de caractéristique p , on trouve des résultats plus précis
1
dans [22] ; en particulier H1(P’&L) est annulé par pi-—1 . Cependant le résultat,
immédiat, donné ici, semble peu améliorable pour tout (I‘,OL)—module.
Le résultat de la proposition sur le H1 sera utilisé au chapitre IV pour

généraliser la proposition suivante, démontrée gréice au résultat sur les normes,
Proposition 3.3.6 : "Lemme de redressement pour les formes de ;fzz" : Soient

X un corps complet pour une valuation réelle non triviale, l‘g une K-forme de ~!£2 ,

L/K une exbension galoisienne, de degré 1 ou 2 et de groupe de Galois I, gui

déploie ‘3 » &6 o un nombre réel supérieur ou ézal 3 s(L/X) .

8i x et y sgont deux points de IL(Cg) , f£ixes par T et & une distance,

pour la métrique normalisée, strictement supérieure 3 2o , alors il existe sur le
segment [x,y] des points x, et v, i distance au plus o de x et y res—
pectivement, et un appartement A de IL(?,) fixe par TI' contenant x1 et y1 R

En particulier fﬁ est déployé sur X .

Démonstration
A wAy
X y

8i L=K, la proposition est évidente, supposons donc IL/K quadratique.

Considérons un appartement .l.1 contenant x et y , il y a alors trois cas :
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a) si A, est fixe par T, le résultat est évident (3.2.4).

b) si Af est une demi-droite A on peut la supposer d'origine x ; %
est déployé sur K (3.2.4). Il existe une demi-droite A' contenue dans A qui
est dans IK(g') (3.2.10 4)), alors g,(K) contient un élément g qui induit une
symétrie, per rapport & un point z € A' , d'un appartement A; de IK(g,) conte—
nant A' . On peut supposer y € [z,x] . Soit A" la demi~droite de A1 d*origine
z et contenant x , La réunion de A" et gaA" ‘est un appartement A;’ de IL(g)
et (A;’)P est le segment [x,gx] qui contient y . On est donc ramené au troi-
siéme cas 3

c) Af est un segment et on peut supposer qu(l-; c'est le segment [x,¥] .
I1 stagit de trouver des demi-droites Ax et Ay , fixes par T , dforigines res-
pectives x, et y, comme dans 1'énoncé et ne rencontrant [x1 ,yj] qu 'en x,
ou y1 : alors ltappartement A réunion de Ax R [x1,y1]- et Ay répondra aux
exigences de 1'énoncé,

Construisons par exemple Ay . Soient A 1la demi-droite de A1 d*origine x ,
ne contenant pas y et y 1'automorphisme non trivial de L/K ; par hypothese
ANy A = {x} , donc “‘2 = AUyA est un appartement de IL((ﬁ) sur lequel vy
induit la symétrie par rapport & =x . Cet appartement correspond donc & un tore
maximal ¥ I~déployé, K-défini et K-anisotrope. Le paragraphe 2 nous fournit alors
un élément u de K* et un systéme de notations pour les points de IL(?) : x est.
le point (o,#) . Posons y = (a,A) ; comme yy=y,ona (32,10 1)) :
Ay wla) = %)- et w(u=Na) y w(u) + A - wl(a) . Mais x = (0,w(a)) = (a,w(a)) ; la

distance de x et y est donc A-w(a) > 20 . D'aprds la proposition 3,3.4 b) il
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existe a' dans L tel que u = Na' et w(a’a) > A=0 . Alors la demi-droite Ay
formée des points (a',A*) pour A' 3 A~o est fixe par T , son origine
v, = (at,3~0) = (a,A=c) est sur [x,y] & distance ¢ de y et [x,y1]n Ay est
réduit &4 y ; C.Q.F.D.

Corollaire 3.3.7 : Soient K un corps complet, ? une K~forme anisotrope de

:flz et L/K une extension galoisienne, de degré 2 et de groupe de Galois T , gui

déploie (9, alors IL(t,)r est de diambtre au plus 2.s(L/K) . De plus (‘5 a un

immeuble sur K , réduit & un point,

Démonstration : la premidre assertion est une conséquence immédiate de la pro—
position, lLa seconde en résulte compte tenu de 2,1.16 c), 2.2.11 et 2,2.14 a),
puisque (g(K) agit sur IL(9) et stabilise IL(Cg)P non vide d'aprés 2.4.17.

Proposition 3.3.8 : Soient K un corps complet, 9 une X~forme de 512 et

L/K une extension galoisienne, de degré ¢ 2 et_de groupe de Galois T , gui déploie

9,.

a) 8i IL(g)r est de diamdtre supérieur ou égal 3 2.s(L/K) , alors Cg

se _déploie sur une extension galoisienne non ramifide de degré 1 ou 2 de X .

b) si 9 se déploie sur une extension galoisienne non ramifide K' de
degré 1 ou 2 de K , alors il existe un plongement galoisien de IK(9) dans
1.(g) et 1I.( )1" est l'ensemble des points de 1.{(8) & distance au plus s(L/K)
'y & L;'§) eot liensenble des pointe de 1,14) 2 distence au plus
d ! d -
e 1'image de IK(g)
Démonstration : Si L=K la proposition est évidente, supposons donc 1l'exten—

sion L/K quadratique.

ITI.25
1) si % est déployé sur K, IK(g) se plonge dans IL(9)< et IL(g)r

est contenu dans 1'ensemble T des points de IL(9) 4 distance au plus s(L/K)

L/K
dg 1'image de IK(g) s (3.3.6 et 2.5.? a)). Réciproquement, si x € Ii/K , X est
adhérent & l'ensemble des points z dont la distance & 1'image d'un point de
IK(g,) est s(L/K) 3 pour montrer que le point x est fixe par I , il suffit de
le montrer pour un tel point z ., On peut trouver un paramétrage défini sur K, de
IL('?) tel que 2z so0it représenté par un couple k(y,)\) tel qu'il existe y' € K
avee w(y'™-y) + S(L/K) > A (3.2.8). si o est l'automorrhisme non trivial de
L/K, ona oz=(a,\) et oy=y = (y-y*)-2(y=y*) , (3.2.9) ; mais, par défini-
tion, w(P(y-y')) > wl(y'-y) +s(L/K) » A , et d'aprds 5.3.2 a,
w(2(=y*)) > 0(@) +wly=y*) 3 w(y'™=y) +s(1/K) » A ; ainsi z est fixe par T et
on a démontré la proposition dans ce cas particulier,

2) Supposons dorénavant (9, anisotrope sur K .

a) Supposons diam(IL(‘g)P) by Zs(L/K) et montrons que C’ se déploie sur
une extension galoisienne non ramifide de degré 2. D'aprés 3,3.6 on a

diam(IL(ff)r) = ZS(L/K) € R . D'aprés la démonstration de 3.3.6, on a un élément u

de X et un élément a de I tels que : wlu=Na) = m(u)+2.s(L/K) ; et i1 suffit
de trouver une extension galoisienne non ramifide de degré 2, K'/X et un é1ément
I}
a' de 1'extension composée IX' tels que u = NLK’/K’ (d) . on peut supposer a=1
. T Tx42

et w(u) =0 . 80it x €L tel que m(-;) = s(L/K) , on a alors u = 1+b (—i-)
avec w(b) = 0 . Cherchons a' de la forme a' =1+ (-Tf)y avec ¥y € K' ; on doit
avoir 1+b (_‘1;_1)2 =n(a') = 14y T(-Tx—J-c) + y2 N('-I;-z-:) , Mais 1l'extension étant de degré 2

(mx)? Tx 2 . .
= = N(-}_-) ; 1'équation est donc : y +y = b =5 , elle détermine

on a T(P—:
x

bien une extension non ramifide de X .
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b) si Cg se déploie sur une extension galoisienne non ramifide X' de

degré 2, soit ¢ 1l'automorrhisme non trivial de LK'/K'. On verra(1) en (5.1.2)

I et

qu'il existe des plongements galoisiens de I dans IK‘ et IL , de X

K

tels que 1l'image du point qu'est I soit la mfme dans ILK' par

d
I ans I X

L LK!
les deux plongements composés possibles, Mais d'apres (2.5.5) IL(g)F est 1l'inter—
section avec IL de ILK' (9)6 . D'aprés la premiére partie appliquée & X' et
1K', IL(%)F contient 1'ensemble des points de IL(g) dont la distance & IK(C")

est au plus s{1X'/K') = s(L/K) . Le corollaire 3.%.7 montre alors que IL(g)F est

égal a cet ensemble,

ot

A

(1) cette proposition ne sera pas utilisée dans la suite,

JP—
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§4 Formes de ﬂz en valuation discrite,

On suppose K hensélien, et, & pertir de %,4.4, K complet et w discrdte,
3.4.1 On a obtenu au chapitre IT, deux théorémes de descente des immeubles,
(c'estwdmdire des théordmes qui disent que, si un groupe réductif (9, a un immeuble

sur une extension I de K, il en a un sur X), & savoir :

- 8i l'extension IL/K est telle que % ait méme rang relatif sur X
2,3,4

et L.,
- Si 1textension L/K est galoisienne finie de groupe de Galois T et
si IL(;' (#) )I‘ est réduitb % un point, pour un tore K-déployé maximal . Z 56

On peut se demander si ces deux théorémes suffisent & prouver la conjecture
de P, Bruhat et J, Tits, (2.2.15) ; par récurrence sur le rang absolu du groupe
dérivé du centralisateur d'un tore déployé maximal, on se raméne i prouver l'as-
sertion suivanie :

3.4.2 "S1 ¢9 est un groupe semi-simple anisotrope sur K , il existe une
extension valuée K' de X sur laquelle 9 est anisotrope et une extension
galoisienne finie L/K' dg groupe de Galois T , sur laquelle (ﬁ n'est plus ani-
sotrope, mais telle que IL(g)P soit réduit & un point.®

3.4,% A partir du numéro %.4.4 nous allons démontrer cette derniére assertion
dans le cas d'une valuation discréte, et d'un groupe semi~simple de rang absolu un,

on en déduit donc l'existence d'immeubles, en valuation discréte, pour tout

groupe réductif % tel que, si f est un tore K-déployé maximal de 3, }' €9)

soit de rang absolu un,
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Malheureusement il y a peu de tels groupes ; d'aprés [27], dont on reprend les

notations, on obtient les groupes semi~simples 2.&,(1) et B pour r,n €N,

2041, n,n—-1
ainsi que les groupes anisotropes de rang un., De plus tous ces groupes sont des
groupes classiques, l'existence de leur immeuble a donc été déjia démontrée ([30]).

Cependant cette démonstration va nous conduire & un contre-exemple concernant

la fonctorialité de l'immeuble ; c'est la raison de sa présence ici,

3.4.4 Donnons-nous donc un groupe semi-simple Cﬁ de rang (absolu) 1 et aniso-
trope sur K , et supposons la valuation @ de K discréte., Soit 5 une wniformi-
sante, on suppose, pour simplifier, m(n) =1 4

On peut supposer que X est complet (2.4.7 g) et (d'aprés 1'invariance de
1'immeuble par les isogénies centrales) que (5 est une K-forme anisotrope de a°,82 N

Alors (9 se déploie sur une extension galoisienne de degré 2 et d'aprés le
corollaire %,%3,7 , (3 vérifie 1'assertion 3.4.2 si la caractéristique résiduelle
n'est pas 2, 5i k est le corps résiduel on suppose donc dorénavant car(k) =2 .

Proposition 3.4.5 : Il existe une extension finie X' de K telle gue %
soit anisotrope sur K' et une extension L/K' galoisienne, déployant Q, , qui
est de 1'un des deux types suivants :

a) non ramifide
b) extension guadratique avec extension résiduelle radicielle de degré 2,

plus précisément :

L =K [y]/(y2—1zy+x) avec w(x) =0 et x non carré modulo = .

Démonstration : Soient KS la cléture séparable et Ko 1'extension non rami-

fiée maximale de X . Définissons, par récurrence, une suite de sous-corps Kl de

Iix;éé
Ks :} le corps Ki+ 4 est obtenu en ajoutant & Ki les solutions des équations
Yer¥ex = 0 pour x décrivent un systdme de représentants dans 0; de ki/ki ,

. S
si ki est le corps résiduel de K:. . La réunion K des X, est un corps hensé-
lien, & valuation discréte & corps résiduel algébriquement clos ; son complété f{w
est done quasi-algébriquement clos (IANG [19]) et (9 se gquasi-déploie, clest-a~dire
se déploie, sur f(w ([26] et [24]). Done 3 esﬁ déployé sur K (2.3.9) et sur
une sous—extension finie I,1 . Soit L2 l’exten;ion non ramifiée maximele contenue

dans I,1 s si ‘3 est déployé sur L2 , on est dans le cas a) (X'=%X,
L = 1'extension non ramifiée galoisienne engendrée par L2), sinon I.1 peut &tre
obteru, quitte & l'augmenter, comme réunion d'une suite d'extensions du type b),

d'olr le résultat.

3.4.6 Si dans la proposition ci-dessus, 1l'extension L/K' est du type a), 1'as-
sertion 3,4,2 résulte du corollaire 3,3.7.

Il nous reste donc & considérer le cas d'une K~forme anisotrope fa de ﬂz .
qui se déploie sur une extension galoisienne L/K , de groupe de Galois I , de la
forme I = K[y]/(y2~1|y+x) oi x est une unité dont 1l'image X dans le corps rési-
duel n'est pas un carré.,

On note N la norme et T la trace de 1l'extension I/K . Cette extension est
sauvagement ramifiée (bien que d'indice de ramification 1!), sa sauvagerie est donc
au moins 1 ; par ailleurs w(Ty/Y) =1 , donc S(L/K) =1 .

si IL(g)r est réduit & un point, 1l'assertion 3.4.2 est bien vraie., Supposons

done le contraire ; on sait d'aprés le paragraphe 2 que ? est construit & parfir

* *
dtun élément u de K tel qu'il existe a dans I avec w(u-Na) > 2u(a) .
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Comme u est déterminé ¥ une norme prés, on peut supposer u = Ny(i+e) = x(1+¢) : N(a+by) = az+1|ab +xb2 . En réduction on obtient X = (5,,5;)2 = §2+£25"2 = £2+gzii ’
avec & € K, w(e) 3 1 . Mais le diamdtre de IL((})P est supérieur ou égal & w(e) . donc w(a) >0 et b=1+b' , w(d?) > 0. L'équation s'éerit alors :

(3.2.10 1)), done si w(e) 3 2 g se déploie sur une extension non ramifide de ; X+ eX = a° 4+ mab 4+ X 4 2xb? +xb'% on a done wt(&pyb')z— ;.;x) > wla) =1 = wlex) .
degré 2 et f{; vérifie 1'assertion 3.4,2 (ef, 3.3.8 et 3.3.7), on peut donc supposer | Ainsi w(a+yb?) =4 et 2 divise 1l'indice de ramification,

wle) =1 . 3.4.9 IL((g)r est constitué de deux sommets consécutifs ot de 1la chambre gqui

Nous allons, dans leés numéros qui suivent, développer ce dernier cas, pour les joint, tous ces points sont invariants par L}(K),
achever la démonstration, et surtout expliquer le contre-exemple annoncé en 3.4.3, Les points fixes sous T sont les points (a,r) avec w(x{1+g)-Na) > A >0
Notons qu'il existe un modéle de {ez vérifiant les conditions exigées dans ce et a €@ Mis & part le point (0,0) on obtient en réduction 2 -% done
L
numéro (et les suivants) sur tout corps X complet pour une valuation discrdte, & :' a=y+mub avec b € O'L . Alors Na = Ny + mt(boy) +1:2 N(b) ; mais
corps résiduel non parfait de caractéristique 2. ™Mb oy)) = 1+w(t(ooy)) > 1+wlboy)+a(L/E) 32, w(nz N(b)) 32 et
3.4,7 Cherchons les extensions L'/K finies, déployant (9, 4 extension rési-~ o{x(1+e) - Ny) = w(ex) =1 , donc 1'équation n'a des solutions que pour A € [0,1]
duelle séparable, Une telle extension est linéairement disjointe de L/X , ainsi et les points fixes de T , sont les points (y,A) avec A € [0s1] . Ils sont fixes
1'extension ILL'/L*' a un groupe de Galois isomorthe & T ; on note ¢ 1'automor— par (Q(K) =@, car G stabilise IL(g)l" ot ne peut échanger deux sommets consé-
phisme non trivial, N et T les normes et traces de LL'/L', (on étend ainsi la cutifs, (3.1.11).
définition de N et T dommée en 3.4.6). Le groupe ‘9 est déployé sur 1!, si et 3,4.10 Considérons 1l'extension galoisienne de degré 2, et d?indice de ramifica—
seulement si il existe une demi-~droite de ILL,(cp fixe par T (3.2.4), clest-a~ | tion 2 , définie par : L' = K[z] /(Z2 +nz-ex) . Nobons L' 1'extension composée de
dire s'il existe z dans IL' tel que Nz =u = x(1+e) (ef. 3.2.9). L et 1'; w(z) =%, donc z est une uniformisante de L".
Dans la suite, le paramétrage de ILL'(%) est celui, défini sur 1L , associé Notons ¢, N', T' 1'automorphisme non trivial, la norme et la trace de
4 1ltidentification choisie de 3@ L& ¥, »{donc associé & u) ; (3.2.8). ltextension I"/L .
’ L" ( )
o c
Remarquons que (1,y) constitue une base de 0LL' sur 0L' . _ on a : (c‘)/' \
L L'
3.4.8 Toute extension qui déploie f" est sauvagement ramifide, ‘ N(y+z) = zz+zTY+Ny e imzax = x(14€) . %5')
= . (‘E\K
Si une extension modérément ramifiée L'/K déploie fé, elle a les propriétés i Done cs est déployé sur 1’ , (3.407)0

décrites en 3,4,7 ;3 il existe donc a et b dans 0L' , tels que x(14e) =u =
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3.4.11 L'immeuble IL,Qs) , canoniguement plonsé dans IL"QQ) ,» (2.4.2), est

formé de points (a,n) avee A 3 1 , wla=y-z) 3 1 et ac 0L" . Il est digjoint

de IL(gp .
Comme IL(?) est 1'ensemble des (a,\) avec a € L s ANER , la der;niére
. ” . }
it
assertion résulte de la premidre, Les sommets de IL'(?) sontyles points (a,)\) de
IL"(g)r , tels que de (a,x) partent par deux ardtes distinctes, deux demi-droites
de IL"("s)r , (2.4.15). Cherchons les demi-droites [a] de IL,,(g)P . On doit résoudre

x(14e) =u =Na , a € L" . BEn %,4.8 on a vu qu'alors a = y+b , w(b) > 0 et

m(b2+d:) > w(n) = 1 . Il vient alors

[y(1+s)] [y]

b = z(1l+h) avec w(h) > 0 , done

wla = (y+z)) > 1 . Ainsi toutes les demi-
droites de IL"“Q)F dtorigine (0,0)
coincident jusqu'i la distance 1 avec la

(=]

[o] demi-droite [y+z] ; d'oh le résultat,

3.4.12 Remarques :

a) L'énoncé ci-dessus contient le contre-exemple but principal de ce para—

graphe : I1 n'y a pas de plongement fonctoriel de 1'immeuble sur un corps dans 1'im-

meuble sur une extension, (1'énoncé partiel que l'on va obtenir en 5.1.2 ne se géné-

ralise donec pas).

Bn effet, comme ? est déployé sur I et I' , les plongements de IL et

I dans I

Lt L sont dis-

sont bien définis et uniques ; mais comme III et IL'

joints, on ne sait ol envoyer le point qu'est 1'immeuble IK .

b) L'énoncé suivant achdve le programme annoncé en Fedel 5 3.4.2 €t 3,4.3.
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3.4.13 les points de IL"(?) invariants par Gal(L"/K) sont ;Les points (a,n)
avec a €L, A € [0,1] , w(a=y) > % . En perticulier IL,@g)Gal(L'/K) est réduit
au point (y+2,1) .

D'aprds 3.2,9 , (a,\) est invariant par ¢ et o' , si et seulement si :
w(ota~a) > A 3 w(x(1+e)-Na) > A > 0 = w(a) . Posons a = bscy+dz+eyz avec
b,c,d,e € O'K . La premi®re condition s'écrit alors : A < w(c’a—a) = w({d+ey){—n-22)) =
1 +w (d+ey) . Autrement dit w(d) > a1 et u;(é) > A1 . Mais on a ¢

¥(a) = N(bsey) + 27((bsey)o(drey) ) + 22N (drey) ,
et w(z?((bscy)oldrey))) » ++s(L"/L?) + w(bsey) +wldrey) 3 F+1+0+A-1 > A , et

¢

m(z2N(d+eY)) =1 +2m(d+ey) > A . Ia seconde condition devient donc

w(x{1+e) ~W(bsey)) 3 A , dont on a vu, (3.4.9) que les solutions sont : A € [0,1]

et w(bscy=y) 3 A ; d'oh les résultats,
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§5 Un_contre—exemvle en valuation denge.

%,5.1 Le but de ce paragraphe est de construire une forme l’, de ﬂz sur un
corps K complet pour une valuation réelle dense (i.e. non triviale, et non dis~
créte), qui se déploie sur une extension guadratique L de K, galoisienne de
groupe de Galois T , telle que l’(K) ne fixe aucun point de IL(q) . Ainsi il n'y
a pas de plongement de IK(CQ) dans IL(") (au sens de 2.5.1).

Contrairement au paragraphe précédent, on va construire et calculer explicite-

ment un unique contre-exemple, sur des corps K et L construits également expli-

citement,

3,542 considérons le corps Q2 mmni de sa valuation naturelle w , telle que
m(2) =1 . On peut prolonger w au cOrps des fractions ratiomnelles Q2(T) en

posant
z i
w(g a; T ) = Inf{w(ai)/i=o,1,...,n} .

Le complété Ko de (QZ(T),m) est muni d'une valuation discréte w , avec
*
w(2) =1 et m(xo) = Z , son corps résiduel est IFZ(T) , ([43n° 10.1]). La cons-

truction suivante est suggérée par l'exercice 2 de [4;68] .

+

3,5,3 Considérons les suites ™, et a, d'éléments de R ,

algébriques sur

@ , définies par 3

m=2 5 Wy =VE

t—_—

a =1 5 a = =
n+1

a
o] n+1 n
péfinissons Kn comme le corps Ko(-un) 5 la réunion K des % est une

extension algébrique du corps complet Ko , done K est hensélien pour 1'unique

prolongement o & X, de la valuation de Ko , (annexe 42). On note K le complété
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de K_.

Le cor ési *
ps résiduel k de K est FZ(T) et son groupe des ordres w(K ) est

égal &2 | -’i.m:Q .

neN 2

Proposition 3.5.4 : 1) Pour n 31 , ana : w(3+t-2a2) > 2
m n *

n

2) L'extension L' = K(Y3) de X a pour desrd 2 , pour indice de ramifi-

cation e(L'/R) =1 ot degrd résiduel f(L'/K) =1 . De plus, w(a_-V3) = 1-—— ;
n a o+l
. 2

s{1*/x) = oF .

. .
Démonstration : Montrons la premidre partie par récurrence :

2 2

82 = (1412)° = 3+212 =3+ ; a2 - 824t 4 4

1 ; =a +——+——(a -1)+=;
1!:1 n+1 n “n+1 ' -n;n+1 n T‘n ’

mais constructi - 8 2
par ruction, m(an1)>%>m(nn+1) et w(;l—l)>§>2 pour n 31, et
par hypothdse de récurrenge on a w(3 +-f——a121) > 2 3 la conclusion en découle,
n
Comme K _ est hensélien et de caractéristique zéro, il est algébriquement fermé
dans son complété K , (annexe A2) s il suffit donc de montrer l*assertion 2 pour

K et 1,;0 = Km(‘B') et cela sera fait si 1'on montre, pour les corps Kn et

L = Kn(ﬁ) , que 1ton a

o) [ :k] =25 ola-V3) =1 'ﬁ
e(rr/x ) =2; £(L/K ) =15 s(L}/K) < _111? .
2

En effet alors [L':K] =2 et £(L'/K) =1 ; e(L'/K) divise 2 , mais, comme
le groupe des ordres de K est 2~divisible, on a e{L'/K) =1 ; enfin s(L*/K) =0
+ . ‘
ou o', mais compte-temu de 3.3.2 b) on a s(L'/K) =o' ,

NMontrons maintenant (x) par récurrence sur n

a) Comme % n'est pas, dans % , un carré modulo 4 , |3 n'est pas dans

e, done [ <’):Ko] = 2 , Plus généralement s(ISl_H/Kn) =1 , paisque
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T(a“)”nn) =2a et “’(a+bﬁn+1) = inf{w(a) , w(b) +2;—+1} ; comme, par récurrence,
S(L;I/Kn) < 211% , L;x et Kn+1 sont distincts, donc V3 ¢ Kn+1 ot [L1'1+1 :Kn+1]=2 . ‘
b) m(an_M -V3) =% w((an+1 -v'V")"-)(an_'_1 +V3)) = % w(anszI -3)=4% w(;i._) i

41

N . . s 1 1
) . gt - = et} 2= o —
d'aprées la premidre partie ; d'ol wle 1 V3) = -;—(2 . +1) 1 2n+2 .

¢) le corps Kﬂ+1 a pour uniformisante T, v VeC m(nn_H) = —1111-1- ,
2

done d'aprés b), e(L;1+1/IS‘1+1) =2.

d) 11 en résulte f(L::1+1/Kn+1) =1, car e,f divise le degré.

™a_ . -V3) 2a
n+f n+1 1 1
e) s(L? /1 ) € wl = w{ J=1-ll-—) =—= .
et/ i 8 V3 & Y3 o2 o2
3.5.5 Soit I 1'extension XK(YT) de KX ; c'est une extension galoisienne de
L’
degré 2 , & extension résiduelle radicielle., On a : f’/ -
’,
=/ - - kg
fLix] =£(u/K) =25 e(1/R) =15 s(1/kK) =1 . W) - A, K
Cr\k/(f‘

Ainsi L et L' sont deux extensions disjointes, Notons L' 1'extension

composée de L et L', 6, N, T (resp. ¢ , N' , T') 1'automorghisme non tri-

vial, la norme et la trace de L"/L' (resp, L"/L). Ainsi o(YT) = ~yT , o(y3) = V3,

(Y1) = VT et o (V3) =3 .

Considérons la ¥-forme 3, de J$¢, déployée sur I, et correspondant & u=3 ;

2
1% immeuble IL“(?) est muni d'un peramétrage défini sur 1, (3.2.6 , 3.2.8). Le
groupe (} est déployé sur I' puisque 3 = N(V3) = V3.0(V%) .
Proposition 3,5.6 : 1) L'équation w(y—ﬁ) > 1 n'a pas de solution dans L.
2) (9, est FK-anisotrope.

3) Pour y €L" et A2, le point (y,\) Ge IL"(?) est fixe par o

si et seulement si w(y~V3) > .;b >0,

4) Pour y € L' , le point (y,r) de IL,,(Cg) est fixe par o' si et

seulement si w(o'v=v) > 2 .
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5) Les_points de IL,,(%) fixes par @al(L"/K) sont les points (y,A)

avec : [A€[0,2] ,yew.

m(Y-TS) )% .
wle'y=y) > n .

est une base

Démonstration : 1) Soit y = a+byT une solution ; comme (1,YT)

de OL sur OK , ona wla=y3) A>‘1 et w(a) = 0.. Done w(T'éf_ )) = m(mﬁa Ygo,

ce qui contredit s(L'/K) =0*.
2) si 9 est déployé sur K, il existe & €L tel que % =Na = =z o8 ,

alors le point (e,2) de I est fixe par ¢ et d'aprds 1le 1) on est ramené &

L"

prouver le 3).

3) Posons y = a+byT , avec a,b € L' ; alors (y,A) est fixe par ¢ si

w(¥(2+2YT) -3) > A > qj Ibﬂﬂais“-N(a+bVT) -% = csd , avec

¢ = (a+bV'T-V'3:)’(a+bV"I‘+V3) ; d ==2byM(a+byT) . Ona a,b € o
w(e) = Inf(w(a=y3) , w(b)) + Inf(w(a+3), (b)) < 2u(b) .
w(d) » 1+u(d) 5 wle) ¢ w(a-T3) +w(asV3) =

ﬁ%”& £ wl 9 "‘//;"‘—"()'%D%%{d.)zﬁ f{‘/,h:/, \
/S w(p) 31 alorsVu(e) 3 A done w(e~y3) ou w(aif3) > 5< 1 alors

ofa-13) >3 ot wl>-13) > 5.
8i w(d) <1 alors wle) < w(d) , done wle) = wlcsd) P A et de mbme
wly-13) > 3 .
. . A A A
Réciproquement si m(y—-ﬁ) > 5 alors w(b) 3 5 done w(d) 3 1+-2- >A et

w(a~V3) >-;= donc w(c) 3 A ; einsi on a w(N(a+b¥T)-3) = w(erd) > A et (v,A)

egt fixe par o,
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4) La quatri®me assertion h'est que la proposition 3,2,.9,
5) Il reste & voir que, si (y,A) est fixe par ¢ et o' , alors A< 2 .
On peut donc supposer A =2 ., Posons y = (a+by3) + YT(c+dy3) avec a,b,c,d € K .

D'apres le 3) on a, w(a+bV'3-V3) 1 et m(c+d’B) 31 . Dlaprés le 4) on a

2 ¢ w(=2v3 (b+aVT)) ¢ 1+w(b) . Alors w(b) » 1 et w{a=Y3) » 1, contrairement & 1),

Corollaire 3.5,7 : IL(%) et IL'(%) plongés de Ja seule manisre possible

(2.5.2) dans IL"(%) sont disjoints 3 IL,(q,) contient le point (V‘3,1) gui est
dhé :
adhérent & IL(%) .

Démonstration : Les sommets de IL,(g) sont les points de IL"(%) dtoll partent

o4 den Iy
g

deux demi~droites fixes par ¢ . Cherchons les demi-droites d'origine (o,o) fixes
par ¢ ; on sait que les bouts correspondants sont les [y] avec 3 = Ny ; le point
(v,2) est alors fixe par o, donc w(y=Y3) » 1 , (3.5.6). La demi-~droite associde
passe par le point (y,1) = (V?A) ; de plus (\B'n) est le point de divergence des
demi~droites fixes par o de bouts [V3] et [-y3] . Donc (y3,1) est le point de
IL,(%) le plus proche de (0,0) . Dlaprés 3.5.6 1), (ﬁ,1) n'est pas dans IL(¢§) .

Cependant pour tout a € N , le point P = vz, 1__1.::?) = (an , 1..._£1+_1) est
2 2

N . 1 . . s
dans IL("’,) et & la distance o de (V3,1) qui est donc adhérent 3 IL(g,) .

Proposition 3.5.8 : Je point (V’3,1) est le seul point de IL"(g) fixe & la
fois par @al(L"/K) et par ?(K) . De_plus 9(1{) n'a pas de point fixe dans IL(?,) .
Démonstration : 1) D'aprés 3.5.6 et 3.5.7 5 (V3,1) est un point de IL' (fg,)

fixe par o' ; comme 9, est K-anisotrope et L'/K de sauvagerie O+ , ctest le

seul point fixe de ' dans IL'(%) (3.3,7). I1 est donc fixe par %(K) .
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2) soit (y,\) un point de I

L,,((g) distinet de (V3,1) flixe par

Gal(L"/K) , alors A <1 ou w(y—V’Z) <1 :sinon y=YV3+22 avec z € 01;" , on

peut poser z =a+by% , avec a,b € L. Dlaprés 3,5,6 1), ona b=0 ou

w(%) = w(ﬁ+%) <1, done w(b)>=1. Mais o'y-y = =2y (1+2b) , et coume

w(2b) > 0 on doit avoir A w(o'y-y) =1 .Etsi A=1,alors (v,A) = (¥3,1) .
3) Ie résultat précédent (reSP. 3.5.6 1)) prouve que si (.V,)x) est un

point de I

(@) aistinct de (Y3,1) fixe par eal(1"/K) , (rvesp. un point de

IL(9>) , le segment le joignant & (WB,1) intersecte le segment joignant
(0,0) = (ﬁ,o) a (V’?,1) ailleurs qu'en (V'B',‘;) , donc contient un point
Pn =(y3, 1--211'1) = (an, 1—2%1) . 8i (y,n) est fixze par 3(1{) il en est de méme
de Pn , il suffit donc de prouver le résultat suivant,
4) Ynem, Hgn € %(K) - fixe Pn+1 mais non Pn :

*
on sait que m(afl-;-i) > 2 = w(4) , i1 existe donc a € ¥ tel que
T
2 4 . o _ 2 _ 4
a =3+— et w(a—-a ) > 1 , Posons pour simplifier xn == , alors a = 3+—
™ n n+1 n2

1. Linad - -1 = 1
et wl(a=y3) =1 e ainsi P = (a,1-—), 7 = (as1 2n+1) .
s
a§ -
L'élément g = € ST, (K) C:%(L) est en fait dans g(K) , (3.2.5
ki3 k)
357 23

.

ou 3.2.6) ; regardons les points de la forme (a,\) , fixes par g,

0
(a,A) = (; 1)(61,62;7»,0) = (e1+ae2,e2;x,0) ,

F I

a

2 2 . _ x 2 o T,

g, (a0) =( : ) (o, 480,,0,32,0) = (ar, +E(318%)e, Zo, +afe,in,0) -

% % )

am -

S*'il y a équivalence, c'est gréce 2 la matrice B = , et les
)
3 0

conditions sont donc :
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wlan) 305 w-23 a5 o 525 w1) =0

1

2n+1

Ces conditions équivalent & A = m(%) = {=- : le seul point de la forme (a,r)

fixe par g, est Pn+1 .
Remarque 3.5,9 : Le résultat précédent montre que 1l'immeuble IK((}) , qui est
réduit & un point ne peut se plonger dans 1'immeuble IL(g) o
Cependant on n'a pas trouvé d'exemple de groupe réductif 3 tel que IK(g)

ne se plonge dans aucun IL(@ , pour I, extension algébrique de X déployant fg,

(en particulier on n'a pas trouvé de contre—exemple 3 3,4.2).

IV - UN LEMME DE REDRESSEMENT

Pour ce chapitre, on se donne un groupe semi-simple (3 défini sur un corps
K complet pour une valuation réelle non triviale w, et une extension galoisienne finie
L/K de groupe de Galois T. On note GL 1'anneau des entiers de L pour la valua-
tion w, unique prolongement & L dela valuatioh de K. On suppose que %, a un
immeuble sur L.

Le but est de généraliser dans ce cadre la proposition 3.3.6. L'idée est simple :

Soit A une partie convexe d'un appartement A de 1'immeuble IL(g) , tixe par
T ; la possibilité de trouver un appartement A' fixe par I" et contenant A, dépend
de la nullité d'une 1-classe de cohomologie de T dans ISA .

En fait on se fixe un nombre réel ¢, ¢ >0, et on cherche un appartement A'
contenant A tel que, si B désigne le sous-espace affine de A' engendré par A,
I'ensemble A(A', €), des points de B & distance au plus € de 4, soit fixe par T.
La possibilité de trouver un tel appartement A' dépend de la nullité d'une 1-classe
de cohomologie, de T dans un émupe (VA"NA,Q)/NA, e oll V, estla partie
"unipotente" de '}5 A et N A€ un sous-groupe de P A? dépendant de e ; si ¢
n'est pas "trop grand par rapporta A", ce quotieqt est stable par le groupe de
Galois. (Avec les notations du § 2, le r8le de N e est joué par les groupes Uj ’
celui de V AON A€ par les groupes U; ’ et les assertions ci—dessu‘s sont grosso-
modo 4.2.8 et 4.2.14 a)).

I.'étape suivante consiste a remarquer que le groupe V A"N A, e/N Ae se

Alwrican rn oronnes commitatife atd eont dee T2 @ —modiles. (ce résultat, vraisem-



