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11 faut apporter les corrections suivantes aux énoncés (les démonstrations

sont parfois & remanier assez nettement)
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1.

2.
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.17
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Remarque :

Faux en général en rang > 2 .

: Conjecture démontrée dans les cas suivants :

Valuation discréte ; rang <1 ; H est un 2-groupe.

: Conjecture démontrée dans les cas suivants :

Valuation discréte ; rang (sur L) <1 ;T estun 2-groupe ; K est
d'égale caractéristique 0 .

: 1) n'est démontré que si (94,L/M) vérifie DI .

2) est faut dans cette généralite.

: Dans Dl remplacer "un seul” par “un et un seul".

. . " r
: Dans D2 raJouter’1'hypothese IL(g?dord #0 .

: Cf. 2.4.17.

: Rajouter 1'hypothése A # @ .

. : 5 T

: Rajouter 1'hypothése IL(§¥aord #0 .

: Rajouter 1'hypothése IK (;%agrd #8 si K /K est 1'extension modérée
1

qui quasidéploie g} .

Cnes . @ ,T
.2 et 5.2.7 : Rajouter 1'hypothése ILCﬁi)ord P .

: Dans le cas b) rajouter les hypothéses :

K‘(;/)Ga] (K'/K) £0 et IL'(y/)gil(Ll/L) #0 .

Sauf 1.2.9, 2.5.5 et 4.1.4, i1 n'y a aucune modification en valuation

discréte.
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INTRODUCTION

Soit (% un groupe réductif (connexe) sur un corps X complet pc;ur une
valuation réelle non triviale w ; on veut consiruire un analogue de l'espace
riemannien symétrigue d'un groupe de Lie semi-simple réel. Cet analogue sera un
espace métrique contractile I sur lequel opére le groupe Cj(K) des points
rationnels de [3" et qui donne le plus d'informations possible sur la structure
algébro-géométrique de fg,(K) . En particulier on veut que les fixateurs des
points de I soient des sous-groupes bornés de ?,(K) , et que 1'espace 1

permette la classification des sous-groupes bornés maximaux de 9(1{) 5 (cf [7]).

Nous allons nous attacher & construire de tels espaces, les immeubles, et
4 étudier leurs propriétés, Un immeuble de ?, sur K est un espace métrique I
sur lequel ‘}(K) opeére, et qui est recouvert par un ensemble de sous—espaces
euclidiens, les appartements, A chaque sous-tore K-déployé maximal de (5, corres—
pond bijectivement un appartement, stable par le normalisateur de ¥ dans g(K),

Deux points de I sont toujours contenus dans un méme appartement,

Nous ne donnerons que trés peu d'applications de la théorie ; pour un four
dthorizon de celles—ci, on pourra se référer & [31]. Signalons cependant dés
maintenant, que la classification des sous—groupes bornés maximaux de %(K)

résulte aussitdt de [11] et de la connaissance de 1'immeuble.

L!'immeuble de (5 sur K a d'abord été construit, en valuation discréte,
comme immeuble d'un systéme de Tits & groupe de Weyl infini, systéme découvert,
pour les groupes déployés par N, Iwehori et H, Matzumoto, ({17]). P. Bruhat et
J, Tits ont ensuite montré l'existence d'un immeuble en particulier si la valu—
ation de X est discrdte & corps résiduel parfait, ([9], [1 O]). Leur méthode

ubilise la notion de domnée radicielle valuée, (développée dans [11]), qui a un
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sens méme en valuation dense, Comme suggéré par F, Bruhat et J. Tits, ([8],
[11], [30]), c'est encore grlce i cette notion que l'on va chercher b généraliser

le résultat.

Ta donnée radicielle cherchée est construite aussitdt gréce aux résultats
de A, Borel et J, Tits, ([1]) ; on voit également assez facilement, quelle
famille ¢ est candidate au titre de valuation, (on construira ¢ sans expli~
cation, au chapitre II), Le probléme est alors de montrer que cette famille o
permet de construire un immeuble, Plus généralement on peut se poser cing questions:

1) 1e groupe 3, a=t—il un immeuble sur K ? Plus précisément la
famille ¢ vérifie-t-elle les axiomes des valuations dégagés par ¥, Bruhat et
J. mits, ([11]) 2

2) si % a un immeuble I , les fixateurs dans %(K) des points de
I sont-ils bormds ? (alors les sous—groupes bornés de ?(K) sont les sous—
groupes gui fixent au moins un point de 1).

3) si (9 a un immeuble, peut—on metire sur les fixateurs des points
de T , des "structures entidres" qui nous donneraient des informations supplé~
mentaires ?

4) 8i 1L/X est une extension galoisienne finie et si (3' a des im
meubles I_ sur X et IL sur L , peut-on "plonger" IK dans IL ? Autre—
ment dit peut~on réaliser I comme sous—ensemble de l'ensemble des points de
I. invariants par le groupe de Galois de L/K , avec ltaction induite de %(K) ?

L

5) si ‘5 a un immeuble TI. sur toute extension algébrique (finie)

L
de K, y-a~t'il un foncteur covariant naturel de la catégorie des extensions
algébriques de K , dans celle des ensembles, qui au corps L associe 1l'immeuble

IL % (pour une formulation plus précise voir 2.5.1).

On ne cherchera en fait pas & répondre & la question { en vérifiant les
propriétés de la famille ¢ , mais en construisant directement 1'immeuble par

descente : Si (5 est un groupe réductif sur K , on sait qufil existe une

extension galoisienne finie I, de X , telle que ‘9 ait un immeuble I sur

L
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L, (c'est le cas, par exemple, si %@ 1 est déployé). Le groupe de Galois T
de L/K agit sur IL , et on pourrait penser que l'ensemble des points de IL
invariants par I est un immeuble de CS, sur K . Cela n'est malheureusement
pas toujours vrai, Cependant F, Bruhat et J, Tits ont démontré un théordme ([11;
§97, et version simplifiée dans [30]), qui dit que, sous certaines conditions,
1'immeuble de (% sur K existe et s'identifie & un certain sous—ensemble de
1ltensemble des points invariants, Ce théordme s'applique en particulier si l}

est quasi-~déployé, et nous allons montrer qu'il s'applique également si 1l'exten-

sion L/K est modérément ramifide, (5.1.1).

Regardons maintenant les réponses que l'on peut apporter aux questions

ci~dessus @

Une réponse positive & la seule question 1 semble insuffisante : 1'immeuble
ne donne pas de renseignements sur les parties bornées de (3,(1{) . Mais on montrera
en fait (5.2.4), que si la réponse & la question 1 est oui, alors il en est de
méme pour la question 2. En particulier on montrera (5.2.3) que, si le groupe fﬁ
est anisotrope sur K , alors le groupe (}(K) est borné, On généralise ainsi
compldtement un résultat conmm dans certains cas, principalement si la valuation
est discréte et le corps résiduel parfait (Bruhat et Tits) ou si le corps est

parfait (Tamagawa, [32]).

on obtient une réponse positive aux questions 1 et 2 dans le cas oh %, se
quasi-déploie sur une extension modérément ramifiée (5.1.2), ce qui est toujours
le cas si le corps résiduel est de caractéristique O ou si le corps résiduel est
parfait et la valuation discrdte. Par ailleurs dans [30], J. Tits démontre l'exis-
tence de 1l'immeuble de tous les groupes classiques et de tous les groupes simples
de systdme de racines relatif différent de BC1 » BC, . On démontre alors (5.1.5)
1'existence de l'immeuble pour un groupe réductif quelconque si la caractéristique
résiduelle est différente de 2, On n'obtient cependant pas de réponse 4 la con~

jecture de F, Bruhat et J, Tits, qui affirme que ? a toujours un immeuble,
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Nous n'aborderons pas la question 3. Signalons que c'est par la construction
de telles structures, que F, Bruhat et J, Tits, démontrent le théoréme de des-
cente non ramifide, en valuation discrdte & corps résiduel parfait, Si f& est
déployé, les "structures entidres" sont des schémas sur 1l'anneau des entiers de
kK , (cf [30]) ; dens le cas général, ce sont des groupes proalgébriques sur le

corps résiduel.

La réponse & la question 4 est positive (5.3.3), au moins si la valuation w
est discrdte et si 1'on comnait 1l'existence d'immeubles de (9 sur suffisamment
d'extensions. Dans le cas général on étudiera un contre—exemple, (III §5) ; de
plus chague fois que le plongement de I dans I existe, on donnera une majo-

K L
ration explicite de la distance & IK d'un point de IL invariant par le groupe
de Galois, (5.2.8). |
Ia réponse i la question 5 n'est pas toujours positive, méme en valuation
discréte : on étudiera (III §4) une famille de conire-exemples sur des corps

minis d'une valuation diserete (& corps résiduel non parfait), Cependant la

réponse est oui, si ‘3' se quasi~-déploie sur une extension modérément ramifiée,

(5.1.2).

Le chapitre I est consacré & la théorie abstraite des données radicielles
valuées. On y trouvera des rappels des résultats et définitions de [11], {pour
la commodité du lecteur), et guelques compléments qui nous seront utiles, Certains

de ceux~ci étaient déji connus en valuation discrdte, (cf [11], [28], et [29]).

Le chapitre II consiste en la rédaction d'une partie de [30], a savoir la
définition d'un immeuble, 1'étude de conditions équivalentes & son existence et
un théordme de descente (simplifié de [11;§9]). On n'y trouvera ni la démonstra-
tion de la conjecture de F, Bruhat et J, Tits pour certains groupes (gréce & la
classification de [27]), ni 1'étude des structures entidres sur les immeubles,

S

qui sont faites dans [30]. On a été amené & introduire quelques notions ne
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figurant pas explicitement dans [30] : immeuble centré (afin de préciser 1'étude
de 1'immeuble d'un groupe réductif non semi-simple), normalisation de la métrique,
morphismes, points invariants ordinaires, plongements, J'espére que certains
résultats sont nouveaux.

3,

Le chapitre III est entidrement dévolu & 1'étude de 1'immeuble du groupe

linéaire et surtout des formes de f¢. . Les paragraphes 1 et 2 rassemblent des

2
résultats bien connus, mais, me semble~t-il, non présentés systématiquement dans
la littérature, On introduit au paragraphe 3 la notion simple, mais apparemment
nouvelle, de sauvagerie d'une extension galoisienne finie, et on montre son
utilité pour 1'étude des points invariants des immeubles des formes de ;ﬁez ; ces
résultats seront en partie généralisés dans lecs chapitres IV et V. On explicite,

dans les paragraphes 4 et 5 des contre—exemples aux questions 5 et 4 ci-dessus.

Py

Le chapitre IV est consacré & un lemme (technique) de redressement, C'est
sans doute le résultat le plus original de ce mémoire ; en tout cas, on en déduit
tous les résultats nouveaux, sauf les contre-exemples, annoncés plus haut. Ces

applications du lemme sont rassemblées dans le chapitre V.

Enfin on a fait figurer en annexe la généralisation d'un théoréme de
Greenberg, que l'on utilise dans les chapitres précédents,

Dans la rédaction, pour plus de généralité et de commodité, on a remplacé
1thypothése "K complet" par "K hensélien", Les conclusions different trés
peu (remarque 2.3.10).

Les résultats exposés ici ont été amnoncés en [20], ainsi qu'a Oberwolfach
en juin 1976.

On aura déja compris que ce mémoire doit tout aux travaux antérieurs de
P, Bruhat et J, Tits qui ont bien voulu faire partie de mon jury, En particulier
J. Tits a évoqué dans son cours au Colldge de France les problémes & l'origine
de cette thése ; il a bien voulu s'intéresser & mes premiers résultats et lire

les ébauches de ce travail., Je suis heureux de pouvoir les remercier ici.

Jtai bénéficié tout au long de mes anndes de recherche des conseils de
M. Demazure, qui a toujours sccepté de déchiffrer mes manuscrits, Je lui en

$rés reconnaissant,
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suis

Je remercie P. Gerardin et M, Raynaud, qui m'a orienté dans la voie immobi-

lidre, d'avoir accepté de faire partie de mon jury,

Je suis trés reconnaissant & J, Cerf de m'avoir proposé un sujet de seconde

theése qui a excité mon intérét pour un domaine nouveau,

Je voudrais enfin remercier mesdames M, Bomnardel et N, Parvan qui ont

assuré avec compétence la frappe du manuscrit,



I - DONNEES RADICIELLES VALUEES

si u et z sont deux éléments d'un groupe G , on note Eh 1'élément

zou.n ' ot (z,u) le commuitateur Zu.u_1 = z.u.z-1.um1 . i

§1 Définitions et rappels.

On se donne un espace vectoriel réel de dimension finie V et un systéme de |
racincs ¢ de groupe de Weyl vw , dans le dual de V ., Pour a € &, on désigne
par T la réflexion de 'W associde & la racine a . On notera & un systéme
+

de racines positives et F =~ .

péfinition 1.1.1 : Une donnde radicielle de type @ dans un groupe G est

un systéme (T’(Ua’Ma)a({@) possédant les propriétés suivantes :

(DR1) T est un sous-groupe de G , et pour a € @, Ua est un sous—groupe
de G , non réduit a 1!'élément neutre,

(DR2) Pour a,b € ® , le groupe des commutateurs (Ua.’Ub) est contenu dans

*
le groupe engendré par les U gb ? pour p,q € N et pa+gb €O,

pa+q
(DR3) Si a et 2a appartiennent & @ , on a Uza? U, .

(DR4) Pour a € 3 , Ma est une classe & droite suivant T et on a :
v, =U_ - {tlcu,.m.1, .

(pR5) Pour a,b € & et nEM ,ona
n.Ub.n—1 =T, (p) *
a
(DR6) si U+ (resp. U_) désigne le groupe engendré par les Ua , pour

a €@ (resp,. &), ona (ru)n vy = {1} .

) I.2
Cette donnde radicielle est dite géndratrice si T zet les Ua' engendrent ¢,
Toutes les données radicielles que l'on rencontrera seront génératrices, Si a € @
et 2a f @, on note U, ={1}.
1.1.2 Propriétés [11, n° 6.1] :
a) Soit N le sous-groupe de G engendré par T et les Ma s pour
a € ®; il existe un unique épimorrphisme vv : N~ VW tel que pour & € & et
1

n €N, 1'on ait n.Ua.n_ =T

, avec b= V\)(11)(&':1) . Deplusona T= Ker(vv)

et, pour a €2, M = vv—1({ra}) . En particulier T normalise les U, et Ut ,
ainsi TU+ est un sous—-groupe de G .

b) Si u € U: , il existe un unique élément de M, noté n{u) tel que
weu_.m(u)u_, .

¢) soit T 1la base de & correspondant & " 3 posons
R = {Ma/a € n} € N/T . Alors (g,T0",N,R) est un systdme de Tits de groupe de
Wweyl N/T isomorphe, par vv a vw . Bn particulier on a la décomposition de

Bruhat (sphérique) :

"
¢ = oty = /IMU
Définition 1.1.3 2 @ ‘on appelle valuation de la donnée radicielle généra-

trice (T,(Ua,Ma) ) une famille ¢ = (q’a)a@ , ol Py est une application de

a€®
U, dans R U{w} possédant les propriétés suivantes :
(VO) pour tout a € & , ltimage de 9, contient au moins 3 éléments,

(V1) pour tout & € ® et tout k € RU{eo} , ltensemble u, k=cp:([k,oo])
’

est un sous-groupe de U, , et on a Ua,oo= {11,
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(Vz) pour a €® et m € Ma , la fonction qui & u associe
m *
q)_a(u) - (pa( u) est constante sur U_a ,

(V3) soient a,b € & et kK, €ER; si b }Z’-R+.a s, le groupe des commu—

tat t t é
ateurs (Ua,k y Ub,,e) est contenu dans le groupe engendré par les Upa+qb , pkeqs

*
pour p,q €N et pawgb €&,

(V4) si a et 2a appartiennent 3 @ , alors Psq est la restriction

de 2(pa a U2a N

(v_) soient a €@, u €U et u,u* €U _ ; si uluu" €1 , on a
5 a -a a
1) = -
o @) == () .

@ On dit gque la famille ¢ = (q)a)a({@ est une guasi-valuation de

Vv, , V_eta

la donnée radicielle si elle satisfait aux conditions V_ , V1 , V2 0 Yy 5

0

la condition V3bis, plus faible que \I3 , gbtenue en remplagant dans V3 1'hypothése
"b g -R".a" par 1'hypothdse b f R.a .

1.1.4 : Pour qu'une quasi~valuation soit une valuation, il faut et il suffit
que, si ¢ et 2c sont des racines et si k,f €R , on ait : (Uc,k’Uc,)z) c U2c,k+.[
Cependant beaucoup des propriétés des valuations sont encore valables pour les
, ona s (Uc )R=

quasi-valuations, car, d*aprds DR2 et V1 , V

4 e, 0! S Ve sin(k, p)*

Lemme : 81 @ n'a pas de facteur de tympe BC1 , foute quasi-valuation est

une valuation,

Démonstration : Soit ¢ une racine comme ci-dessus, alors c¢ est dans wn
systéme ECn » avec n » 2 et on peut supposer n =2 . Le systime est de base

a,b (a racine longue) et ¢ = a+b , Les racines positives sont : a1 =a ,

1

a =c¢c=a+h , a_ =a+2b , a

o 3 4 b et 2c¢c =2a+2b , Soilent z et z' dans U: ,

1.4
n(u, )

* * N
choisissons u = u, € Ué et posons u! = u4 = ! z' € Ub . D'aprds [10, 6.1.8]
m(u1)
ona (u,u')= 1;_2.1.13 ) Uy € Ua et u2 = u' = z* , De plus, d'aprés DR2, u3

i

commite & z' = u, et & 3z, donc (z,(u,u')) = (z,z'uB) = (z,z%) ., Posons
k= qla(u) s £ = tpb(u') et m= cpc(z) . D'aprés [14, 6.2.9] (encore valable pour

une quasi—valuation) on a : q;c(z') = k+4 et alors, d'aprés DR2 et VBbis :

(z,2') = (z,(w,u")) = zowutd L™ L Lut w0t = wezauta o ()
= u.t1.u'z u_1u’—1z_1(u',u)
=1 -1 =1 -1 -1
=t ' ' ' =1t t e b_ut r,
2t1u u''n 'z u Z (u ,u) 5 1u utu 3u (u u)
=t tuurt ¢ u-1u'_1(u’,u) =ttt uut 1).'_1u._1
21 473 214 3

-1
.t =t 6ttt t =ttt .ttt
21t4ut3u 2t1453 13 245

avec 1;1,1: [ et t_,t ,t €U . D'aprés DR2 et DR6 on a

3 a+2b, f+m 2’74’5 2a+2b, k+ f+m

t1t =1 ; dlaprés V,‘ on a donec quc((lZ,Z')) Y kti+m = q,c(z) + cpc(z') .

3

1.1¢5 Parties closes 3

1) on appelle fonction radicielle affine sur V , une application affine

de la forme a+k avec a €® et k €R (ainsi (a+k)(v) = a(v) + k , pour tout

vEV).

2) La fonction radicielle affine a+k est appelée une racine affine si
et seulement si a € & et stil existe u € U: tel que
q;a(u) = sup{cpa(uu')/u’ € UZa} =k,

3) 5i a+k est une fonction radicielle affine, on note D(at+k) 1le
demi espace {v € V/a(v)+k » 0} et mM(a+k) 1*hyperplan {v € v/alv) +k = 0} .

On dit que M(a.-a-k) est le bord de D(a+k) N
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3i a+k est une racine affine, on dit que D(a+k) est un demi-appartement 2) on a alors ([11;6.4.9])
et que Ji(a+k) est un mur. (1) UQ = IIF;.UQ 'NE'J .
comme D(2a+2k) = D(a+k) , on voit facilement que, si a €& et Xk € (Pa(U:) ’ ] (ii) L'application produit N + Ua £ (a) - U; est bijective quel
§ acd ']
D(a+k) est un demi~appartenent.c.t Min e R] o smmen - } que soit 1'ordre dans lequel sont rangés lz:dfacteurs.
4) 80it Q une partie non vide de V , 1l'enclos de @, c(Q) est f 3) On note : NQ = Né.Ker(v) ; PQ = UQ'NQ
ltintercection des demi-appartements de” V qui contiemnent Q . Si Q = C1(Q) y 1‘\}52 = {n € N/v(n).x =x ,Vx ¢ Q} - NQ
on dit que Q est une partie close de V . Toute partie close est convexe fermée, ;g = I}Q'UQ = UQ'I}Q .
Remargue : Dans [11], on note % K = D(atk) et Oaa,k = n(a+k) , de plus ona U, = Ucl(g) et B, = c1() BT contre on peut avoir j_t';g 2 %cl(g) .
clect aa,k que l'on appelle racine affine ([11 H 6.2.6]). ;Q et PQ sont des groupes qui contiennent UQ comme sous—groupe distingué,
1.1.6 Action de N sur V [11;6.2.10] : et pour n €N ona ([11;7.1.8]) :
11 existe un morphisme v de N dans le groupe des automorphismes affines n.Pg,n-"I = Pv(n)g H nUQn—1 = Uv(n)g} s 11_‘;29.1{"‘l = ;v(n)-g .
de VvV, tel que : 1.1.8 L'immeuble I de la donnde radicielle valude est (cf. [11; 7.4.2]) le
(i) pour n € N , l'automorphisme vectoriel associé & v(n) est v\;(n) T~ quobient de GxV par la relation d'équivalence
(ii) pour a2 € ® et u € UZ , v(m(u)) est la réflexion par rapport (g,x) ~ (g,7) = In € ¥ , ¥ = v(n).x ot g—1hn c i; )
x
au mur H(a+<pa(u)) , d'image vectorielle r Les appartements (resp. demi-appartements, murs) de I sont les images de V
(iii) pour n €N, a €@ et u € U: , motons b= "v(n).a €@, or a (resp, des demi-appartements de V , des murs de V) par les applications injec—
alors : v(n).D(a+<pa(u)) = D(b+q)b(nu)) . ) tives jg de V dans I, \indexées r G : jg(x) = classe(g,x) . L'immeuble T
1.1.7 Les groupes U, » Py » ;Q : est réunion de ses appartements, |
30it @ une partie non vide de V : ; Le groupe G opére sur I , par son opération évidente 3 gauche sur G xV .
1) On définit une fonction f_Q de & dans RU {+°°} par 7 Le sous—groupe N stabilise 1'appartement canonique A = j1(v) et y induit

fQ(a) = Inf{k ¢ R/Q2 = Dla+k)} ; et U, est le sous—groupe de & engendré par les 1'action décrite en 1.1.6. Le groupe U, , fixe j1(D(a+k)) .
?

k

+ + = -
souS— : = s =U.NY¥ ; N =U.NN, ;
sous—-groupes Ua, fg(a) . On note U UQﬂU 3 Ug =000 5 Ny Q |
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Remarque : Toutes les propriétés énoncées jusqu'is maintenant, et peut-8ire
certaines des suivantes, sont encore valables pour une gquasi-valuation,
1.1,9 Premiéres propriétés : On identifie V & son image A dans I (par ,j1).

1) Le sous—groupe N (resp. H = Ker(v)) est le stabilisateur (resp, fixa—~

teur) de A dans ¢ ([11;7.4.10]).
2) Soit @ non vide dans A

-

a) Le fixateur de Q dans G est PQ ([11 ;7.4.4}).
b) Le groupe UQ est transitif sur l'ensemble des appartements contenant
9 (cela résulte de la définition et de |11;7.4.9, 7.4.10]).

%) La définition 1.,1.5 4) des parties closes, s'étend & toute partie
d'appartement ; 1'intersection de deux appartements est une partie close ; 1ll'enclos
dtune partie d'appartement Q ne dépend pas de l'appartement contenant @ choisi,
(ef. {115 7.4.8 et 7.4.11]).

4) Pour tout produit scalaire sur V invariant par le groupe de Weyl, il
existe sur I une unique métrique qui induise sur V 1la structure euclidienne
dornée, et pour laquelle G agisse isométriquement ([11 3 7.4.20 (i)]). Dans la
suite on fixera un tel produit scalaire et donc une telle métrique,

5) Etant donnés deux points x et y de I , il existe wn appartement gqui
loz contient. Le segment [x,y] défini dans cet appartement est indépendant du
choix de celui-ci : c'est la géodésique de x a y (ef. ]:11 5 Tedo18 (1) et
7.4.20 (i1)]).

Une partie B de I est dite convexe si :

Vx,y €B , [x,y]cB.

I.8

6) 8i pour tout a € @, (pa(U’;) est discret dans R , on dit que la valuation
est discréte, Alors I est ltimmeuble d'un systéme de Tits de type affine
([11; 7.4.2]) , c'est un complexe polysimplicial et un immeuble au sens de [29] et
[28; page 38].

1.1.10 Un antomorphisme intérieur Int{g) transforme une donnée radicielle
valude dans @ , en une autre donnée radicielle valuée, lLes immeubles I et TI'
correspondants sont canoniquement isomorphes. Ainsi on peut définir l'immeuble
d'une donnée radicielle valude définie & conjugaison prés ; mais alors il n'y a
plus d'appartement canonique A , ni d'origine canonigue dans A ,

1.1.11 Chambres et facettes {cf, [11;ne 7.2]) :

1) On identifie toute partie Q de I au filtre des parties de I contenant
Q . Un filtre quelconque est dit contenu dans un second, si pour tout élément du
second il existe un élément du premier qu'il contient.

L'enclos cl(F) d'wn filtre contenu dans un appartement est le filtre des
parties de I qui contiennent ll'enclos d'un élément de 5.

goit ¥ un filtre contenu dans une partie B d'un appartement A ,
on dit que ¥ est en position générale dans B si cixaque fois que deux fonctions
radicielles affines coincident sur tout élément de F, alors elles coincident
sur B ., Cette définition est indépendante du choix de 1l'appartement & .

2) soit [x,y] un segment de I , le germe en x Jde ce segment, noté [z,7),

est {x}] si x =y et le filtre des parties de I qui contiennent un segment

[x,2] avec z € Jx,y] =[x,v] - {x} s1 x#v.
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Une facette est 1l'enclos d'un germe de segment ; si celui-~ci est en position
;:énérale dans un appartement, on dit que la facette est une chambre, Toute facette
ect contenuc dans une chauwbre, Tout point est contenu dans une chambre,
3) 5i la valuation est discréte, l'ensemble des murs d'un appartement A est
localement fini, les facettes contenues dans cet appartement, sont les’“};ar@e

A qui sont contenues da.ns/toéc demi~appartement et tout mur/,d:e/A , qu'elles

rencontrent,
Remarque : Contrairement & la convention de [11 ;n° 7.2], toutes les facettes
considérédes ici sont "fermées",

1,1.12 Les fixateurs de facettes :

1) 30it R 1'ensemble des éléments notés o , r et rt pour T ER . R est
ordonné par les relations

r{r (88 (e si r,s €R r<s.,

R est muni d'une addition commutative et compatible avec la relation d'ordre,

+ + +o 4 + +
pour r,s €R , On & 3 T4+8 = T48 ; T 45 = r48 =T +58 = (T#5)  ; owT = oo =oopoo=oo

Pour a €® et r €R , on note :

= qJ:(]r,w]) ([1156.4.1

U
a,rt

2) 5i Q estun filtre de I contenu dans A ,‘on définit 1'application fQ
de 9 dans R par :
fQ(a) = inf{k ¢ R/D(ask) D Q} .

Lo groupe Ug engendré par les Ua £ (a) vérifie le théordme de structurc
’
Q

~ ~

de 1.1.7 2 . On définit également NQ . NQ , PQ et PQ avec les propridtés de

1.1.7 3 .
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Le groupe UQ (resp. PQ , PQ) est réunion des sous-groupes UX (resp. PX ,

P.) pour X pertie de A et Q< X . Bn particulier P, est le fixateur de Q.

3) Décomposition d!Twasawa [11737.3.1] @

Si F est une facette de A, ona : G =T .NU, .

4) Décompogition de Bruhat (affine) [11; 7.3.4] :

8i P et PF' sont deux facettes de A, ona : G = UF'N'UF' .

5) Application : Si F et F! sont deux facettes de 1'immeuble I , il

existe un appartement de I contenant F et P!, ([11 ; 7.4.18 1)1).
§2 Cheminédes.

) dans

On se donne une donnée radicielle valuée génératrice (T’(Ua’Ma’q)a)aetI

un groupe G et on note I son immeuble,

Définitions 1.2.1 : Une demi-droite A de I est une partie d'un appartement
qui dans cet espace affine, donc dans tout autre appartement qui le contient, se
trouve &tre une demi-droite,

Une cheminde de I est 1l'enclos C de la réunion d'un segment 3 et

A,
d'une demi-droite A , de méme origine et situés dans un méme appartement,

si A est une demi-droite dtorigine x et x' un point de A, le raccourci

A, de la demi-droite A est la demi~droite A ~ [x,x'[ .

si A est une demi-~droite d'origine x et [x,y] un segment d'un apparte-

ment A , un raccourci de la cheminéde CA [x,7] est défini par un point x' dans
’ ’

A et un point y' dans ]x,y] , (y'=x ‘si x=y) : c'est la cheminde cA [x' y"]
. X" ’

t

oi [x',y"] est le segment de A translaté de [x,7'] par le vecteur x'-x .



le germe d'une demi—droite A est le filtre des parties de I qui con-

tiennent un raccourci de A,

Le germe dlune cheminée ¢ est le filtre des parties de I qui contiennent
un raccourci de C .

1.2.2 Remarques @

a) L'enclos d'une demi-droite A est un cas particulier de cheminée, et
1'enclos du germe de A est le germe de son enclos,

b) L'enclos d'un "quartier" au sens de [11 5 7.1.4 et 7.4.12] est
1tenclos d'une demi-droite en position générale, C'est donc un cas particulier de
cheminée et son germe est le germe de la cheminée.

¢) Il résulte de la remarque 1,2.6 , qu'une demi-droite A et un germe
de segment de méme origine sont toujours contenus dans un méme appartement, donc
définissent un germe de cheminée,

1.2.3 Groupes définis par une demi-droite : La donnée radicielle valuée
détermine un appartement canonique A de I et un isomorphisme de A avec V .,

30it A une demi-droite de A , On définit les ensembles :

.12
@ﬁ = {a € ©/a(a) est réduit & un point de R}
@Z = {a € ®/a(p) est une demi-droite de R contenant 400}
@A union disjointe de CDZ et <I>z est un systime parabolique de
racines de & , et @i est le systéme de racine associé ([3 s VI §1 no 7
corollaire 6]).
On définit le groupe PX (resp. LZ H UZ) comme le sous—groupe de G engen—

' y;
dré par T et les Ua pour a€KI>A (resp, par T et les Ua pour aEQA H

par les Ua pour a € @Z) .

Alors PZ normalise le sous—groupe UZ (1.1.1 et 1.1.2) et on a la décompo-

v .V v v

o s LoV _
sition de Levi : PA = LA.U = UA’LA .
Ces sous—groupes de G ne dépendent que du germe de A , On peut les définir
pour toute demi-droite d'un appsrtement,

1.2.4 Soit VA le sous—espace de V intersection des noyaux des racines

£
a€<I?A.

Proposition : (r, (v ,M ) 1) est une donnée radicielle génératrice de type
"M a’"a a€§>A

)

4 v = ion. 1 i identifie
" dans LA et Pp = (q)a)a€@£ en est une valuation, L2 valuation ¢, iden
1'appartement canonigue de cette donnée radicielle valuée & V/VA .

pémonstration : Cela résulte de [11; 7.6.4 et 74643

Remarque : Soit Ty 1'application de V dans V/VA .81 R estun filtre

(o)

de I inclus dans A =V , on peut définir de maniére évidente son image =

>

’

B>

dans V/VA et alors il résulte de la proposition ci-dessus que, pour & € @

on a 3
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fola) = an(Q)(a) .

. v
t 1i =
En particulier UQnLA UnA(Q') .

Proposition 1,2.5 : Soient P une facette et C,C' deux germes de chemindes

de l'appartement canonique A , on a alors les deux décompositions

D ¢-= Uge U,

® G =U,N.u, .

Démonstration : ¢ (resp. C') est le germe d'une cheminée (resp.

C
A, [x,7]
CA'/[X',Y']) o

() D'aprés les décompositions d!Iwasawa ( 1.1.12) et de Tevi on a

v v
G = UF'N'LA'UA .

Soit g € ¢ il existe donc, n € N, tel que g € UF'n'LZ'UZ .

Ta décomposition de Bruhat affine (1.1.12) donne :

v

La

v -1
. . . ffet t
UnA(n_1.F) (w DLA) U‘HZA([X,Y)) En effet n F est une facette et [x,y) un
germe de segment de A =V , et leurs images par Ty sont donc une facette et un
germe de segment,
. -1 v .
Mais UnA(n"1F) c Un"1F =n UFn , on a donec : g € UF'N'UnA([x,y))'UA . Bt i1
v
reste & voir que U, =T .U, . Clest évident puisque :
d ¢ ™ T, ([x¥)) 7 puisq
Le groupe UZ est engendré par des éléments wu € Ua , pour a £ @Z’ , si u
est un tel élément Dl(a+g (u contient un raccourci de ¢ H
(arg, () ]
le groupe U est engendré des éléments u € U N U, our
eoure U ([x,y)) gondzé par o x,y) P
acd’, si u estun tel élément il existe z € Jx, 71U {y} tel que «
A a,tpa(u)

contienne CA;[x, z] o
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@ D'aprés les décompositionsde Bruhat sphérique (1.1.2) et de Levi on a :

G = UX,.LX,.N.LX.UX . Soit g € G . I1 existe done n dans N tel que
v v v
8 € PpyoBeLyU, o

D'apres la décomposition d'Jwasawa dans LZ% , on a

L‘A' = P:';A(n—tA.)-(Nﬂ LZ)-UnA([x,y)) .

: =1, " . v LV
(s1 nA(n A') est un point on pose PnA(n'1A') = LA) .

=n_1 v

150 o3 oona done :

. v v
Vais PnA(n" ) © By
v v v v v
g ¢ PA,.N.UnA([x’y)).UA = Py NTy = Uy,yoLy, WUy

il existe donc nt! ¢ N tel que g € UZ,.LX,.n’.UC .

Cependant ,(n.c) est soit un germe de cheminéde, soit une facette, donc

Tp

d'apreés la décomposition du type 1 ci-dessus ou la décomposition de Bruhat

affine pour LZ, on a @
v v
= LANN . .
Bar = U () 00Ty o)
. . -1 .
Mais UnA,(n.C) c Un.C =n UC n , on a donc 3

v
g € UA"U‘II:A,([X',y'))'N'UC = UC,.N.UC . C.Q.F.D.

Corollaire 1.,2.6 : Une facette @@_p_. un germe de cheminde) et un germe de
cheminde sont contenus dans un méme appartement,

Démonstration : Soit 01 un germe de cheminée et soit P une facette
(resp, C' un germe de cheminée) ; quitte & les modifier par un méme élément de G
on peut supposer que F (resp. ¢') est dans 1'appartement canonique A . Alors

¢, est dans un appartement g.A et g_1.c1 = ¢ est un germe de cheminée de A .,

1

On peut alors écrire g = u'.,n,u avec u € UC et u! ¢ UF (resp, u' € UC') .

ul! P (resp. C' = u'C!) sont contenus dans le méme

Alors C1 =u'nC et P



appartement u'.A .,
Remargue : On utilisera le corollaire dans les cas particuliers suivants :

a) Btant données une facette et une demi-droite, alors quitte & raccour-
cir la demi-droite, il existe un appartement les contenant, Si la facette contient
1l'origine de la demi-droite, on voit par convexité qutil est inutile de raccourcir
la demi-droite,

b) Etant donndes deux demi-droites, alors quitte & les raccourcir, il
existe un appartement les contenant,

Lemme 1.2.7 : Soit % une famille de parties d'un appartement A , telle que

pour toute facette F et tout germe de cheminée € de A , il existe des parties

P et P' appartenant 3 % contenant respectivement F et C; alors A est

recouvert par un nombre fini de parties P appartenant 3 P,

Démonstration : Remplacons % par la famille & des parties de A contenues
dans les réunions finies de parties P € ¢, et montrons que A € 9 .

1) Pour tout x € A , 1l existe Q € @ qui est un voisinage de x :
Choisissons des vecteurs V1 seee ,vn non nuls, un dans chaque chambre vectorielle
ouverte de V ; alors pour tout systime &% de racines positives il existe un
unique i tel que v, € Cpy = fveviaw)>o Vaedat.

I1 existe des nombres )‘i > 0 et des parties P:.L € ® contenant
cl([x,x+xivi]) . Mais d'aprés le choix des v cl([x,x+hivi]) est un voisinage

de x dans E¢+ x = {y € A/a(y—x) >0 Vac <I>+} ;5 or A est réunion des
’

n
C@+ X’ done g = (J Pi , qui est dans & est un voisinage de x .
* ‘=1
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2) Par compacité on en déduit que toute partie bornée de A -appartient 3 O .

3) si A est une demi-droite, il existe un raccourci A' de A et un voi-
sinage U de 0 dans V tels que {zv/w €U ; 2z € cl(A')ﬂ(A’+VA)} appar—
tienne & 9 (VA est défini en 1,2.4) :

Considérons des vecteurs vi comme au 1), il existe donc un raccourci A!
de A, d'origine x , et des }‘i > O tels que la réunion des chemindes
CA',[X,XHxiVi] soit dans & . Alors d'aprés le 1) il existe un voisinage U de
0 tel que la réunion de ces cheminées contiemne x+U ; mais chaque cheminée est
une partie convexe contenant cl(A!) ﬂ(x+VA) , donc quitte & raccourcir A! ,
1'ensemble annoncé est dans & .,

4) Montrons par récurrence sur la dimension que pour toute sous variété
affine I de A et tout nombre réel 4 , l'ensemble B(L,d) = {z € A/d(L,z) R d.}
appartient & O : 8i L est de dimension 0 , B(L,d) est borné et on a montré le

résultat au 2)., Donnons-nous I ; par compacité, il suffit de montrer l'assertion

pour d > 0, petit.

|
cl(Aé)

I
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Considérons une origine x dans L , et pour toute racine a € @ telle que
Ker(a) ne contienne pas la direction de L , notons H = {z ¢ L/a(z-x) = 0} ,
ctest un hyperplan de I . Soient Ci les composantes connexes (en nombre fini)
de L - UHa , et Ai des demi-droites en position générale dans L , d'origine

a

x et contenues (sauf x) dans ci . Alors VA contient la direction de L et
i

dtaprés le 3) il existe & > 0 et des raccourcis Ai de Ai tels que

{z ea/3x ¢ Lﬂcl(A:'.L) d(x,2z) ¢ €} soit dans & pour tout i . Mais 4, étant

en position générale dans L , il existe des nombres da tels que I soit contenu

dans la réunion des B(Ha’da) et des cl(Ai)ﬂ L . D'aprés 1l'hypothdse de récur-

rerce, les parties B(Ha,da+e) sont dans &, ainsi B(L,e) est dans &,

Proposition 1.2.8 : Solent F une facette (resp. ¢ un germe de cheminde) et

A un appartement de I . Il existe un ensemble fini d'appartements de I , gqui

contiennent tous P (resp. C) et dont la réunion contient A .

Remargue : Le cas particulier d'une chambre, pour une valuation discreéte,
est démontré dans un cadre plus général par Tits ([29]).

Démonstration : L'ensemble ® des intersections avec A , des appartements
de I contenant F (resp. C), vérifie les hypothéses du lemme 1.2.7, dtapres
1.1.,12 5) et 1.2.6 ; d'ol le résultat.

Corollaire 1.2,9 : L'enveloppe convexe d'une réunion finie d'appartements,

A2 AT

est contenue dans une réunion finie d'appartements,

Démonstration : Soient A et A! deux appartements de I . plaprés la
proposition 1.2,8 on peut appliquer le lemme 1.2.,7 & la famille ¢ des parties

P de A' telles qu'il existe un ensemble fini d'appartements de I contenant

Ry
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P et dont la réunion contient A , Ce lemme montre qu'il existe un ensemble
fini d'appartements Ai de I , tels que pour tout (:‘c,x') € A xA' , il existe '
un appartement A; contenant x et x' et domc [x,x'] . Le corollaire en
résulte aussitdt.

1.2.10 : L'espace métrique I se plonge dans son complété E ; sila
valuation est discrdte, I est complet ([11; 7.5.1]). Dans [11; 8.2.1 et 3.2.%)
on prouve le résultat suivant :

Soit H un groupe agissant isométriquement sur I ., S'il existe une partie

(on den ok T)
bornée E de I s’céble par H , alors H a un point fixe appartenant & 1'adhé-
rence, dans E , de 1l'enveloppe convexe de E .,

Proposition 1.2.11 : Si un groupe fini H agit isométriquement sur I , il

a un point fixe dans I , De plus l'ensemble de ses points fixes dans I est

dense dans l'ensemble de ges points fixes dans I .

Soit x un point de I , l'orbite H.x estbornée et contenue dans .
réunion d'un nombre fini d'appartements, son enveloppe convexe est donc contenue
dans la réunion d'un nombre fini d'appartements, (1.2,9). Mais comme la distance
induite sur chaque appartement est euclidiemme cette réunion finie est compléte,
et d'aprés 1.2,10 H a un point fixe dans cette réunion, donc dans I .

soit ¥y € EH et € > 0, on peut choisir lx dans la boule

B(y,e) = {z € I/d(y,z) < e}, alors H.x est dans IBy et il suffit donc de

9

savoir que I nBy est convexe. Par continuité on se ramdne i montrer que si
’E
x,x',y' €1 et =z ¢ [x,x'], d(y',z) Y sup(d(y‘,x),d(y',x‘)) s par rétraction

de I sur un appartement contenant [x,x'] , de centre une chambre contenant gz
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([11 3 Tode20 (ii)]) , on se raméne au résultat, évident, pour x , x', y', z
dans un espace euclidien,
§3 Notion d'angle.
On se donne une donnée radiciell 3 énératri
e radicielle valuée génératrice (T,(Ua,Ma,¢a)a€®) dans

un groupe ¢ et on note I son immeuble,

1.3.1 Immeuble généralisé : Supposons qu'il existe un homomorphisme v, du
groupe G dans le groupe additif dtun R-espace vectoriel de dimension finie
V1 tel que :

- 1'image de @G engendre l'espace vectoriel V1 y
- pour a € @ 1l'image de Ua est réduite & zéro,

On définit alors l'immeuble généralisé I1 comme le produit I1 = V1 x I,

avec l'opération de ¢ définie par :
g.(v,x) = (v, +v(e)e.x) Vxer,ecc,v €v .
lLes appartements (resp, demi appartements, mrs) de I1 sont les produits
par V1 des appartements (resp. demi appartements, mirs) de I , Si A SV est
l'appartement canonique de I toute racine est une fonction linéaire sur l'ap-
partement V1 X V par a(v1,v) = a(v) . Ltenclos dtune partie d'appartement est
le produit par V1 de l'enclos de son image dans I ,

Dans la suite on choisit une métrique euclidienne sur V1 , on définit donc -

une métrique sur 11 par : d((v1,x),(v;,x'))2 = d(v1,v; )2 + d(x,x')2 .

Toutes les propriétés de I énoncées aux paragraphes { et 2 sont encore

valables pour 11 . Tout immeuble est un immeuble généralisé,

G
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1.3.2 la notion d'angle (angle non orienté défini par son cosinus) dans un
espace euclidien est u#e'notion métrigque. On peut donc, dans un immeuble généra~
1lisé, définir l'angle de deux segments ou demi-droites (munis d'une origine), des
que ces deux géodésiques sont contenues dans un méme appartement ; l'angle ne
dépendra pas de l'appartement choisi, En particulier ; d'aprés les paragraphes 1
et 2, on peut définir 1l'angle de :
- deux germes de segment
- un germe de segment et un germe de demi-droite
- deux germes de demi~droite
— une demi~droite et un germe de segment de méme origine,
si 1l'angle est 0 ou = (resp. o;g) on dit que les deux géodésiques sont

paralléles (resp. ont méme direction ; sont orthogonales).

si S1 et 3 sont des segments (munis d'une origine), ou germe de seg-

ments, ou demi-droites ou germes de demi-droite, contenus dans un méme appartement
on note (S1'SZ) leur angle.

1.3.3 Proposition : Deux germes de demi—droites de méme direction font le

mdme ancle avec tout germe de segment ou de demi-droite.

Définition : L'ensemble des directions de 11 est le quotient de 1l'ensemble

des germes de demi-droite de I1 par la relation d'équivalence “"avoir méme

direction”,

pémonstration : Soient A et A' deux demi-droites de méme direction et S

un germe de segment ou de demi~droite, On peut supposer A et A' dans un néme
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appartement A ; solent x et x' 1les origines de A et A' , Si z ¢ [x,x'] R
soit Az la demi~droite d'origine z de méme direction que A et A' ; consi-

dérons les cheminées ¢ et . D'aprés 1,2.6 il existe des
AZ,LZ,X] P ! 6

CAZ,[Z,X']
appartements contenant S et des raccourcis de ces deux cheminées ; par compacité
du segment [x,x*] il existe un nombre fini de ces raccourcis dont la réunion
contient la bande B , enveloppe convexe de A et A!', quitte & raccourcir ces
demi~droites., Mais l'angle de S avec une demi~-droite D ne change pas si on
remplace la demi-droite par une demi~droite de méme direction contenue dans un
méme appartement que S et D ; d'autre part deux des cheminées qui recouvrent
la bande B ont en commun une demi-droite de méme direction que A et A' , ou
ont une intersection vide, Comme le segment [x,x‘] est connexe, on en déduit
aussitdt le résultat annoncé,

1.3.4 Le groupe G agit isométriquement sur I1 en permutant les apparte—
ments, il agit donc sur 1l'ensemble 1° des directions de I1 .

Proposition : 1) Soit A une demi—droite de 1'immeuble généralisé I1 , le

groupe PZ , Géfini en 1.2.3 est le fixateur de la direction de A .

2) lLes groupes PZ pour A demi-droite de ltimmeuble initial

I, sont les groupes paraboligues différents de G du systéme de Tits

(¢, 1", w,Rr) (1.1.2 ).
Remargue : Définissons un appartement de 1° comme 1'ensemble des directions X
des demi-~droites d'un méme appartement de I ; alors, dlaprés la proposition, 7°

muni de son systéme d'appartements et de son action de G est l'immeuble sphé-

rique de la donnée radicielle (T’(Ua’Ma)a@) , défini & partir du systime de Tits
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(e, Tyt , N, R). (On entend immeuble sphérique “géométrique" c'est-b~dire
simplicial au sens de [31]). |

Démonstration : On peut se ramener par conjugaison, au cas oi A est dans
1tappartement canonique V1 X A= V1 XV , et ol @A contient &' .

2) Alors PZ contient TUT , et PX est donc parabolique et différent de
¢ . Réciproquement un groupe parabolique P distinct de ¢ correspond & une
partie de R = g distincte de x , donc & un systéme parabolique de racines nIJP
avec @ c @P ? ® , Si on choisit A en "position générale" dans V , et dans le

v

cdne f{v €v/alv) 30 Vace @p} s onaura & =& etdoc P=P .

1) si la projection de AC V1 xV < I1 dans V< I est un point, alors

PZ =G , est le fixateur de la direction de A ; sinon on est ramené & prouver

ltassertion dans le cas V1 =0 et I1 =1.

Un élément t € T transforme A en une demi-droite de V de méme direction,
Un élément u € Ua , pour a € = , fixe un raccourci de A , Un élément u € U,
pour a € @i , fixe une demi-droite de V de méme direction que A ., Ainsi le
groupe PZ fixe la direction de A . Le fixateur de cette direction contient PX;
si c‘e n'est pas PX i1 coﬁtient, d'aprés le 2), un groupe U, pour a I4 2, .
Mais il existe u # 1 dans un tel Ua qui fixe dans A uniquement l'origine x
(quitte & raccourcir A). Soit y un point de A différent de x , alors
([x,y),A) =03 si A et uA ont méme direction alors (1.3.3), on a
([x,y),uA) = 0 ; mais comme x € udA cela implique Ec,y) < uA contrairement &

s

1'hypothése,
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Lemme 1,3.5 : Soient A unme droite de I, , x mn point de A et [x,¥]

un segment, On note A‘I et A2 les deux demi-droites d'origine x portées par

A . On a alors :
([ny)’A1) + ([X,Y)yAZ) ¥y m= (A1,A2) .

Bt il v a dgalité si et seulement s'il existe un appartement contenant A et

[x,y) .

Remargue : "Si A e?% [x,y) ne sont pas dans un méme appartement la droite
A apparait comme brisée vers l'extérieur, vue de [x,y) "

Démonstration : D'aprés la remarque 1,2.6 a), il existe un appartement A1
(resp. AZ) contenant [x,y) et A1 (resp. AZ)' Ainsi A1 ou A2 et [x,¥)
déterminent des germes de cheminées, Il existe donc un appartement A contenant
ces germes, Par convexité A contient A .

Supposons y suffisamment prés de x pour que ¥y € A1n A2 et que les
demi~droites A}jf' de Ai d'origine y paralléles & Ai rencontrent chacune A
pour 1 = 1,2 . Choisissons alors yi dans AN (A;) et notons
X, =y, + (x-y) € B, (1e calcul est effectué dans Ai).

En calculant dans A, on a d(y,yi) = d(x,xi) , et d(yi,xi) = d(x,y) ,
donc d(y1,y2) < d(x1,x2) et d(x1,y1) = d(xz,yz) . Dans 1l'espace affine A on
en déduit : ([x1,y1),A1) + ([XZ’yz)’A2) > m, 1'égalité ﬁe pouvant avoir lieu que

si d(y1,y2) = d(y,y1) + d(y,y2) , ce qui équivaut & y € A . Le lemme résulte

donc de ce que 1'on voit dans A; que ([xi,yi),Ai) = ([x,y),Ai) .
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1.3.6 Application :'Soient A un appartement de VI , D un demi-appartement
de & et M 1le mur qui est le bord de D ., On dit qu'une chambre ¢ de I est
mitoyemne de M , si toute partie du filtre qu' est C contient un ouvert de
1'espace affine M ., Dans ce cas nous allons montrer qu'il existe un appartement
contenant D et ¢ J(si ¢ est discréte cela résulte de [11;2.4.12],1.1.7.2 et 1.1.9.2)

La chambre ¢ est déterminée par un germe de segment [x,y) en position
générale dans un appartement, et on peut évidemment supposer x dans M.
Dtaprés 1l'hypothése, quitte & modifier y , il existe un appartement contenant
c1([x,¥]), qui lui-méme contient une partie P d'intérieur non vide de M .
Soit x' dans 1lt'intérieur de P tel que le segment [x,x'] solt en position
générale dans M ., Congidérons la droite A de M s'appuyant sur x et x' ;
comme il existe un appartement contenant y et un voisinage de x' dans M,
1tinégalité du lemme 1.3.5 appliqué & A et [x',y) est une égalité ; il existe
donc un appartement A! contenant A et un point y1 € ]x',y] . D'aprés le
choix de x', A' contient ¢1(A) = M ; de plus il est évident que C est égale-
ment déterminée par le germe de segment [x,y1) . Ainsi A' contient M et C .
On peut supposer C non déns D .

si M est un mur de A correspondant & la racine a , considérons le sous-
groupe G1 de ¢ engendré par T , Ua et U__a (on suppose que A est 1l'ap-
partement canonique). Dlaprés 1,1,10 b) il existe g € UMC (}1 tel que A' = g.A.

Alors ([11 H 7.6.4]) on a une surjection de G1 A sur 1l'immeuble I' de la

y M5 M

L, 2 9, 0 9 ,) de G . Llimsge

donnée radicielle valude (T , Ua , U-_a

de D est une demi~-droite, l'image de C est une facette engendrée par un germe



I.25
de segment de méme origine que la demi-droite ; d'aprds la remarqu@ 1.2.6 a), ces
images sont contenues dans un méme appartement de I' ; cela montre que D et ¢

sont dans un méme appartement de I .

lemme 1.3,7 ¢ Sodent x, ¥y, 2 , t 4 points 2 & 2 distincis de I‘ alors
([ny)y[xyz)) + ([X9Z)’[th)) > ([X)Y>y[xrt)) =0 .

5'i1 v a égalité alors il existe un appartement contenant [x,y),]_x,z) et

[x,t) . si de plus © # n , tout appartement contenant [x,y) et [x,t) contient

[x,2) .
Démonstration : Le cas © = i est une conséquence du lemme 1,3.5 , supposons
done 6 ¢ n . Notons 61 = ([x,v),{x,2)) et 92 = ([x,2),[x,t)) . on peut suppo-

ser a(x,y) = d(x,t) = dlx,z) # 0, 6,46, <m ot XY,z (resp. x,z,t ; x,¥,t)

dans un méme appartement A1 (resp. A2 H A). Alors 1’étude du cas euclidien

montre qu'il existe z' € ]x,z] tel que : d(x,z')(sin 6 +sin 92)=d(x,y)sin(e1+92>

614-62
et d(y,z') + d(z',t) = 2d(x,y)sin ——= .
) %+%, '
On a alors 2d(x,y)sin 3 = d(y,t) £ 2 d(x,y)sin 5 ; donc B ( 61+62 et

s'il y a égalité on a dly,t) = dly,z') + d(z',t) , ainsi z' € [y,t] <a .
Proposition 1.3.8 : Soient x,y,z trois points 2 & 2 distincts de 11 s on
a alors :
([x,¥),[x,2)) + ([v,%),[v,2)) + ([2,5),[2,%)) < = .

1,'égalité a lieu si et seulement si les 3 points sont contenus dans un méme

appartement,
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Remarque : On obtient ainsi une analogie suppléme;ltaire entre immeubles et

espaces riemmnniens simplement connexes & courbure négative, (cf. [11 H 3.2.5]).
Démonstration :

() si les points sont dans un méme appartement, la proposition est

L

claire. Dans le cas général, d'aprés 1.2.8, 11 existe sur [y,z] un nombre fini
de points Yo=Y y1,,_.,yn =z , se succédant dans cet ordre et d'appartements

A1""’An tels que A, contienne x et [yi—j’yi] . on a alors (lemme 1.3.7) :

n

wn = 10 (D D Lmv)) + (D Doy 7)) + (L7, o))

i=t

= ([X’yi—‘])’[x’yi)) + ([y,z),[y,x)) + ([z,y),[z,x))
=1

=}

o]
e

N
+

[([yi,yi_1),[yi,X))+ ([yi,X),[yi,yi+1))]

=

=1

y ()i [x02) + ([322),[30)) + ({29, [2,0)) + (am1)w
dtol 1'inégalité annoncée.
@ S'il y a égalité on a en particulier
([y,»v), [y, »x)) + ([3,,x),[¥,,5,)) = = . Bt par induction
sur n, il suffit de montrer qu'il existe un appartement contenant x , y et y2 .
D'apres le lemme 1.3.5 il existe un point y; € ]y1,x] et un appartement A

contenant y , ¥

, et ¥ . soit @ le triangle y, ¥

) y; de .A1 . Dlaprés

1.1.9 b) et 1.1.7 2) il existe g € U

tel que A = g.A1 , et g stécrit
1

€ P
Q1
P nUa tels que sznUa ne fixe pas x . Quitte & changer A1 en g2'A1 , on
1 1

peut supposer g, =1 . Mais g, fixe un point t de ]y1,y2] . Ainsi on

=g . c
g 51 g2 ave 8'2

~ ~

U {x} et g1 appartenant au groupe engendré par les

peut supposer que A, contient un point t € ]y1,y2] .
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soit 92 le triangle x,y1,t commn & A1 et A2 . Il existe g EUQ
2

tel que A = g,A1 , et g s'éerit 1 g =g,8. ou g € UQ fixe la demi-droite ®

2 172 2

2

et y et ol g, appartient au groupe

A de A1 d'origine t contenant y1 . i

engendré par les U_QU, o U NU, ne fixe pas A . Quitte & changer A  en 4
a’ e, a' g, 1 i

52.A1 , on peut supposer g, =1. Mais alors g, fixe la demi-droite A! de '

A1 d'origine y1 contenant t et nécessairement y2 € g.A' ; done ¥y

5 € A1 .

Proposition 1,%.9 : Si toute partie de I1 isométrique 3 une droite est

contenue dans un appartement de 11 ; alors toute partie B de 11 isométrique

4 un espace euclidien est un sous espace affine d'un appartement de I1 .

Remarque : En valuation discrete, on trouvera des résultats beaucoup plus
généraux dans [11; n° 2,8] .

Démonstration : B est forcément convexe et fermé dans 11 . On procéde par
récurrence sur la dimension de l'espace euclidien, C'est vrai en dimension 0 et 1.
3oient x un point de B et B1 un sous—espace de codimension {1 de B conte-
nant x ; par hypothése de récurrence il est contenu dans un appartement A1 .
Choicissons un germe de segment [x,y) de B1 en position générale. Soit 2z
un point de B non dans B1 , 11 existe un appartement A2 contenant [x,y) et
[x,2) . Choisissons alors un germe de segment [x,y!) de BﬂAZ en position
générale dans 1l'enveloppe convexe de [x,y) et [x,z) . Soit A la droite de B

construite sur [x,y') ; per hypothése il existe un appartement A contenant A,

Iontrons que B C A .
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Soit =z € B , pour tout segment [y1,y2] de A il existe un appartement A!

contenant z , y, et y2 (proposition 1.3.8). Mais A est, localement en x , en

1

position générale dans B , donc si :y'1 et v, sont suffisamment éloignés de x

(dans des directions opposées), z est dans l'enclos de y1 et y_. , qui est le

2

méme pour A et A' , donc 2z est dans 4 .



