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2 DLOUSSKY, OELJEKLAUS & TOMA0. Introdu
tion et RappelsSi S est une surfa
e 
ompa
te 
omplexe non-k�ahlerienne, il est bien 
onnu que sonpremier nombre de Betti b1(S) := dimRH1(S;R) est impair (voir [1℄,[3℄, [16℄). La
lassi�
ation de Kodaira ([1℄) est a
tuellement in
ompl�ete pour les surfa
es S non-k�ahleriennes ave
 b1(S) = 1 et b2(S) > 0 o�u b2(S) := dimRH2(S;R) > 0 d�esignele deuxi�eme nombre de Betti. Toutes 
es surfa
es font partie de la 
lasse VII deKodaira, 
'est-�a-dire qui v�eri�ent b1 = 1. La 
lasse VII0 d�esigne les surfa
es de la
lasse VII qui sont minimales. Signalons que le mod�ele minimal d'une surfa
e dela 
lasse VII est unique (�a un biholomorphisme pr�es) et s'obtient par 
ontra
tionsu

essive des 
ourbes rationnelles de premi�ere esp�e
e. Si une surfa
e de la 
lasseVII admet un 
hamp de ve
teurs holomorphe non trivial, il en sera de même pourson mod�ele minimal.Le but de 
et arti
le est d'apporter une 
ontribution �a la 
lassi�
ation des sur-fa
es 
ompa
tes 
omplexes admettant un 
hamp de ve
teurs holomorphe non trivialou, 
e qui est �equivalent, une a
tion holomorphe presque e�e
tive du groupe de Lie
omplexe (C ;+). Nous r�esumons d'abord les r�esultats 
onnus. Dans [11℄, la 
lassi�-
ation des surfa
es 
ompa
tes 
omplexes minimales admettant au moins un 
hampde ve
teurs holomorphe � non trivial est donn�ee. Le seul 
as qui reste ouvert estle 
as des surfa
es S de la 
lasse VII0 dont le deuxi�eme nombre de Betti b2(S) eststri
tement positif. Il est bien 
onnu que la dimension alg�ebrique a(S) de S vaut 0.La 
lassi�
ation des surfa
es presque-homog�enes (voir [20℄, [13℄) montre qu'une tellesurfa
e a au plus un 
hamp de ve
teurs holomorphe non trivial (�a une 
onstantemultipli
ative non nulle pr�es). Le 
ot de � sur S induit alors soit une a
tion e�e
-tive de (C ? ; �), soit une a
tion e�e
tive de (C ;+). Le fait qu'un 
hamp de ve
teursnon trivial sur S doit s'annuler (voir par exemple [2℄) et le th�eor�eme suivant nousmontrent que seul le se
ond 
as reste �a �elu
ider.Th�eor�eme 0. 1. [13℄ Soit S une surfa
e 
ompa
te 
omplexe minimale admettantune a
tion holomorphe de (C ? ; �), qui a au moins un point �xe dans S. Alors Sappartient �a la liste suivante :1) Certaines surfa
es alg�ebriques.2) Surfa
es de Hopf diagonales presque homog�enes.3) Surfa
es d'Inoue paraboliques.Par 
ons�equent, une surfa
e S de la 
lasse VII0 pour laquelle b2 > 0 et qui admetune a
tion du groupe (C ? ; �) est une surfa
e d'Inoue parabolique. Une telle surfa
eadmet exa
tement b2 
ourbes rationnelles (voir Remarque 3.3). Nous �etudions dans
e travail le 
as restant, 
'est-�a-dire le 
as d'une surfa
e S de la 
lasse VII0, pourlaquelle b2 > 0 et admettant une a
tion e�e
tive du groupe (C ;+).Nous rappelons que, tandis que la 
lassi�
ation des surfa
es de la 
lasse VII0 �ab2 = 0 est 
onnue (voir [14℄, [24℄), elle reste ouverte dans le 
as b2 > 0. De plus, onne sait pas s'il existe des 
ourbes sur de telles surfa
es. Les seuls exemples dont ondispose sont les surfa
es S admettant une 
oquille sph�erique globale, 
'est-�a-dire unvoisinage ouvert U � C 2 n f0g de la sph�ere S3 � C 2 et une appli
ation f : U ! Sbiholomorphe sur son image, tels que S n f(U) soit 
onnexe. (Voir [6℄). Dans 
e
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as le nombre de 
ourbes rationnelles sur S est �egal �a b2(S). Comme sous-
lassesremarquables nous mentionons les surfa
es d'Inoue-Hirzebru
h (voir [15℄, [7℄) et lessurfa
es d'Inoue paraboliques (voir [10℄).Dans [19℄, I. Nakamura introduit la notion de surfa
e sp�e
iale : Une surfa
e S dela 
lasse VII0 ave
 b2 > 0 est dite sp�e
iale, s'il existe au moins b2 
ourbes rationnellessur S. Dans 
e 
as, d'apr�es un th�eor�eme de Ma. Kato ([18℄), il existe exa
tement b2
ourbes rationnelles sur S. De plus, le graphe dual des 
ourbes sur S est le mêmeque le graphe dual des 
ourbes sur une surfa
e 
ontenant une 
oquille sph�eriqueglobale ([19℄). En parti
ulier, S 
ontient un 
y
le de 
ourbes rationnelles (pour lad�e�nition voir la se
tion 2) et S est une d�eformation d'une surfa
e de Hopf primaire�e
lat�ee ([19℄). Dans le même arti
le, I. Nakamura 
onje
ture qu'une surfa
e sp�e
iale
ontient une 
oquille sph�erique globale.Dans [8℄, les deux premiers auteurs �etudient les feuilletages singuliers et les 
hampsde ve
teurs holomorphes sur les surfa
es 
ontenant une 
oquille sph�erique globale :Si une telle surfa
e n'est pas d'Inoue-Hirzebru
h, alors il existe un unique feuilletagesingulier et, dans 
ertains 
as qui sont expli
it�es, 
e feuilletage est induit par unea
tion e�e
tive de (C ;+). I
i nous d�emontrons le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme Prin
ipal : Soit S une surfa
e minimale de la 
lasse VII0 ave
 b2 > 0admettant une a
tion de (C ;+). Alors S est une surfa
e sp�e
iale.Vu 
e r�esutat, la r�eponse positive �a la 
onje
ture de I. Nakamura impliquerait quetoute surfa
e de la 
lasse VII0 ave
 
hamp de ve
teurs admet une 
oquille sph�eriqueglobale.L'arti
le est organis�e 
omme suit. Dans la premi�ere se
tion nous rappelons desr�esultats r�e
ents de E. Ghys et J. Rebelo 
on
ernant les singularit�es des 
hamps deve
teurs semi-
omplets.Dans la deuxi�eme se
tion nous montrons l'existen
e d'un 
y
le de 
ourbes ration-nelles et dans la troisi�eme se
tion la d�emonstration du th�eor�eme prin
ipal est a
hev�ee.1. Singularit�es des flots holomorphesDans 
ette se
tion nous rappelons des r�esultats r�e
ents dûs �a E. Ghys et J. Rebelo([21℄,[12℄,[22℄) 
on
ernant les singularit�es des 
hamps de ve
teurs holomorphes semi-
omplets en dimension 
omplexe deux. Nous renvoyons le le
teur �a [21℄ ou [12℄ pourla d�e�nition et remarquons i
i seulement que la semi-
ompl�etude est une 
onditionlo
ale n�e
essaire pour la 
ompl�etude d'un 
hamp de ve
teurs.Soit F un feuilletage holomorphe d�e�ni dans un voisinage de l'origine de C 2 ayant0 
omme singularit�e isol�ee. On appelle 
ourbe invariante une 
ourbe 
 irr�edu
tible
ontenant 0 telle que 
 n f0g soit une feuille.1.1. Champs de ve
teurs dont le premier jet en un point singulier isol�eest non nul. Soit � un 
hamp de ve
teurs holomorphe sur une surfa
e ayant unesingularit�e isol�ee P et dont le premier jet ne s'annule pas. Dans un syst�eme lo
al de
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oordonn�ees au voisinage de P la matri
e M de la partie lin�eaire de � est de l'undes quatre types suivants :1. M a deux valeurs propres nulles i.e. M est nilpotente et on dira que la singu-larit�e P est nilpotente ;2. M a exa
tement une valeur propre non nulle : on dira que P est une singularit�e
ol-n�ud ;3. M a deux valeurs propres non nulles �1 et �2 telles que �1�2 62 N? et �2�1 62 N? ;4. M a deux valeurs propres non nulles �1 et �2 et �1�2 2 N? ou �2�1 2 N? .Les singularit�es des deux derniers types sont appel�ees g�en�eriques.Nous faisons maintenant quelques remarques 
on
ernant les 
ourbes invariantespour 
es quatre types.Proposition 1. 1. Soit � un germe de 
hamp de ve
teurs semi-
omplet au voisinagede l'origine de C 2 et poss�edant une singularit�e isol�ee �a l'origine. On suppose que lepremier jet de � est nilpotent non trivial. Alors � est 
onjugu�e �a fY1;1;2 ou fY1;2;3 oufZ1;2;3 ou fP , o�u f est une fon
tion holomorphe ne s'annulant pas �a l'origine et :(a) Y1;1;2 = (2y � x2)�=�x + 2xy�=�y dont une int�egrale premi�ere est y(y � x2)et les deux 
ourbes invariantes sont y = 0 et y = x2.(b) Y1;2;3 = (3y � x2)�=�x + 4xy�=�y dont une int�egrale premi�ere est y(y � x2)2et les deux 
ourbes invariantes sont y = 0 et y = x2.(
) Z1;2;3 = 2y�=�x�3x2�=�y dont une int�egrale premi�ere est x3+y2 et la 
ourbeinvariante est x3 + y2 = 0.(d) P = (y� 2x2)�=�x� 2xy�=�y dont une int�egrale premi�ere (m�eromorphe) est(y � x2)y�2 et les 
ourbes y � x2 = 
y2; 
 2 C sont invariantes.D�emonstration : [12℄ Proposition 3.16 et Remarque 2.4. 2Soit � un 
hamp de ve
teurs holomorphe au voisinage de l'origine de C 2 �a sin-gularit�e isol�ee. D�esignons par F le feuilletage holomorphe singulier asso
i�e �a �. Cefeuilletage est �egalement d�e�ni par une forme di��erentielle holomorphe !.Dans le 
as d'une singularit�e 
ol-n�ud, d'apr�es un th�eor�eme de forme normale deDula
 (voir [9℄, [17℄), il existe un syst�eme de 
oordonn�ees dans lequel ! s'�e
rit!(x; y) = [x(1 + �yp) + yR(x; y)℄dy � yp+1dxo�u � 2 C , p 2 N? et l'ordre de R en (0; 0) est au moins p + 1. Formellement ona une forme normale plus simple : il existe un 
hangement formel de 
oordonn�ees(x; y)! (�(x; y); y) qui permet de 
onjuguer (en g�en�eral de fa�
on non 
onvergente)! �a !p;� = x(1 + �yp)dy � yp+1dxet � 2 C , p 2 N? sont les invariants formels de !. La forme normale 
onvergentemontre que fy = 0g est une 
ourbe invariante, on dira que 
'est la vari�et�e forte de !ou du 
ol-n�ud. Il est fa
ile de voir que l'indi
e de Cama
ho-Sad (voir [5℄, p.592) lelong de la vari�et�e forte est �egal �a z�ero. Par ailleurs fx = 0g est une 
ourbe invarianteformelle pour !p;�, elle sera appel�ee la vari�et�e faible de ! ou du 
ol-n�ud. En g�en�eral,
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orrespond pas �a une 
ourbe holomorphe. (En fait J.Rebelo montre dans [23℄que la vari�et�e faible 
onverge si et seulement si � est semi-
omplet.)Remarque 1. 2. Si la vari�et�e faible d'un 
ol-n�ud 
onverge, alors le 
hamp deve
teurs le long de 
ette 
ourbe invariante s'annule �a l'ordre au moins deux au pointsingulier P .D�emonstration : Si on prend un syst�eme de 
oordonn�ees (x; y) tel que les deuxvari�et�es invariantes soient les axes de 
oordonn�ees, alors ! s'�e
rit! = xA(x; y)dy � yB(x; y)dx;ave
 A(0; 0) 6= 0 et B(0; 0) = 0. 2Pour le type (3), il y a exa
tement deux 
ourbes invariantes. Elles sont lisses ettangentes aux espa
es propres E�1 ; E�2 de M . Leurs indi
es de Cama
ho-Sad sont�2�1 et �1�2 respe
tivement. Cela se voit en utilisant la forme normale de Dula
! = �1xA(x; y)dy � �2yB(x; y)dxave
 A(0; 0) = B(0; 0) = 1.En�n pour le dernier type, il existe une forme normale de Dula
 (voir [17℄)! = (nx+ �yn)dy � ydxave
 n 2 N? . On voit alors que fy = 0g est une 
ourbe invariante dont l'indi
e deCama
ho-Sad est �egal �a 1n . Lorsque � 6= 0, la vari�et�e fy = 0g est la seule 
ourbeinvariante. Sinon il y en a une in�nit�e donn�ee par les �equations x = 
yn; 
 2 C .1.2. Champs de ve
teurs ave
 point singulier isol�e dont le premier jets'annule.Th�eor�eme 1. 3. (Th�eor�eme B, [12℄) Soit � un 
hamp de ve
teurs holomorphe surune surfa
e 
omplexe 
ompa
te S. Si � poss�ede une singularit�e isol�ee o�u le premierjet de � s'annule, alors S est isomorphe �a l'une des surfa
es de Hirzebru
h Fn,n � 0. De plus, �a automorphisme de Fn pr�es, le 
hamp � est unique et donn�e en
oordonn�ees lo
ales autour de la singularit�e parx2�=�x � y(nx� (n+ 1)y)�=�y:1.3. Champs de ve
teurs ave
 point singulier non isol�e.Th�eor�eme 1. 4. ([22℄, Th�eor�eme A) Soit � un germe de 
hamp de ve
teurs ho-lomorphe d�e�ni et semi-
omplet au voisinage de l'origine de C 2 . Supposons quel'origine ne soit pas une singularit�e isol�ee de � et que le feuilletage F asso
i�e soitsingulier. Alors, �a 
hangement de 
oordonn�ees pr�es, � est de l'une des formes sui-vantes :{ Cas A : L'origine est une singularit�e isol�ee de F d'ordre 2.1. � = f(x; y)[xy(x� y)℄a[x(x � 2y)�=�x + y(y � 2x)�=�y℄ ;2. � = f(x; y)[xy(x� y)2℄a[x(x� 3y)�=�x + y(y � 3x)�=�y℄ ;3. � = f(x; y)[xy2(x� y)3℄a[x(2x � 5y)�=�x + y(y � 4x)�=�y℄o�u f(0; 0) 6= 0 et a 2 N? :



6 DLOUSSKY, OELJEKLAUS & TOMA{ Cas B : L'origine est une singularit�e isol�ee de F d'ordre 1 ave
 partie lin�eairenilpotente non triviale.1. � = f(x; y)[x3 + y2℄a[2y�=�x � 3x2�=�y℄ ;2. � = f(x; y)[y(y � x2)℄a[(2y � x2)�=�x + 2xy�=�y℄ ;3. � = f(x; y)[y(y � x2)2℄a[(3y � x2)�=�x + 4xy�=�y℄o�u f(0; 0) 6= 0 et a 2 N? :{ Cas C : L'origine est une singularit�e isol�ee de F d'ordre 1 ave
 deux valeurspropres non nulles.1. � = f(x; y)xnym�� o�u �� est un 
hamp dont la partie lin�eaire s'�e
ritmx�=�x�ny�=�y, f(0; 0) 6= 0 et m;n 2 N? ;2. � = xaybf(x; y)[mx�=�x � ny�=�y℄, ave
 m;n 2 N? , f(0; 0) 6= 0 et am �bn = �1 ;3. � = xf(x; y)[x�=�x + ny�=�y℄, ave
 n 2 N? et f(0; 0) 6= 0.4. � = (xy)l(x� y)f(x; y)[x�=�x � y�=�y℄, ave
 l � 0 et f(0; 0) 6= 0.2. Champs de ve
teurs sur les surfa
es de la 
lasse VII0On suppose dans la suite que S est une surfa
e 
ompa
te 
omplexe minimale telleque les nombres de Betti v�eri�ent les 
onditions b1(S) = 1 et b2(S) � 1. Pour unetelle surfa
e, l'espa
e ve
toriel des 
hamps de ve
teurs holomorphes est de dimensionau plus 1. En outre, s'il existe un 
hamp non trivial dont le 
ot induit une C ?-a
tion,alors S est une surfa
e d'Inoue parabolique (voir [13℄). Comme 
es surfa
es sont bien
onnues, on suppose dans la suite qu'un 
hamp de ve
teurs non trivial surS induit une a
tion e�e
tive de (C ;+).On rappelle d'abord laD�e�nition 2. 1. Un diviseur � sur une surfa
e S est appel�e un 
y
le de 
ourbesrationnelles, si � =Pp�1i=0 Di, o�u Di; i = 0; :::; p � 1 est une 
ourbe rationnelle etsi p = 1 : D0 a un point double ordinaire,si p = 2 : D0; D1 sont r�eguli�eres et D0:D1 = 2,si p � 3 : Di est r�eguli�ere, D0:D1 = D1:D2 = ::: = Dp�1:D0 = 1 et Di:Dj = 0 dansles autres 
as.2.1. Singularit�es isol�ees.Lemme 2. 2. Soit � un 
hamp de ve
teurs holomorphe non trivial sur S, F lefeuilletage (r�eduit) asso
i�e et P 2 S un point singulier (isol�e) de F . Alors pour toute
ourbe invariante 
 de F dans un voisinage de P , il existe une 
ourbe rationnelle Cde S invariante pour F 
ontenant 
.D�emonstration : Soit � : C � S ! S le 
ot asso
i�e �a �. On note I(z) � C legroupe d'isotropie d'un point z. On remarque que les groupes d'isotropie de deuxpoints d'une même orbite sont �egaux. Soit z 2 
.1) Supposons d'abord que � s'annule sur 
. Soit C la 
ourbe irr�edu
tible qui 
ontient
. D'apr�es [18℄, (2.2.2), la 
ourbe C est soit une 
ourbe rationnelle non singuli�ere,soit une 
ourbe rationnelle ave
 un point double ordinaire, soit une 
ourbe elliptiquer�eguli�ere. Or, si C est elliptique, S est une surfa
e d'Inoue parabolique ([18℄, (10.2))
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tion de C ? ([13℄), 
e qui a �et�e ex
lu.2) Si � n'est pas identiquement nul sur 
 on a I = I(z) 6= C .Nous avons les trois 
as suivants :a) I = I(z) est r�eduit �a l'identit�e. L'orbite C (z) est isomorphe �a C et don
 C =C (z) [ fPg est une 
ourbe rationnelle r�eguli�ere.b) I est isomorphe �a Z. L'ensemble des points �xes fy 2 S j 8u 2 I; u(y) = yg estun sous-ensemble analytique de S qui est propre puisque S n'admet pas d'a
tion deC ? , 
e qui prouve 
omme pr�e
�edemment le r�esultat.
) I est isomorphe �a Z2, C (z) est une 
ourbe elliptique 
e qui est impossible. 2Nous allons voir dans la suite que � n'admet pas de point singulier isol�e. Nous
ommen�
ons par montrer que si des singularit�es isol�ees existent 
e sont les singula-rit�es d'un 
y
le de 
ourbes rationnelles. D'apr�es le r�esultat prin
ipal de [21℄, noussavons que le jet d'ordre 2 de � en P est non nul. D'apr�es le th�eor�eme 1.3 s'il existesur S un point singulier isol�e de � o�u le premier jet s'annule, alors S est une surfa
ede Hirzebru
h Fn o�u n � 0. Nous pouvons don
 supposer dans la suite quele jet d'ordre 1 est non nul.Lemme 2. 3. Supposons que le point P soit une singularit�e isol�ee de �. Alors lepremier jet de � en P n'est pas nilpotent.D�emonstration : Consid�erons un 
hamps � dont le premier jet est nilpotent. LaProposition 1.1 nous permet de supposer que � est donn�e lo
alement par une desquatre formes normales que nous allons su

essivement ex
lure :(a), (b) et (d) : Les deux 
ourbes invariantes 
1 = fy = 0g et 
2 = fy = x2g sonttangentes, don
 d'apr�es le Lemme 2.2, il existerait sur S deux 
ourbes rationnellestangentes, 
e qui est impossible par [18℄ (2.2.4).(
) La 
ourbe invariante 
 = fx3 + y2 = 0g et don
 la 
ourbe rationnelle de S
ontenant 
 admettraient une singularit�e que l'on ne peut trouver sur une 
ourbed'une surfa
e de la 
lasse VII0 ([18℄ (2.2.2)). 2On rappelle que le support d'un diviseur � =P ÆiDi, not�e Supp(�), est le sous-ensemble analytique r�eduit de S qui est la r�eunion des 
omposantes Di dont le
oeÆ
ient Æi est non nul. Dans la suite on notera D� le diviseur e�e
tif asso
i�e �a �.Lemme 2. 4. Supposons D� 6= 0. Soit P 2 Supp(D�) un point singulier de F . S'ilexiste en P une 
ourbe invariante C 6� Supp(D�), alors la restri
tion de � �a C a unpoint singulier d'ordre 2 en P . En outre, P est un point r�egulier de Supp(D�) et Fn'a au
une autre singularit�e sur C.D�emonstration : Soit f = 0 l'�equation lo
ale d�e�nissant D� en P . Au voisinagede P , on a � = f�0. Comme P est une singularit�e de F , �0(P ) = 0, don
 le 
hamp� tangent �a C, s'annule �a l'ordre au moins deux en P . On rappelle qu'un 
hampde ve
teurs non-trivial sur une 
ourbe rationnelle a au plus deux z�eros en 
omptantles multipli
it�es. Par hypoth�ese la restri
tion de � �a C est non identiquement nulle,don
 elle s'annule exa
tement �a l'ordre deux en P et n'a pas d'autres z�eros. En plusil s'ensuit que f est de multipli
it�e 1 en P , don
 P est un point r�egulier de D�. 2



8 DLOUSSKY, OELJEKLAUS & TOMAProposition 2. 5. 1) Si P est une singularit�e isol�ee d'un 
hamp de ve
teurs � surS, alors le premier jet a deux valeurs propres non nulles dont au
un des rapportsn'est un entier positif.2) Si � a des singularit�es isol�ees elles sont exa
tement les singularit�es d'un 
y
le de
ourbes rationnelles.D�emonstration : 1) Nous avons d�ej�a prouv�e dans le Lemme 2.3 qu'il n'existe pasde singularit�e isol�ee nilpotente. S'il existe une singularit�e 
ol-n�ud ou une singularit�eave
 deux valeurs propres non nulles dont l'un des rapports est un entier positif,on la note P1. Si P1 est un 
ol-n�ud, on note C1 sa vari�et�e forte. Si P1 est unesingularit�e de type (4), on note par C1 la seule 
ourbe invariante passant par P1.(Voir se
tion 1.1. et noter que le 
as d'une in�nit�e de 
ourbes invariantes est ex
lud'apr�es le Lemme 2.2.) Dans les deux 
as on a CS(F ; C1; P1) � 0 (voir se
tion 1.1)et C1 admet une deuxi�eme singularit�e P2 6= P1 du feuilletage, d'apr�es la formule deCama
ho-Sad, qui aÆrme que la somme des indi
es de Cama
ho-Sad le long d'une
ourbe 
ompa
te est �egale �a l'auto-interse
tion de 
ette 
ourbe. D'apr�es le Lemme2.4, P2 n'appartient pas �a Supp(D�), 
'est-�a-dire P2 est en
ore une singularit�e isol�eede �. D'apr�es la formule de Cama
ho-Sad(�) CS(F ; C1; P2) = C21 � CS(F ; C1; P1) < �1:Le point P2 n'est pas une singularit�e 
ol-n�ud, sinon C1 serait sa 
ourbe inva-riante faible et 
elle-la n'admet qu'une singularit�e de multipli
it�e deux, d'apr�es laRemarque 1.2. Don
, en utilisant le Lemme 2.3 on voit qu'en P2 le jet d'ordre 1 adeux valeurs propres non nulles �1 et �2. D'apr�es (�) et la se
tion 1.1, les rapports�1�2 et �2�1 sont stri
tement n�egatifs, en parti
ulier ne sont pas dans N? . On en d�eduitqu'en P2 existe une se
onde 
ourbe invariante C2 etCS(F ; C2; P2) = 1CS(F ; C1; P2) 2℄� 1; 0[:Par 
ons�equent on a un seul autre point singulier P3 sur C2 et CS(F ; C2; P3) =C22 � CS(F ; C2; P2) < �1, don
 le premier jet en P3 admet deux valeurs propresnon nulles et on obtient par r�e
urren
e une suite in�nie de 
ourbes Ci ave
 deuxsingularit�es Pi et Pi+1 6= P1, 
ha
une ayant deux valeurs propres non nulles ave
des rapports stri
tement n�egatifs pour i � 2. Comme il ne peut exister sur S qu'unnombre �ni de 
ourbes, nous obtenons une 
ontradi
tion. Cela montre que les sin-gularit�es isol�ees du 
hamp � sont toutes du type (3), 
e qu'il fallait d�emontrer.2) On vient de voir que les singularit�es isol�ees sont toutes du type (3). Les 
ourbes in-variantes passant par 
es singularit�es ne ren
ontrent pas D� (d'apr�es le Lemme 2.4).Elles doivent don
 se refermer en un 
y
le (d'une ou plusieurs 
ourbes rationnelles),puisque 
ha
une d'elles admet exa
tement deux z�eros simples de �. 2Corollaire 2. 6. Soit � un 
hamp de ve
teurs holomorphe non trivial sur une sur-fa
e minimale S ave
 b1(S) = 1 et b2(S) > 0. On suppose que l'a
tion induite par� est une a
tion e�e
tive de (C ;+). Alors, il existe sur S au moins une 
ourberationnelle sur laquelle � s'annulle.D�emonstration : Si toutes les singularit�es de � sont isol�ees, elles sont toutesg�en�eriques, d'apr�es la Proposition 2.5. D'apr�es [4℄, S serait rationnelle 
e qui est
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ontraire �a l'hypoth�ese. Don
 il existe une 
ourbe C sur laquelle � s'annule. Cette
ourbe est rationnelle ou elliptique et dans le se
ond 
as la surfa
e S est une surfa
ed'Inoue parabolique (voir [18℄). Une telle surfa
e n'admet pas d'a
tion e�e
tive de(C ;+) (
f. Th�eor�eme 0.1). 22.2. Singularit�es non-isol�ees.Lemme 2. 7. Soit C une 
ourbe rationnelle de S. Alors il existe une feuille L deF telle que C = �L.D�emonstration : Si la restri
tion de � sur C n'est pas identiquement nulle, � esttangent �a C : sinon il y aurait une in�nit�e de translat�ees de C sur S, 
e qui n'estpas le 
as.Supposons alors que � s'annule sur C. Soit P 2 C un point qui ne soit ni unpoint singulier de F ni un point singulier de C. Supposons que la feuille LP de Fpassant par P soit transverse �a C. Il existe alors au voisinage de P un syst�eme de
oordonn�ees dans lequel C = fy = 0g, LP = fx = 0g, � = yf(x; y)�=�y et lesfeuilles ont pour �equation x = 
onstante. Comme x ne divise pas f , l'a
tion de Csur toutes les feuilles LP 0 pro
hes de LP est non triviale. On montrerait alors 
ommedans le lemme 2.2 qu'il existe une in�nit�e de 
ourbes 
ompa
tes. 2Lemme 2. 8. Soit � un 
hamp de ve
teurs sur S et F le feuilletage r�eduit asso
i�e.Alors les singularit�es de F sur D� ont toutes deux valeurs propres non nulles dont lesquotients sont des rationnels stri
tement n�egatifs. Par une telle singularit�e passentlo
alement exa
tement deux 
ourbes invariantes.D�emonstration : Le Th�eor�eme 1.4 nous donne les formes normales du 
hamp �au voisinage d'une singularit�e situ�ee sur D�. On donne trois arguments qui �e
artentle 
as A :i) Le 
hamp � s'annule sur trois 
ourbes invariantes transverses 
e qui donne une
ourbe rationnelle ave
 un point double et une 
ourbe rationelle r�eguli�ere, ou trois
ourbes rationnelles r�eguli�eres se 
oupant au même point. Cela est impossible surune surfa
e de la 
lasse VII0 ([18℄, (2.2.4)).ii) D'apr�es le Lemme 2.7, il y aurait trois 
ourbes invariantes du feuilletage, 
e quiest impossible vu les formes expli
ites donn�ees.iii) D'apr�es [22℄ Lemme 5.2, il y aurait sur S une in�nit�e de 
ourbes.Le 
as B est �egalement �e
art�e par [18℄ puisque les 
ourbes d'une surfa
e de la 
lasseVII0 n'ont pas de point de rebroussement et ne sont pas tangentes entre elles.Cas C : 3) est ex
lu 
ar le feuilletage est d�e�ni par le 
hamp �0 = x�=�x+ny�=�y dontle 
ot est �t(x; y) = (etx; enty). On aurait alors une in�nit�e de 
ourbes invariantes
e qui est ex
lu.4) Dans 
e 
as, le 
hamp admet trois 
ourbes invariantes, 
e qui est ex
lu ([18℄,(2.2.4)). Restent les deux formes normales qui 
orrespondent �a la situation annon
�ee.2Lemme 2. 9. Si � s'annule sur une 
ourbe irr�edu
tible C, le feuilletage F admetsur C au moins une singularit�e.D�emonstration : D'apr�es le Lemme 2.7 la 
ourbe C est invariante pour le feuille-tage F . Si C est singuli�ere, sa singularit�e est une singularit�e de F . Sinon on a



10 DLOUSSKY, OELJEKLAUS & TOMAC2 � �2 (voir [18℄). Par la formule de Cama
ho-Sad, on en d�eduit l'existen
e d'aumoins une singularit�e de F sur C. 2Proposition 2. 10. Chaque 
omposante 
onnexe du support de D� 
ontient un
y
le de 
ourbes rationnelles.D�emonstration : Consid�erons une 
omposante 
onnexe �0 de D� et appelons �la 
omposante 
onnexe du diviseur maximal de S 
ontenant �0. D'apr�es le Lemme2.4, les points singuliers du feuilletage F sur � se trouvent d�eja sur �0 et un 
y
le
ontenu dans � est d�eja 
ontenu dans �0.Supposons maintenant � sans 
y
le. On va en d�eduire une 
ontradi
tion. D'apr�es[18℄ (2.2.2), 
ette 
omposante ne 
ontient que des 
ourbes rationnelles r�eguli�eres etdeux 
ourbes ne se 
oupent qu'en un point au plus. On va 
onstruire un Q-diviseurpositif Z tel que pour toute 
ourbe C de S, on ait Z:C = 0. En parti
ulier pour unentier m 
onvenable tel que Z 0 = mZ soit un diviseur on aura (Z 0)2 = 0. D'apr�es[10℄, S 
ontiendra exa
tement un 
y
le de 
ourbes rationnelles ave
 b2(S) 
ourbes, 
equi donne une 
ontradi
tion. Pour 
onstruire Z on 
ommen
e par 
hoisir une 
ourbeirr�edu
tible C1 de � et on pose a1 = 1. D'apr�es les Lemmes 2.9 et 2.8, C1 doit 
ouper(au moins) une autre 
ourbe ; 
hoisissons en une C2 et soit P2 = C1 \ C2. D'apr�esle Lemme 2.8, si �i1 et �i2 sont les deux valeurs propres en la singularit�e Pi, leursrapports sont des rationnels stri
tement n�egatifs, don
 l'indi
e de Cama
ho-Sad [5℄du feuilletage au point P2 le long de C1 v�eri�e CS(F ; P2; C1) < 0. On posea2 = �a1CS(F ; P2; C1):Supposons C1; : : : ; Ci et a1; : : : ; ai > 0 d�eja d�e�nis. On 
hoisit une 
ourbe Ci+1 quiren
ontre une des 
ourbes Cj (1 � j � i) en exa
tement un point Pi+1 et on poseai+1 = �ajCS(F ; Pi+1; Cj):Si � ne 
ontient au
un 
y
le on peut d�e�nir par r�e
urren
e (�nie) les 
oeÆ
ients aipour toutes les 
ourbes de �. On pose Z = Pi aiCi. Si C n'est pas une 
ourbe de�, on a �evidemment Z:C = 0. Si Cj est l'une des 
ourbes de �,Z:Cj = Pi aiCi:Cj = ajC2j +Pi6=j;Cj\Ci 6=; ai= aj �C2j +Pi6=j;Cj\Ci 6=; aiaj �= aj �C2j �Pi6=j;Cj\Ci 6=;CS(F ; Pi; Cj)�= 0d'apr�es la formule de Cama
ho-Sad. 23. Surfa
es sp�e
ialesLa d�e�nition suivante a �et�e introduite par I. Nakamura. Un th�eor�eme dû �a Ma.Kato([18℄, (3.4)) aÆrme que lorsque b2(S) > 0, le nombre de 
ourbes rationnelles sur unesurfa
e de la 
lasse VII0 est au plus �egal �a b2(S). Il y a �egalit�e pour les surfa
es
ontenant une 
oquille sph�erique globale (voir [6℄).D�e�nition 3. 1. ([19℄) Soit S une surfa
e 
ompa
te minimale telle que b1(S) = 1et b2(S) > 0. On dira que S est une surfa
e sp�e
iale si S 
ontient exa
tement b2(S)
ourbes rationnelles.



SURFACES DE LA CLASSE VII0 11Th�eor�eme 3. 2. Soit S une surfa
e 
ompa
te de la 
lasse VII0 et b2 = b2(S) > 0.On suppose qu'il existe sur S une a
tion holomorphe e�e
tive de (C ;+) induite parun 
hamps de ve
teurs �. Alors S est une surfa
e sp�e
iale, le 
hamp de ve
teurs � n'aau
un point singulier isol�e et les singularit�es du feuilletage induit sont exa
tementles b2 singularit�es du diviseur maximal.D�emonstration : On a vu �a la Proposition 2.5 que si � a des singularit�es isol�eesil existe un 
y
le de 
ourbes rationnelles. De plus, il existe au moins un 
y
le de
ourbes rationnelles dans Supp(D�) (Proposition 2.10). S'il existe deux 
y
les, S estune surfa
e d'Inoue-Hirzebru
h ([18℄ (8.1)) (lorsque une surfa
e d'Inoue-Hirzebru
ha deux 
y
les, I. Nakamura l'appelle surfa
e d'Inoue hyperbolique). On sait que 
essurfa
es n'admettent au
un 
hamp de ve
teurs non trivial ([7℄, (2.5)). Don
 � n'aau
un point singulier isol�e, le support de D� est 
onnexe et 
ontient exa
tementun 
y
le de 
ourbes rationnelles. On note N le nombre de 
ourbes rationnelles surS. D'apr�es le Lemme 2.8, 
haque singularit�e de F est situ�ee sur exa
tement deux
ourbes (lo
ales) invariantes. De plus, si � ne s'annule pas identiquement sur une
ourbe rationnelle, alors d'apr�es le Lemme 2.4 elle ne porte qu'une singularit�e (
ette
ourbe rationnelle est le sommet d'un arbre). On en d�eduit que le feuilletage Fa exa
tement N singularit�es. On note D0; : : : ; DN�1 les N 
ourbes rationnelles,D =PDi le diviseur maximal et M(S) la matri
e d'interse
tion de D. La matri
eM(S) est d�e�nie n�egative : Sinon il existe un diviseur e�e
tif D0 ave
 (D0)2 = 0.D'apr�es [10℄ (Main Theorem et la d�emonstration de la Proposition 8.5, (8.6)), Sest une surfa
e admettant une 
oquille sph�erique globale de tra
e non nulle (voir[6℄, Thm. I.3.33, p.45). En
ore d'apr�es [6℄ (Thm. II.1.31, p.77), les seules surfa
esde tra
e non nulle ave
 un 
hamp de ve
teurs non trivial sont les surfa
es d'Inoueparaboliques et 
e 
hamp induit une a
tion de (C ? ; �). Ce 
as est ex
lu.Par 
ons�equent le syst�eme lin�eaireM(S)�ki�0�i�N�1 = �D2i + 2� 2g(Di)�0�i�N�1o�u g(Di) est le genre de Di, admet une solution rationnelle. Le Q-diviseurD�K := X0�i�N�1 kiDiv�eri�e d'apr�es la formule d'adjon
tionD�K:Dj = �K:Dj ; pour tout 0 � j � N � 1:Assertion 1 : Le diviseur D� =P0�i�N�1 tiDi v�eri�eM(S)0BBBBB� t0...tj...tN�1 1CCCCCA = 0BBBBB� 2 � 2g(D0)� Z(D0;F)...2� 2g(Di)� Z(Di;F)...2 � 2g(DN�1)� Z(DN�1;F) 1CCCCCA :



12 DLOUSSKY, OELJEKLAUS & TOMAo�u2� 2g(Di)� Z(Di;F) = 8<: 2� CardfSing(F) \Dig si Di est r�eguli�ere1� CardfSing(F) \Dig si Di est singuli�ereD�emonstration de l'assertion 1 : Soit C une 
ourbe invariante 
ompa
te de F ,P 2 C une singularit�e de F et Y un 
hamp de ve
teurs, ave
 une singularit�e isol�ee enP , qui d�e�nit F . Dans [2℄, Brunella d�e�nit un indi
e Z(P;C;F). Si C est r�eguli�ere,
et indi
e 
o��n
ide ave
 l'ordre d'annulation en P 2 C de la restri
tion YjC .Soit Z(C;F) = XP2Sing(F)\C Z(P;C;F)et �(C) := �KC � C2 = 2� 2g(C)la 
ara
teristique d'Euler. Alors, d'apr�es [2℄, on a
1(NF ) � C = C2 + Z(C;F) et 
1(TF ) � C = �(C)� Z(C;F):a) D'apr�es le Lemme 2.8, pour une 
ourbe rationnelle r�eguli�ere C, le 
hamp deve
teurs Y d�e�nissant F dans un voisinage de P = 0 est de la forme Y (x; y) =x ��x + �y ��y , ave
 � 6= 0.Alors Z(P;C;F) = 1 et(?) 
1(TF) � C = 2 � CardfSing(F) \ Cgb) Si C est une 
ourbe rationnelle ave
 un point double P , on �e
late une fois enP et en utilisant le 
as a) on trouve(??) 
1(TF) � C = 1 � CardfSing(F) \ CgLa formule de Brunella ave
 (?), (??) et le fait que TF = [D�℄ impliquent l'assertion1. 2Assertion 2 : On ai) D�:D = 0et ii) D�K = D� +D:D�emonstration de l'assertion 2 :i) Se v�eri�e en utilisant l'assertion 1.ii) La matri
e M(S) est d�e�nie n�egative etD2i + Z(Di;F) = D �Dipour i = 0; � � � ; n� 1:Les deux syst�emes de Cramer donnent pour i = 0; � � � ; n � 1



SURFACES DE LA CLASSE VII0 13detM(S)(ki � ti) = det0BB� D20 : : : D0 �D : : : D0Dn�1D0D1 : : : D1 �D : : : D1Dn�1... ... ...D0Dn�1 : : : Dn�1 �D : : : D2n�1: 1CCA= detM(S);o�u (Dj:D)0�j�n�1 est la i-i�eme 
olonne.Don
 ki � ti = 1 pour tout i = 0; : : : ; n � 1. 2Par 
ons�equent D�K = D� +D est �egalement un diviseur e�e
tif, qu'on appelerale diviseur num�eriquement anti
anonique. On en d�eduitK:D� +D2� = (�D�K):D� +D2� = �(D� +D):D� +D2� = �D:D� = 0:I
i le �br�e lin�eaire tangent au feuilletage est TF = [D�℄ ; en appliquant l'une desformules de Baum-Bott (voir [2℄, Proposition 1) on obtient,N = Det(F) = 
2(S)� 
1(TF)
1(S) + 
1(TF )2 = 
2(S) +KD� +D2�= 
2(S) = b2(S): 2Remarque 3. 3. Si un 
hamp de ve
teurs � sur une surfa
e de la 
lasse VII0 induitune a
tion de C ? , alors S est une surfa
e d'Inoue parabolique ([13℄). Une telle surfa
e
ontient une 
oquille sph�erique globale et elle est don
 une surfa
e sp�e
iale. Nousavons alors le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 3. 4. Soit S une surfa
e minimale de la 
lasse VII0 ave
 b2 > 0 admet-tant une a
tion de (C ;+). Alors il existe une d�eformation holomorphe de S en unesurfa
e de Hopf primaire �e
lat�ee b2 fois.D�emonstration : D'apr�es la proposition 2.10 et le th�eor�eme (1.5) de [19℄, on ale r�esultat. 2Remer
iements :Les auteurs remer
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