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2 AURELIEN DEYA

1. PRELIMINAIRES: MOUVEMENT BROWNIEN, MARTINGALES CONTINUES

Prérequis: espace de probabilité, variable aléatoire, indépendance, espérance conditionnelle.

1.1. Modification/indistinguabilité, processus stochastique.

Définition 1.1. Soient X = {X,,a € A} et Y = {Y,, a € A} deux familles de variables aléatoires

indexées par un méme ensemble A (quelconque) et définies sur un méme espace de probabilité (Q, F,P).
On dit que Y est une modification de X si, pour tout a € A, il existe Q, € F tel que

IP’(QG) =1 et X,(w)="Y,(w) pour toutw € .
On dit que X et'Y sont indistinguables s’il existe Qe F tel que
IP(Q) =1 et X,(w)="Y,(w) pourtoutw e Q et tout a € A.

Définition 1.2. Soit (2, F,P) un espace de probabilité. On appellera processus stochastique a temps
continu (ou plus simplement processus stochastique) toute application X : Ry x Q — R telle que, pour
tout t > 0, X : Q@ — R est une application mesurable (autrement dit X; est une variable aléatoire).

1.2. Un processus stochastique fondamental: le mouvement brownien.

Définition 1.3. Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Un processus stochastique W : Ry x Q@ — R est
appelé un mouvement brownien si:

(i) Wo(w) = 0.

(17) Pour tous s < t, Wy — W5 ~ N(0,¢ — s).

(791) Pour tout s > 0, le processus {W, — Wy, r > s} est indépendant du processus {W,, 0 < u < s}.
Autrement dit, si X est une variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu générée par {W, — Wy, r >
s}, et Y une variable aléatoire mesurable par rapport a la tribu générée par (Wy)o<u<s, alors X et'Y
sont indépendantes.

(iv) Pour presque tout w € Q, t — Wi(w) est une fonction continue.

Théoréme 1.4. Il existe un espace de probabilité (2, F,P) et un processus stochastique W : Ry xQ — R
tel que W soit un mouvement brownien.
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Remarque 1.5. Si {W;, t > 0} est un mouvement brownien, alors pour tout s > 0 fixé, le processus
{Witps — Ws, t > 0} est aussi un mouvement brownien.
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1.3. Quelques outils de la théorie des martingales continues.

Soit (€2, F,P) un espace de probabilité et (F;);>o une filtration sur cet espace (c’est-a-dire chaque F;
est une sous-tribu de F, et on a Fys C JF; pour tous s < t).

Définition 1.6. On appelle martingale (relativement a (Fy)) tout processus stochastique M : [0, T]xQ —
R tel que:

() pour tout t € [0, T, My € Fy (M est Fy-mesurable);
(73) pour tout t € [0, T], My est intégrable;
(#i1) E[Mt’]—"s] = M, pour tous 0 < s <t <T.

On appelle ensuite martingale continue (relativement a (Fy)) toute martingale M : [0,T] x Q@ — R
(relativement & (Fy)) telle que, pour presque tout w € Q, la fonction t — M(w) est continue sur [0,T).

Ezemple: un mouvement brownien {W;, ¢t € [0, T]} est une martingale continue relativement & la filtration
Fi = O'(WS, 0<s< t). En effet, pour s < t,

E[Wi|F] = E[W, — W, | F] +E[l4/;|fs} =E[W, - W] + W, = W,.

AL Fs €Fs

Définition 1.7. On appelle temps d’arrét (relativement a (Fy)) toute application T : Q — [0, 00] telle
que pour tout t, {T <t} € Fy.

Proposition 1.8. Si M est une martingale continue et 7 un temps d’arrét (relativement d la méme
filtration (Ft)), alors le processus M™ défini par M| := M, est une martingale continue (relativement

a (Ft)).

1.3.1. Inégalité mazximale de Doob.

Théoréme 1.9 (Inégalité maximale de Doob). Soit (M;)i>0 martingale continue, et T > 0. Pour tout
A>0, 0na

1
IP’( sup |M;| > )\> < = -E[|M7]], (1.1)
0<t<T A
et pour tout entier p > 2,
P P
EK sup |Mt|) ] < (p) E[|Mr]?]. (12)
0<t<T p—1

Preuve. On fixe T > 0.
Etape 1: Montrons que pour tout A > 0,

1
P(OiltlET | M| > >\> < 3 'E[l{supOStST IYARSSIA (1.3)
ce qui entrainera immédiatement (|1.1)), et servira ensuite a montrer (1.2)).

Soit A > 0, et pour tout n > 0, introduisons la subdivision ¢} := ’;{7 k e N.

On considere le temps aléatoire 73 défini par

n {minkeN {tr | Myn| > A} sl existe k € N tel que |Min| > A
Ty ‘=

00 sinon.

11 est facile de voir que
{ supT|MtZ| >N ={m <T}. (1.4)

0<tr<
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Décomposons maintenant 1(-n<7y|Mr| sous la forme

Lo <y Mr| = Lncry | Mep| + Lpnemy (IMr] = [ Moy )

o]
= Lipeny M|+ ) Lip<apery (Mg, | = 1My )
k=0
2" —1
= peny Mol + 3 Lpaapy (1M | = M)
k=0
de telle sorte que
o1

E[1(rp<ry|Mrl] = E[Lpary Mopl] + 3 E|Lipaay (1M, | - |Mtg|)}
k=0

2’”._1 B
= E[LigeryMe[] + Y E[E[ Ly 1My, | - 1My ) | Fy
k=0
ano1
=E[Lppeny | Mal] + Y E|LppeqE[IMy,, | = [My] ‘ftz]] : (1.5)
k=0
ol, pour obtenir la derniére égalité, on a utilisé le fait que {7 <t}} € Fip.
On peut ensuite successivement affirmer
E[|My | = My|| Fip] =E[|My || Fip] = M| (car My, € Fiy)
> |E[Myy, | Fip]| = [Mip|  (inégalité triangulaire)
et comme M est une martingale,
E[Miy,, | ]| = M| = [Mip | = | Mz | = 0.

Ainsi, E[|Mtg+1| - |MtZ| “Ftﬁ] > 0, et en revenant a ([1.5)), on obtient
E[1rp<ry|Mrl] > E[1rpcry [Mep ] 2 X-P(0 < T).
——
>A
En se souvenant de I'identité (|1.4), on déduit

—_

P(OSSIS%I%T |MtZ| = /\) <3 E[]‘{SUPogtng |MtZ\ZA}|MT|] : (16)

>

Notons maintenant D :=|J,,~o Ux_o  n1tr}. 1l est facile de constater, en appliquant par exemple le
théoreme de convergence dominée, que

}P’(sup|Mt| > A) = lim ]P’( sup | M| > )\>
teD n—00  \ o< <T
et

E[l{suptep IMtIZA}lMTH = nILH;OE[l{supothST |M,,Z\2A}|MT|] :
Ainsi, en faisant tendre n — oo dans , il vient

1
P(sup [My] > A) < 5 B[ (sup, o, 1vso 203 Mr]] (1.7)
teD

Enfin, comme ’ensemble D est dense dans [0,7], et que la martingale M est continue, on a (p.s.)
supg<i<7 | Mt| = sup,e p | M|, et donc I'inégalité (1.7) correspond en fait a I'inégalité ([L.3) recherchée.
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FEtape 2: Preuve de (1.2]).
Soit p > 2. Pour plus de clarté, notons désormais My = SUP4e (0,77 |My|. Ecrivons, pour tout k > 1,

E[(M7 Ak)P] = ]E[/OM%M pAP~ ! d/\]

k
E|:/ p)\p_ll{]yj;ZA} d)\:|
0

k
=p / ANPIP(My > A)dXx  (Fubini),
0
et donc, en utilisant ’étape 1, on obtient

k
E[(M7 A K] < p/ AR [L a2 | Mr|] dA
0

k
gpﬂ-z[|MT|/0 AP—21{M;>A}dA] (Fubini)
M Ak
[|MT| / NP2 dA}

0

< o Bl (k1] < S BT B ARYTT,

ou l'on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwarz pour obtenir la derniére inégalité. On a ainsi établi que
pour tout k£ > 1,

<pE
P

E[(Mf A k)7 < %EUMTV’]””, (1.8)

et I'inégalité ([1.2)) recherchée est finalement obtenue en faisant tendre k — oo.
O

1.3.2. Processus-crochet associé a une martingale de carré intégrable.

Définition 1.10.
Un processus X : Q0 x I — R sera dit de carré intégrable si pour tout t € I, ]E[\Xtm < 0.

Un processus X : Q x I — R sera dit borné s’il existe une constante (déterministe) K > 0 telle que
pour presque tout w € Q et tout t € I, | X;(w)| < K.

Théoréme-Définition 1.11. FEtant donnée une martingale M continue et de carré intégrable, il existe
un unique processus, noté (M) et appelé crochet de M, qui soit: (i) nul en 0 (p.s.); (ii) continu (p.s.)
(iii) croissant; (iv) tel que le processus t — M2 — (M), soit une martingale continue.

Remarque 1.12. L’unicité dans ce résultat doit étre comprise d indistinguabilité prés (cf section |1.1)).

Remarque 1.13. Le crochet (M) est aussi régulierement appelé variation quadratique de M: cette derniére
terminologie trouvera sa justification dans la preuve du résultat, a travers notamment la considération
de la suite V(™) de processus définie par (T.15)).

Ezercice 1.14. Soit {W}, t > 0} un mouvement brownien sur un espace de probabilité donné. Montrer
que, relativement & la filtration (F;)¢>o générée par W, on a (W), =t pour tout ¢t > 0.

Le reste de cette section (1.3.2)) est consacré & la preuve du Théoréme-Définition [[.11] Nous exam-
inerons ensuite plusieurs conséquences importantes de ce résultat dans la section

Pour la preuve du Théoréme-Définition [T.11} nous aurons besoin de trois lemmes (I.15)), [T.16]et [T.17)).
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Lemme 1.15. Pour toute martingale M de carré intégrable, on a, pour tous 0 <r < s <t
E[(M, — My)? | F,] = E[M7 — M2 | F,] (1.9)

et
E[(M, — M,)? | Fs] = E[M} — M2 | F] + (M, — M,)*. (1.10)

Preuve. Pour la premiere identité, on a en effet

E[(M; — M)* | F,] =E[M? | ] — ZE[MtM|]-“]+IE[M2{]-‘]
=E[M? | Fr] - 2B[E[MM, | F] | F,] + E[MZ[F]  (car Fr C F)
— E[M? | F,] — 2E[M,E[M, | F,] | F.] + E[M2| F.]  (car M, € F.)
=E[M}? | F.] - 2E[M? | F,] + E[M? | F,] (car M est une martingale)
=E[M} - M| F].

Pour la deuxiéme identité, on a
E[(M; — M) | Fs] = E[((My — M) + (M — M,))? | F]
=E[(M, — M,)*| F] +2(Ms — M) E[M; — M, | Fi] + (Mg — M,)*.
Or, par , on sait que E[(Mt - M,)? ’.7-'5] = E[Mf - M2 ’]:S], et comme M est une martingale, on
a E[Mt — M, |]-'S} =0, ce qui conduit a .
|

Lemme 1.16. Soit M une martingale bornée. Pour tout n > 1 et tous tempstog <t1 < ...<t,, on a

n—1

E[Z(Mti+1 - Mti)2:| = E[|Mtn|2] - E“MtoP] ) (111)
i=0
et
n—1 n—1
E[(Z(th — M) ) } ZIE (My, ., — My )*] +2> E[(M,,,, — My,)*{(My,)* — (My,,,)*}] -
i=0 i=0
(1.12)
En particulier, pour tout intervalle [s,t] de R+, on a
sup < o0, (1.13)
(ti)EA [s,t] 0 L2(Q)

ot le supremum est pris sur ’ensemble A,y des subdivisions (t;) = {s =to <t; <...<t, =1, n>1}
de [s,t].
Preuve. L’identité ([1.11) est une conséquence immédiate de (|1.9), puisqu’en effet, d’apres cette égalité,

n—1 —

E[Z(Mtﬂ M,.) ] ZE (M, ,, —M;,)? Z{IE (My,, )] -E[(M,)*]} = E[| My, 2] ~E[| My, |?] -

=0 =0

Pour (1.12)), on a

n—1 2 n—1
E |:< Z(Mti+1 - Mt’i)2> :| = E|: Z (Mt¢+1 - Mti)2(Mti/+1 - Mti/)2:|
i=0 i=0

n—1
=E [ Z(Mt1:+1 - Mti)4:| + QE[ Z (Mt7:+1 - Mti)z(Mti/+1 - Mti/ )2 )
i=0 0<i<i’'<n—1
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puis
E|: Z (Mti+1 - Mti)z(Mti/_‘_l - Mti/)2:| = Z E |:(Mti+1 - Mti)2 Z (Mti/+1 - Mti’ )2
0<i<i'<n—1 0<i<n—2 i+1<i'<n—1
S TRV o (RS E|
0<i<n—2 L i+1<i’<n—1
= Z E (MtiJrl - Mti)Q Z E[(Mti/+1)2 - (Mti/)Q “Fti+1:|:| (par "
0<i<n—2 L i+1<i’<n—1
= Z E (Mtz'+1 - Mti)QE |:(Mtn)2 - (Mt'i+1)2 ]:ti+1:|:|
0<i<n—2 -
= Z ]E[(Mti+1 - Mti)2{(Mtn)2 - Mti+1)2}] )
0<i<n—2

et nous avons ainsi établi (1.12)).

En ce qui concerne (|1.13)), introduisons d’abord une constante K > 0 telle que pour presque tout
w € Q et pour tout ¢, [M;(w)| < K. En repartant de (1.12)), on déduit

E {( Z_O(Mtwrl o Mti)2> ] = z_; E[(MtiJrl B Mti)ﬂ +2 X_{: E[(Mti+1 - Mti)Z{(Mth - (MtH»l)Z}]
n—1 n—1
< (2K)2 Z E[(Mti+1 - Mti)2] + 2K2 Z ]E[(Mti+1 - Mti)2]
=0 =0

< 6K°E[(M,)*],

ou la derniére inégalité découle de ((1.11]). La borne obtenue ne dépend donc pas de la subdivision de [s, t]
choisie, ce qui prouve ((1.13]).
O

Lemme 1.17. Toute martingale continue, nulle en 0, et a variation totale finie, est identiquement nulle
(c’est-a-dire: pour presque tout w € et pour tout t, My(w) =0).

Rappel: une fonction f : I — R (I intervalle de R,) est dite & variation totale finie si pour tous
s<tel,

n—1
Vsi(f) == sup Z|f(tv:+1)*f(ti)| < o0,

(ti) €A1 =0
oll le supremum est pris sur 'ensemble A, , des subdivisions (¢;) = {to =s <t1 <...<t, =t, n>1}
de [s,t].
Des lors, on appelle processus a wvariation totale finie tout processus M : Q x I — R tel que pour
presque tout w € Q, M(w) est une fonction & variation totale finie.

Remarque 1.18. Toute fonction monotone est une fonction a variation totale finie. La somme (ou la
différence) de deux fonctions & variation totale finie est une fonction & variation totale finie. Toute
fonction lipschitzienne est une fonction a variation totale finie.

Preuve du lemme[L.17
I. Cas borné.

On suppose pour l'instant que M est borné et a variation totale bornée, autrement dit
qu’il existe une constante K > 0 telle que pour presque tout w € Q0 et pour tout t, |[M;(w)| < K
et Vo (M)(w) < K.
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On fixe T' > 0. Par 'inégalité de Doob (Théoréme , on sait que
2
E[( sup |Mt|> } <4E[(Mr)?],
0<t<T
et par conséquent il suffit de montrer E[(M7)?] = 0.

Pour tout entier m > 1, on considere la subdivision ¢}* := % (0 <i<m)del0,T]. Comme My =0,
on a

E[(M7)?] = ”12_:1 (]E[(Mtﬁl)ﬂ - E[(Mtr)2]) = nf_lE[(Mt;zl)z — (Mym)?]
et donc, en appliquant j:;on déduit -
el(um’) -5 3 (i, - 20| <2[(omnJat, - 20z) (3 b, — s )]
< E[<O§isélg—l | My, — My ) VO,T(M)}
< K]E[(nggg_l | My, — Mt¢|)} . (1.14)

P.s., la martingale M est continue, donc uniformément continue sur [0, 7], et par conséquent on a p.s.

SUPg<i<m—1 |Mt§'ﬁrl — Mim| — 0 quand m — oco. Par ailleurs, M est bornée, et 'on peut donc appliquer
le théoreme de convergence dominée pour affirmer que

]E|:( sup |Mt?}H — Mt;n

0<i<m—1

)} mI.
En faisant tendre m vers l'infini dans (1.14), on déduit E[(Mr)?] = 0.

II. Cas général.

On revient aux hypothéses contenues dans l’énoncé du théoréme.
Soit M une telle martingale, et pour tout entier n > 1, considérons le temps d’arrét

T := inf {t Vo (M) > n} .
Notons dés & présent que pour 0 <t < 7, |M;| = |M; — My| < Vo (M) < n.
Pour tout n > 1 fixé, on sait, par la proposition que le processus stoppé M™ (rappel: M :=
Mipr,) est une martingale. Comme nous venons de le voir, cette martingale est bornée (|M,™| < n pour

tout ¢) & variation totale finie majorée par n.

Tn

D’apres le cas I ci-dessus, on sait que pour tout n > 1 et tout ¢, ]E[(Mt )2] = 0, et donc il existe un
événement ,, ; de probabilité 1 tel que M/ (w) = 0 pour tout w € Q,, ;.

Pour conclure, soit  un événement de probabilité 1 sur lequel M est continue, et posons
Q:=0Qn (mnzue@ Qn,t) .

On a P(2) = 1. Fixons w € Q. Pour tout n > 1 et tout ¢t € Q, M/ (w) = 0. En faisant d’abord tendre n
vers l'infini, et en notant que 7, (w) "%° 0, on obtient M;(w) = 0 pour tout ¢t € Q. Puis par continuité
de M (w), on obtient le résultat désiré, ¢’est-a-dire My (w) = 0 pour tout ¢.

]

Preuve du Théoréme-Définition |1.11].

Unicité. Supposons qu’il existe deux tels processus, notés A et B. La différence de deux martingales est
encore une martingale, et donc le processus Dy := (M? — A;) — (M? — B;) = B; — A; est une martingale.
Il s’agit par ailleurs d’'un processus continu, a variation finie, et nul en 0: par le lemme [1.17, D = 0 p.s,
autrement dit A et B sont indistinguables.
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Existence.
1. Cas borné.

On suppose pour l’instant que M est borné. Soit K > 0 une constante (déterministe) telle
que pour preque tout w € Q et pour tout t, |M;(w)| < K.

Pour tout n > 1, on introduit la partition A, := (t}'), ou ¢ := 5% (i € N) de R4, en notant que
A, CApyr. Sit >0, il existe un unique k € N tel que ¢ <t <t} ;: on définit alors
k—1
VI = S (M — M )? + (M — My )? . (1.15)
i=0

La variable Vt(") correspond ainsi & la variation quadratique de M (sur [0,t]) relativement d (t});en. Le

processus t — M; étant continu (p.s), il est facile de voir que ¢ +— Vt(") est lui méme continu (p.s), pour
tout n > 1 fixé. On dispose également, grace au lemme du contrdle uniforme

sup E[(V/™)?] < Ck, (1.16)

n>1

pour une certaine constante Cx > 0 ne dépendant que de K.

Etape 1: On montre que pour tout n > 1, t — M? — Vt(n) est une martingale.

D’abord, si tp < s <t <t} , la différence V™ — v se résume a

V" = VM = (M, = Myp)? — (M, — My )?.

Par conséquent,

E[(M7 - V") = (M2 - VIV) | R] = E[(M7 - M2)| 7] — E[(V,") = V) | 7]

= E[(M? — M2)| F] —E[(My — Myn)* | Fo] + (Mg — Myp)?.
Par ([L.10), on sait que E[(M; — M;n)? | Fo] = E[(M? — M2)| F,] + (Ms — M;»)?, et donc
E[(MZ = V") = (M2 = VM) | F] =0

ce qui correspond au résultat désiré.

Sitpy <s<tp, <...<ty <t<t},aveck </l ona
-1
AN 7O VA My )? + Z Min | — Mn)? — (Mg — M;n)?, (1.17)
i=k

donc
E[(M2 - V™) — (M2~ V)| F]
— E[(M? — M2)| F,] —E[(V" — V") | F]
—1
=E[(M] - MD)| F] —E[(M; = Mp)* | Fs] = Y E[(Miy,, = Mp)* | Fo] = E[(Myp,, — Myy)? | F]
1=k-+1

En exploitant les formules (1.9))-(1.10)), on déduit successivement
E[(M; — My )? | Fo] = E[(My)* — (Myp)* | ],

-1 -1
Z E[(Mt?“ - Mt?)2 | fs] = Z ]E[(Mth ) Mt” |}_} [(Mt}?')2 - (Mt2+1)2 |f8] )
i=k+1 i=k+1

E[(MtZJrl o Mt:')Q | ]:s] = ]E[(MtZJA)Q o | Fs ] M Mt") .
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En injectant ces identités dans (1.18]), on obtient

E[(M? - V™) — (M2 = VM) | F]
= E[(M? — M2)| F,] = E[(My)? — (M | Fo] = E[(My )2 = (Myg, )2 | Fo] = E[(Myy,)* = (M,)? | 7]

— (Mg — My )? + (Mg — Myn)* =0,
ce qui achéve de montrer que M? — V(™ est une martingale continue.

Remarque: malgré cette propriété de martingale, le processus t — Vt(n) (pour n > 1 fixé) ne répond pas
aux criteres de l’énoncé, car il ne s’agit pas d’un processus croissant.

FEtape 2: On montre que pour tout t > 0, la suite (Vt(n))nzl est une suite de Cauchy dans L*(Q).

A cette fin, observons d’abord que pour tous 1 < n < r, on peut écrire, si t} <t; <t < tg—&-l < t};_H,

T I A ||
||||||| |||||'|||
t
&3 ti tk Uiy
k—1 (i+1)27""—1
Vt(n) _ Vt(r) :Z {(Mthl — My )? - Z (Myr,, — Mt;)Q}
i=0 j=igr—m
-1
2 2 2
+ {(Mt = Myn)” = {(Mt - Mg+ Y (Myr | — Mr) ]} :
j:k Qr—mn
Posons alors, pour tout 1,
(i+1) 27 " —1
Dy =Dj" = (M, —Mp)* = > (My,  —My)?,
j=igr-n
et définissons par ailleurs
-1
R = {(Mt — Mtg)2 — {(Mt — Mt;)2 + Z (Mtjr+1 — Mt;)z] } ,
j=k2r—n
de telle sorte que
: " k—1 k—1
(n _ T _ . Tn . T,
IV Vi HL2(Q> N H ;Dl R L2(Q) = H ;DZ L2(Q) + |17 HL2(Q)' (1.19)

Nous allons montrer que ces deux dernieres normes tendent vers 0 quand n,r — oo.

On a d’abord
-1
Iy < 08 = M2y + 1O~ My + | g, =hag] a0
j:kﬁ27l7"

En utilisant la continuité de M et le théoréme de convergence dominée (rappelons que M est bornée),

on voit clairement que ||(Mf — Mtﬁ)ZHB(Q) + ||(Mt — My "I, Par ailleurs, en utilisant la

)? ||L2(Q)
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formule (|1.12), on obtient

-1 2
(5 i)
j:k27'7‘n
-1 -1
—E[ > (04 Mt;_)‘*] +2E[ > (0 Mt;)2{(Mt;)2(Mt;+l)2}] (1.21)
j=k2r-n j=k2r-m

Or on a

-1 -1
) <Mt;+1—Mt*)4S< sup <Mt;+1—Mt’-')2) > (M, = My)*

J

j=k2r—n 0<j<e—-1 j=k2r—n
< < sup (Mg — Mtr_)2> v (1.22)
0<j<e—1 7T !

et de méme
-1
Y. (M = M) {(My)? = (Myy, )%} < ( sup  |(My;)? — (Mt;+1)2|> v (1.23)

]+1 r—n y —
j=kar—n k2 <j<e—-1

donc, en revenant a (|1.21),

£—1

2f(( 3 o, -p?)

j=k2r—n

S]EK sup (M | —Mt;)2> -VJ”} +2JEK sup ‘(Mtg)Q—(Mt;H)Q‘) -VJ”}
0<j<t—1 k2r-n<j<i—1

IN

291/2

r 1/2

]E|:( sup (Mt;+1 — Mt;)2> :| E[(‘/t( ))2] /
0<j<e—1

291/2

™ 2

+ 2EK sup  |(My;)? - (Mt;+1)2|) } B[V (1.29)
kor-n<j<é—1

ou la seconde inégalité découle de I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Souvenons nous maintenant que d’apres (1.16), sup,,>; E [(V;(n)f] < Ck. D’autre part, en utilisant la
continuité p.s. de M (et donc la continuité uniforme de M sur [0, ¢]), ainsi que le théoréme de convergence
dominée (rappelons que M est bornée), on constate que

2 2
EK sup  (Myr | —Mtr_)2> ] =30 et ]E[( sup  |(Myr)® — (Mtv;ﬂ)?]) } Z%0.
0<j<e—1 J J kor-n<j<e—1 !
En revenant a (1.20), on déduit finalement le résultat souhaité, c’est-a-dire
IR | 20 0. (1.25)

,n—00

Considérons maintenant la premiére quantité dans la borne (L.19), ¢’est-a-dire || Zi.:ol Di| L) On
abD,; e ]:t?%l et

k-1 2 k—1 k—1
E[(ZDi) ] = Y E[DD,] =Y E[(D)]+2 Y E[DiD]
i=0 i,i'=0 i=0 0<i’<i<k—1
k—1
=> E[(D:)*]+2 > E[DsE[D;|Fn]]. (1.26)

i=0 0<i'<i<k—1
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Pour tout 4, on peut écrire, en appliquant (1.9)),

(i+1)2" " -1
E[D;| Fin] = E[(Myn  — Myp)? | Fin] = > E[(Myr, — Myr)? | Fin]
j=i2r—n
(i+1)27""—1
]E[(Mtjﬂ) (Mn)? | Fin] — Z E[(Mth) (M) 2| Fin]
j=i2r—n

=E[(Mi,,)? = (Mp)? | Fip] = E[(Myz, | )? = (Mip)? | Fep] =
En revenant a , on déduit
k-1 k-1
E{(ZDOQ] :E{Z(Di)Q]. (1.27)
i=0 =0

Pour majorer cette derniere quantité, nous pouvons a présent reprendre les arguments qui nous ont servi
pour contréler E[(R;"™)?]. Notons d’abord que

(i4+1)27 " —1 2
(Dy)* <2 |:(Mt;"+1 - Mp)* + < Z |Myr | — Mt;|2> } )
j=i2r—n
avec, par la formule ,
(i+1)2" "™ 2
(R
j=igrn
(i+1)27 ™ (i4+1)27 "
s D SRCUNEEON FEL D SR PRSI S NG
j=i2r—n j=ior—n

On obtient de cette fagon, en reprenant le raisonnement contenu dans ((1.22)), (1.23) et (1.24)),

k—1
E{Z(Di)Q]
1=0
k—1 k—1 (i+1)27 "1
<2{E[Z(Mt; — M) }JFE[Z S (Mt;H_Mt;)ﬁl}
i=0 =0  j=i2r—m
k—1(i+1)2"" " —1

can[ S g, -t (0 - 00, )]

1=0 j127n

< Z{E[( sup (M, | _Mt?)2> 'Vt(n)] +E[< sup  (Mr | _Mt_';?>2) 'Vt(r):|

0<i<k—1 0<j<e—1

. _ o2 Ly
+2E[< S (M, )? = (M) \) Vi H
i2r—n§jg(i+1)2r—n_l

291/2 291/2
SCK{IEK sup (M, Mt?)Q) } +EK sup (Mt;'ﬂ Mt;)2> ]

0<i<k—1 0<j<e—1

HEK sup (M, ) = (Mtﬁl)on 1/2} ’

0<i<k—1
327" Sjg(i+1)2T7”—1

pour une certaine constante cx > 0 qui ne dépend que de K.

En utilisant la continuité uniforme de M sur [0, t], ainsi que le théoréme de convergence dominée, on
voit facilement que ces trois dernieres espérances tendent vers 0 quand n,r — oco. Ainsi, nous avons
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montré que E[Zf;ol(Dl)z] "2 0, et done, grace a Didentité (T.27),
k-1

| >
i=0

En revenant & (|1.19) et en tenant compte des deux résultats de convergence (|1.25)) et (1.28)), on obtient
la propriété escomptée, a savoir

n,r— 00
—

0. 1.28
2o (1.28)

e A P
La suite (Vt(n))nzl est bien de Cauchy dans L?(Q).

Etape 3: Conclusion.

Pour tout ¢ > 0, notons V; la limite, dans L?(Q2), de la suite (V;(n))nzl (nous savons, grace a 'étape 2,
que cette limite existe). Montrons que le processus t — V; ainsi défini satisfait les propriétés recherchées.

Continuité. Nous savons, grace a 'étape 1, que pour tous n < r, les processus M? — V() et M2 — V()
sont des martingales continues: il en est donc de méme pour leur différence V") — V() Nous pouvons
maintenant appliquer 1'inégalité de Doob (théoréme a cette martingale pour affirmer que, pour tout
T > 0, et pour une certaine constante ¢ > 0, on a

2

EK S LAR —vf")|> ] ch[\VT“) — VMR 0.
te[0,T]

Nous constatons de cette fagon que pour tout 7' > 0, la suite de fonctions aléatoires ([0,7] — R, ¢ — Vt("))

est de Cauchy dans l'espace L?(Q;C([0,T];R)), ou C([0,T];R) désigne I'espace des fonctions continues

sur [0, 7], muni de la norme du supremum. Comme (C([0,T];R), ||.||oc) est un espace de Banach, il en est

de méme pour L?(Q;C([0,T];R)), et donc, par unicité de la limite, la convergence de VIESL)T} vers Vijo, 7

(k)
[0,T7]

Comme V(") est continue (p.s.), sa limite uniforme est aussi continue (p.s).

a lieu dans cet espace. Il existe finalement une sous-suite V| telle que [|[V ) — V|| .07 20 p.S.

Croissance. Soit T' > 0. On sait désormais qu’il existe VlE(?)IkT)] telle que HV(”’“) - VHoo-[o ) gt o) p-s.
A présent, soit s <t € [0,T]. Pour tout k > 1 assez grand, il existe £1 < f2 € N tels que t;* < s <t;*
et t,* <t <t,r . Pour de telles valeurs, on a vu a I'étape 1 que
la—1
V) V) = (My — My )+ > (Myre = Mynic)? = (M — My )? > (My — My )? = (M — Myi )2
25 — i+t1 i 0 o5 0
i=0
Le processus M étant (p.s) continu, cette derniére quantité tend (p.s) vers 0 quand k — oco. Ainsi, pour
tout T > 0, on a p.s: pour tous s < t € [0,7T], Vs < V4, autrement dit V est croissant sur [0,7]. Le

résultat s’étend maintenant facilement sur R, .

Martingale. 11 reste & vérifier que le processus M2 — V est une martingale. Pour tout n > 1, nous savons,
grace & I’étape 1, que le processus M? — V(™) est une martingale. En particulier, pour tous s < t,

E[M? — V™| F]=M2 -V, (1.29)
Or on a bien siir, par I'inégalité de Jensen,
2
B[z v | 2 B[ - vi| R[] = E[|el - v 2] < B[vi- v®p] o,
et donc, en passant & la limite dans (1.29)), on déduit
E[M] — Vi | Fs] = M2 = V.

Le processus t — M? — V; est bien une martingale.
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II. Cas général.

On revient aux hypothéses contenues dans l’énoncé du théoréme.
On consideére la suite (7, ),>0 des temps d’arréts définis par 7o = 0 et pour n > 1
Tp = Inf{t > 0: | M| > n}.

Cette suite est bien stir croissante (7,411 > 7,,) et tend (p.s.) vers l'infini. Pour tout n > 1, on sait
par la proposition que le processus stoppé M ™ est une martingale. Par ailleurs, on a par définition
|M[™| < n pour tout t > 0, et donc, a n fixé, M™ est une martingale bornée. D’apres 'étape 1, il existe
ainsi, pour tout n > 1, un unique processus Al croissant, continu, nul en 0, et tel que (MT")2 — A
est une martingale.

Pour tout n > 1, on peut affirmer, en appliquant & nouveau la proposition [I.8] que le processus
[(M7n+1)2 — A+D]™ est une martingale. Or on constate facilement que

[(Mrn+1)2 _A(n+1)]7n _ [(MT71+1)2:| Tn [A(n—&-l)]"'n _ [(MT,,,_,_l)‘rn]Q _ [A(n+1)}7n _ (MT,,,)Q _ [A(n+1)]7n

et par la propriété d’unicité du processus-crochet, on obtient ’identité [A(”+1)]T"' =A™ ce qui signifie
en particulier que

p.s., pour tout t < 7,,, A§"+1) = AE") . (1.30)
A partir de cette propriété, vérifions que le processus A défini par
oo
+1
Ay = Z Agn ) 1(7n77'n,+1](t) :
n=0

satisfait les propriétés recherchées.
Gréce a (T.30)), on sait que, p.s., sur tout intervalle [0,7,], A = A™. La continuité (p.s), resp. la
croissance (p.s), de A découle donc immédiatement de celle de chaque A, Comme Aél) =0,on Ay =0.
Il reste & vérifier que M? — A est une martingale. Pour montrer tout d’abord que A; € L*(£2), écrivons
E[A; 1y<ry] =E[A 10 3] <E[AM] = E[A™ — (M]")?] +E[(M]")?] = E[(M;, 0)?]

=0

<[( sup 1) ]

<4BM?].
ou la derniére inégalité découle de l'inégalité de Doob (théoréme . En faisant tendre n — oo, on
obtient, par convergence monotone, E[A,;] < 4E[M?] < oo, et donc A; € LY(Q).

En fait, on a p.s. A" — A; quand n — oo, et A]" < A, € LY(Q), donc par convergence dominée,
Aj" — Ay dans LY(2). On s’apergoit en outre facilement que, pour tout ¢,

Azn - A-rn/\t = At 1{t§7'n} + ATnl{t>Tn} = AE") 1{t§7'n} + AS'Z)]'{t>Tn} = [A(n)]zn ’
et de cette facon, on peut réécrire la convergence précédente sous la forme

Ay = lim [A(”)]:” dans L*(Q). (1.31)

n—oo
Par ailleurs, on a p.s. (M™ )7 — M7 quand n — oo, et (M™)7 < sup,c(o 1 [M:> € L'(Q) (par 'inégalité
de Doob). Ainsi, par convergence dominée, on a
M? = lim (M™)? dans L'(Q). (1.32)

n— 00

En combinant (1.31)) et ((1.32)), on déduit naturellement, pour tout ¢,
M} — Ay = lim [(M™)? = A™]™  dans L'(Q).
n—oo

Or il n'est pas dur de constater que toute limite ponctuelle, dans L(£2), d'une suite de martingales est
une martingale, et par conséquence M2 — A est bien une martingale, ce qui achéve notre vérification
(autrement dit, A = (M)).

|
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1.4. Corollaires du Théoréme-Définition [1.11]

Corollaire 1.19. Pour toute martingale M continue de carré intégrable, et tout temps d’arrét T, on a
(MT) =(M)7.
(On rappelle ici la notation: pour tout processus X et tout t > 0, X7 := Xynr.)

Preuve. On sait que M2 — (M) est une martingale, et donc, par la proposition (M? —(M))" est aussi
une martingale. Or il est facile de voir que

(M? — (M))™ = (M7)* — (M) .

En outre, le processus (M)7 est croissant, continu et nul en 0 (p.s): par unicité du processus-crochet, on
peut affirmer que (M)™ = (M7). O

Corollaire 1.20 (Inégalité de Burkholder-Davis-Gundy). Pour tout p > 1, il existe une constante ¢, > 0
telle que pour tout T > 0 et pour toute martingale M continue, de carré intégrable et nulle en 0,

IEK sup |Mt|>2p] ScpE“(M)Tﬂ. (1.33)

0<t<T

Remarque 1.21. Ce dernier résultat peut en fait se généraliser sous le forme de 1’énoncé suivant (appelé
“inégalités de Burkholder-Davis-Gundy”): pour tout p > 2, il existe des constantes ¢, > 0 et C, > 0
telles que, pour tout 7" > 0 et toute martingale M continue, de carré intégrable et nulle en 0, on a

CPE[\<M>T}W} <1EK sup |Mt|ﬂ < CPE[|<M>T|”2}.

t€[0,T

Cette généralisation repose sur une exploitation subtile de ce que 'on appelle la formule d’Ité.
Le résultat (plus faible) contenu dans le corollaire se révelera toutefois suffisant pour la suite du
cours.

Preuve du corollaire [1.20

Comme M? — (M) est une martingale, on a E[M? — (M)r] = E[Mg — (M)o] = 0. Ainsi, E[M2] =
E[(M)r] et I'inégalité (1.33) pour p =1 découle donc immédiatement du Théoréme

On supposera par conséquent, dans ce qui suit, que p > 2. Nous noterons par ailleurs M7 =
Supyeqo, 7y [ M-

I. Cas borné.

On suppose pour l’instant que M est borné. Soit K > 0 une constante (déterministe) telle
que pour preque tout w € Q et pour tout t, |M;(w)| < K.

On sait déja, grace a l'inégalité de Doob (théoréme [1.9), que

B(()") < (5227) " Eldry]. (139
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Considérons ensuite, pour tout n > 1, la subdivision ¢; =t} := % de [0,T1], et écrivons

E[(Mr)*] = E[(Mr)* — (Mo)™]

=E| Y {(Me )" - (Mt,;)%}]
=E Z {(Mtr + (Mti+1 - ]Mti))%7 — (Mti)2p}:|
- 1=0

=E Z { Z <2:) (Mti)Qp_k(MtHl - Mti)k - (Mti)Qp}}

Li=0 \ k=0
rn—1 2p
_ 2 _ 2 _
=E Z {(Mti)Qp 1(Mt1:+1 - Mti) + <2p> (Mti)2p Q(Mti-H - Mti)2 + (lf) (Mti)2p k(Mtz‘+1 - Mtl)k}] .
Li=0 k=3
(1.35)
A ce stade, observons d’abord que
n—1 n—1
E[Z(Mti)Qp_l(MtiJrl - Mtl)} = Z E[(Mti)2p_1]E[Mti+1 — M, ]:ti]} =0.
=0 =0
D’autre part, pour tout k£ > 3,
n—1 n—1
‘E |: Z(Mti)2pik(Mti+1 - Mtz)k:| < KQpikE |: Z ‘Mti+1 - Mti |k:|
=0 1=0
n—1
< KQP_kE |:(0<$1‘<1p N |Mti+1 - Mti k_Q) Z(Mti+1 - Mti)2:|

=0

241/2 n—1 271/2
S K2pkE|:( sup |Mti+1 - Mti|k2) :| IE|:< Z(Mti+1 - Mti)2> :| : (1'36)

0<i<n—1 i—0
Nous pouvons ici appliquer le lemme pour affirmer que
n—1 2
sup]E[(z:(MtiJrl - Mti)2> } < 00.
n21 i=0
2

De plus, comme k > 3 et M est continue (bornée), on a E[(supoéign_l |M;,,, — Mti|k’2> } 2300, et
donc, en revenant a (|1.36]), on obtient, pour tout k& > 3,

n—1
E [ Z(Mti)h)ik(Mtwl - Mtz)k:| ni>><> 0.
i=0

Enfin, en utilisant I'identité (1.9) et le fait que M? — (M) est une martingale, on peut écrire

n—1 n—1
E [ Z(Mti)2p_2(Mti+l - Mti)2:| = Z E (Mti)2p_2E[(Mti+1 - Mti)2 |ft1”
1=0 i=0

= Z_:E :(Mti)2p72E[(Mti+1)2 - (Mti)2 | ‘Ftv]}
=0

n—1
= ZE (M, )*P*E[(M),,, — (M),
i=0

fti]}

— Z_:IE :(Mti)QPJ((M%,-H — (M)ti)} ,
=0



INTRODUCTION AUX EDP STOCHASTIQUES 17

d’ott, comme (M), , — (M), >0,
E {S(Mti)QH(MtM - Mtq.,)z] < E[(M;:)?P? nf (M), — (M)ti)} = E[(M;)2P*2<M>T] .
1=0 =0

En associant ces trois résultats successifs, nous voyons qu’en faisant tendre n — oo dans (|1.35)), il vient
2
El(vry?) < (%) B[ 00).
Par (1.34), on déduit alors
*\2p 2p 2 2p *\2p—2 2p 2 2p *\2p 1*1/17 p 1/13
B[] < (5, 07) (5 ) Elam»0nd < (525 ) () Bl™) B[],

et donc

EL™ s (2172{1)217 (2210) E[(<M>T)p]1/p7

ce qui correspond bien au résultat attendu.

II. Cas général.

On revient aur hypothéses contenues dans l’énoncé du théoréme.

Pour n > 1, on considére le temps d’arrét 7,, := inf{t > 0: |M;| > n}. On sait par la proposition
que le processus stoppé M ™ est une martingale. Cette martingale est bornée (par n), et par le corollaire
on a (M™) = (M)™. En appliquant le résultat du cas I, on obtient ainsi

2p
E[( sup |Mm|> ]gcpE[|<M>wT|p},
0<t<T

avec ¢, une constante indépendante de n. Les deux suites de variables aléatoires n +— supg<,<p |Mias, |
et n — [(M), ar| sont croissantes (puisque n +— 7, est croissante): nous sommes en mesure d’appliquer

le théoréme de convergence monotone, qui conduit a 'inégalité souhaitée.
|

Corollaire-Définition 1.22. FEtant données deux martingales M, N continues et de carré intégrable, il
existe un unique processus, noté (M, N) et appelé crochet de M et N, qui soit: (i) nul en 0 (p.s.); (i1)
continu (p.s.); (1it) @ variation totale finie; (iv) tel que MN — (M, N) soit une martingale.

Remarque 1.23. En utilisant le lemme on constate facilement que (M, M) = (M).

Preuve.

Unicité. Si A et B sont deux processus remplissant les conditions, alors en particulier B— A = (M N —
A) — (M N — B) est une martingale continue, nulle en 0 et a variation totale finie: on peut appliquer le
lemme [T.17] pour affirmer que B — A =0 p.s.

Existence. On s’inspire simplement de 'identité MN = 1(M + N)? — 1(M — N)? pour définir
1 1
(M,N) := 1<M—|-N> — 1<M—N>.
En effet, de cette facon, on a
1 1
MN — (M, N) = 7|(M +N)? = (M + N)| = 2[(M = N)? = (a1 = N)]

et donc MN — (M, N) est bien une martingale.
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1.5. Exercices.

Ezercice 1.24. Soient X et Y deux processus sur [0,7]. Montrer que si Y est une modification de X, et
X et Y sont continus sur [0,7] (p.s.), alors X et Y sont indistinguables I'un de l'autre.

Preuve. Soit (QL)te[O,T] les événements (de probabilité 1) issus de la définition d’une modification, c’est-a-
dire: pour tout t € [0, 7] et tout w € Q, X;(w) = Y;(w). Par ailleurs, soit Q un événement de probabilité
1 sur lequel les fonctions ¢t — X; et t — Y; sont continues. Considérons alors 1’événement
{2 = Q N (mte[oﬂT]m@ Q/) e F.

L’événement () est une intersection dénombrable d’événements de probabilité 1: il s’agit donc d’un événe-
ment de probabilité 1.

Fixons ensuite w € Q. On sait que X;(w) = Y;(w) pour tout ¢ € [0,7] N Q, et que les fonctions
t — Xi(w), t — Yi(w) sont continues: par densité de [0,7] N Q dans [0, 7], lidentité X;(w) = Yi(w)
s’étend immédiatement a tout ¢ € [0, T, ce qui fournit le résultat escompté. 0

Ezercice 1.25. Soit {W;, ¢ > 0} un mouvement brownien. Montrer que, relativement a la filtration
(Fi)i>0 générée par W, on a (W), =t pour tout ¢ > 0.

Preuve. Le processus t — t est bien continu, nul en 0 et croissant. I1 suffit donc de vérifier que le processus
t = M, := W2 — t est une martingale continue.

Pour tout t > 0, W, € Fy, et donc M; € F;. Ensuite, pour tout ¢ > 0, on sait que W; ~ N(0,t), donc
W € Np>1LP (), et par conséquent M; € L'(Q2). Enfin, pour tous s < ¢,

E[M|F,] = E[W?|F,] -t
=E[(W; — W, + W,)?|F] —t
=E[(W, — W,)?|Fs] + 2E[W, (W, — W,)|F] + E[W?
Comme Wy € Fs et Wy — W, 1L Fg, on obtient EUVE ]—"5} =W2,

E[W,(W; — W,)|F] = WE[W; — W,|F,] = WE[W; - W,] =0,

F —t. (1.37)

et

E[(Wy — W,)?|F] =E[(W, = W,)?] =t —s.
En revenant a , on déduit

E[M|F] =(t—s)+ W2 —t=W2—s=M,,

ce qui conclut la preuve.

Ezercice 1.26. Soit {Wy, t > 0} un mouvement brownien.
(¢) Montrer que, relativement a la filtration (F;);>0 générée par W, et pour tout o > 0, le processus
M = exp (aWt — %zt) est une martingale continue de carré intégrable. Montrer ensuite que

¢
(M*), = az/ exp (2aW, — o?r) dr.
0

(Rappel: si X ~ N(0,02), alors E[e*Y] = e22*0")
(4i) Notons S; := supg<,<; Ws. Montrer que pour tout o > 0,

ot o
exp (oz.S’t — T) < oiligt M.
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En déduire, a ’aide de 'inégalité de Doob, que pour tout a > 0,

a’t
IP’(St > at) < exp ( — 7) .

Preuve. (i) Pour tout ¢t > 0, W, € F;, donc M € F;. Ensuite, pour tout ¢ > 0, Wy ~ N(0,t), donc
exp(AW;) € L1(Q) pour tout A € R, et par conséquent M € Ny>1 LP(Q). Par ailleurs, W étant continu
(p-s), il est clair que M Test également. Enfin, pour tous s < ¢, et comme Wy € F,

E[Mﬂ]—"s] = E{exp (aWt — %Qt) ‘fs}
= exp (aW, — %Qt)]E[eXp (a(We = W) | 7] - (1.38)

Puisque Wy — Wy L Fy et Wy — Wy ~ N(0,t — s), on a

2

E[exp ((Wy — Wy)) ]-"S] = E{exp ((Wy — Ws))] = exp (%(t —5)).

En revenant a (1.38), on déduit

2 2 2
E[M{|F,] = exp (aW, — %t) exp (%(t —5)) =exp (aW, — %s) =M.

Ainsi, M* est bien une martingale continue de carré intégrable.

Notons temporairement V% := a? fg exp (2aWT - a27') dr. On a d’abord Vj* = 0. Ensuite, comme
W est continu (p.s), il en est de méme pour V<. Notons par ailleurs que V¢ est clairement croissant (le
processus que 'on intégre étant toujours positif).

Il reste @ montrer que le processus t — (M)?> =V, est une martingale continue. A cette fin, observons
d’abord que (M®)? — V2 € F; (car W,. € F; pour tout 0 < r < t), et que t — (M)? — V2 est continu
p.s. Ensuite, comme exp(AW;) € L'(Q) pour tout A € R, et E[exp(/\Wt)] = eév’f, il est clair que
(M) - Ve € LY(Q).

¢
E[(M)? — V&|F] =E [exp (2aW; — o?t) — a® / exp (2aW, — o?r) dr .7-'5}
0

= exp (204VVS — aQt)E[exp (204(Wt — Ws)) ‘]:S} — a2/ exp (204WT — a2r) dr

0
t
— aQ]E{/ exp (2aW, — o®r) dr ]-;} . (1.39)
Comme Wy — W, I Fy et Wy — W, ~N(0,t —s),on a
E[exp (2a(W; — W) ‘f} - E{exp (2a(W; — Ws))} — exp (202(t — 5)) . (1.40)

Souvenons-nous par ailleurs que le processus {W,. — Wy, r > s} est indépendant de Fg, ce qui entraine

it
/ exp (20(W, — Wy) — o®r) dr L F,.
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Par conséquent,

t t
E[/ exp (2aWT — a2r) dr

/exp (20(W, — W) — &®r) dr

fs} = exp (2O‘WS)EUS

= exp (2aWS)E[ / t exp (20(W, — W) — or) dr]

%]

= exp (2aWy) / E {exp (2a(W, — Ws))} exp (— a’r) dr
= exp (QQWS) / exp (2042 (r— s)) exp ( - azr) dr
= exp (20¢Ws — 2a25) / exp (C\{QT) dr

= exp (204WS — 20425) %(exp (a2t) — exp (a23)) . (1.41)

En injectant (1.40) et (1.41) dans (1.39), on obtient
E[(M)? = V2| F]

= exp (2041/1/5 — a2t) exp (2&2(15 — 5)) —a? / exp (20&Wr — ozzr) dr
0
— exp (QaWS — 20423) (exp (ont) — exp (0428))
S
= exp (204WS) [6_0‘2t62a2(t_5) — e_zazs(eazt — eo‘QS)] —a? exp (2aWT — a27") dr
0
= exp (QQWS — a28) — a2/ exp (2aWT — agr) dr
0

= (M2 -V,

Nous sommes en mesure de conclure que
t
(M*) =V = on/ exp (204W7~ — a2r) dr.
0

(73) Soit tg € [0,¢] (aléatoire) tel que Sy = Wy,. On a alors
2 2 2

2
exp (ozSt — a—t) = exp (aWtU — a—to) exp ( — a—(t — to)) < exp (aWtO — a—to) = M, < sup M.
2 2 2 2 0<s<t
Des lors, pour tout a > 0
2 2
]P’(St > at) = ]P’(exp (aSt — %t) > exp (aat — %))

o a’t o ot
< ]P’( sup MS > exp (aat — —)) < IP’( sup |M| > exp (aat - —)) .
0<s<t 2 0<s<t 2
Nous pouvons a présent appliquer I'inégalité de Doob (théoreme [1.9) & la martingale continue M® pour
déduire
a’t o
P(St > at) < exp ( — aat + T)E“Mt |] .
Comme M® est toujours positive, on a en fait E[|Mto‘|] = IE[Mﬂ, et puisqu’il s’agit d’'une martingale,
son espérance est constante, donc
E[M7] = E[MG] = 1.
Ainsi, on a montré que
2

P(S; > at) < exp ( — aat + O‘Tt)

et I'inégalité recherchée est obtenue en prenant a = a.
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2. LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES: GENERALITES

2.1. Généralités. Quelques grandes idées a garder a l’esprit:

(1) Equation différentielle stochastique: un terme a priori trés général. Littéralement:

e différentielle — impliquant des dérivées
e stochastique — impliquant des termes aléatoires.

(2) Tl existe néanmoins des modeles d’équations de référence (“classiques”): lobjectif de ces quelques
heures de cours est d’en donner un apercu.

(3) Les techniques pour “traiter ces équations” peuvent étre trés différentes d’un type d’équation a Pautre.

Bien entendu, cette diversité des techniques est déja présente pour les équations différentielles déter-
ministes (= sans terme aléatoire): par exemple, on ne peut pas traiter 'équation de la chaleur 9y = 92y
avec les mémes techniques qu'une équation ordinaire dyy = f(y) (cf opérateur borné/non-borné, etc).

(4) “Stochastic PDEs are ubiquitous in mathematical modeling.” (I. Corwin and H. Shen: Some recent
progress in singular stochastic partial differential equations. Bull. Amer. Math. Soc. 57 (2020), 409-454).

Remarque 2.1. Qu’entend-on par “traiter une équation (stochastique)”? En général:

e Interprétation de I’équation

e Résolution: existence (locale/globale/“temps d’explosion”), unicité de la solution. Equation locale-
ment/globalement “bien posée” (well-posed): équation qui admet une unique solution locale/globale (+
parfois: continuité vis-a-vis de la condition initiale).

e Approximation/simulation des solutions

e Propriétés “déterministes” de la solution: régularité, dépendance vis-a-vis de la condition initiale (ou
d’autres parameétres), comportement asymptotique,...

e Propriétés “stochastiques” de la solution: (semi)martingale, processus de Markov, contrdle des moments,
existence d’une densité...

2.2. Quelques modéles de référence.

Ces différents modeles auront une structure globale similaire:
“Equation différentielle déterministe classique 4+ Perturbation stochastique”.

Commencgons par évoquer le modele différentiel le plus standard de la théorie des processus stochas-
tiques: 'EDO stochastique.

2.2.1. L’équation différentielle ordinaire (EDO) stochastique.

Le modéle général:

by 4o ) Yo=a, 107, (2.1)

ota€R, b o:[0,T] xR — R, et surtout W est un processus stochastique, c’est-a-dire

‘W :[0,T] x @ — R, avec (Q, F,P) un espace de probabilité. ‘

Conséquence immédiate: la solution (potentielle) Y dépendra elle-méme d’un aléa w € Q. Ainsi, morale-
ment, ’équation doit étre comprise comme: pour tous t € [0,7] et w € Q,
dYi(w) AWy (w)

L2 = b(1,Yi(w)) + 01, Yi(w) = |, Yo(w) =a. (2.2)
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Modele le plus classique, sur lequel nous nous concentrerons:

‘ W est un mouvement brownien.

Toutefois, 'interprétation directe (= & w fixé) de ([2.2))) pose alors des difficultés: cf lemme et surtout
proposition A venir.

Les motivations derriére le modele (2.1))) (en présence d’un mouvement brownien) sont trés nombreuses:

e SVT: croissance de population, climatologie,... Phénomenes de diffusion (déplacement de particules
d’une zone hautement concentrée a une zone faiblement concentrée sous I’action de forces aléatoires)

e finance (modeéle Black-Scholes,...)

e Lien avec certains modeles d’EDP déterministes.

Tournons nous a présent vers la présentation de modeles différentiels nettement moins standards, et
qui donnent véritablement naissance a la théorie des EDP stochastiques.

2.2.2. L’équation de la chaleur stochastique.

Le modele général:

oy oW
Y(0,) =,

ot D est un ouvert de R4, A,Y := Z?Zl %271;7 FY)(z) == f(Yi(x)), o(Y)(z) := o(Yi(z)) avec f,o :
R—R, ®:D — R, et surtout '

‘W : ([0,T] x D) x Q2 — R est un champ stochastique. ‘

Définition 2.2. Soit (Q, F,P) un espace de probabilité. On appellera champ stochastique toute applica-
tion X : A x Q — R (on A est un sous-ensemble de R, d > 1) telle que, pour tout a € A, X, : Q2 — R
est une variable aléatoire.

Remark 2.3. Un processus stochastique (au sens de la définition [1.2)) est aussi un champ stochastique.
On réservera toutefois la terminologie champ stochastique au cas ot A est un sous-ensemble de R?, avec
d>2.

Modeéle le plus classique — W est un champ brownien (= extension multiparamétrique du mouvement

brownien, voir définition [4.6])

Possibles motivations derriére ([2.3]):

e Aléa “intrinseéque”: évolution de la température d’une barre soumise a une multitude de forces aléatoires
(immersion dans un liquide,...).

e Aléa “extrinseque”: quantification d’une incertitude liée (par exemple) & l'imprécision de la mesure
(artéfact, parasite).

Extension possible du modele: opérateurs paraboliques plus généraux.
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2.2.3. L’équation des ondes stochastique.
Le modéle général:

82Y ad+lW
7:quy Y Y Ao a_ t 7T7 D’
0 +f(Y) +o( )@taml...amd <01} ze (2.4)
Y(0,.)=® a—Y(O ) =Y
N

ot D est un ouvert de RY, A,Y := Zle %1’?/, FY) () == f(Ye(x)), o(Y)(z) := o(Yi(z)) avec f,o :

R—>R, &,U:D—-R et W:([0,7] x D) x Q2 — R est un champ stochastique (typiquement, un champ
brownien).

Possibles motivations derriere (2.4])):

e Corde vibrante dans un milieu “aléatoire” (par ex, brin d’ADN).

e Neurophysiologie (cf livre Walsh [6]).

Extension possible du modele: opérateurs hyperboliques plus généraux.

2.2.4. L’équation KPZ.
Le modele général:

ot 02 + ox otox’ tel0.T], z €R,

Y(0,)=a,
ot ®:R—>Ret W:(0,7] xR) x Q2 — R est un champ stochastique.

oy Y (81/)2 oW

Possibles motivations derriere (2.5])):

e Description de I’évolution de la frontiere d’une surface (par ex, combustion d’une feuille de papier).

e Limite de plusieurs modeles discrets d’évolution aléatoire (par ex, frontiére créée par des particuliéres
en interaction).

Cas du champ brownien:

e Manipulé depuis longtemps par les physiciens.
e Traitement mathématique rigoureux: Martin Hairer (2013) = médaille Fields 2014.

2.3. La difficulté essentielle.

Soit {W;, t > 0} un mouvement brownien sur un espace de probabilité (2, F,P). Par le lemme m
on sait déja que, comme W est une martingale non constante, ce n’est pas un processus a variation totale
finie (en particulier, ¢ —+ W; n’est de classe C! sur aucun intervalle). On peut méme aller plus loin:

Proposition 2.4. Pour presque tout w € §, la fonction t € Ry — Wi(w) n'est dérivable en aucun point.

Preuve (sous forme d’exercice).

(i) Soit g : Ry — R est une fonction dérivable en un temps ¢ € [0,1]. Montrer qu’il existe deux entiers
Ly, Ny > 1 tels que pour tout k > Ny, on a, sii € {0,...,k—1} est tel que ¢ <t < %,

i1 i L
’g(%) 79(%)’ <=t pourje{ii+li+2}.

Par définition, il existe deux constantes ¢'(t) € R et Hy > 0 telles que pour tout 0 < h < Hy,

%(ﬂ(/ +h)—g(t) —g'(t)] <1,
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— 1} est tel que i <t < et

ce qui entraine
|g(t+h) —g(®)] < (g’ (D) +1).

Soit N; > 1 un entier tel que % z— < H;. Pour tout k > Ny, si i € {0,.
je{i,i+1,i+2}, ona
J+1 3 j 2
< =< < =< R
j+1 5
)) = o) +]o(t+ (2 = 0) — 98] < 2(lg' 0]+ 1).
g'(t)]+1) < Ly.

d le\ﬁ iS] 11 € t eCri1 1 16@‘3118
d()llC drl) C U S C C1-C

) =l ol
ZELEES) I t
’9 ( k 9\% )| = lolt+ (5
11 suffit finalement de définir L; comme le plus petit entier tel que 5(]

(#4) Soit W un mouvement brownien, et, pour tout ¢ > 0, notons D; I’événement
{w e Q: W(w) est dérivable en t}
Montrer que la réunion Ute[O,l] D, est contenue dans I’événement
<l
~—k

UnN{mwEe -w(

r=yJyunun

>1n>1k>n i=0 j=i
C’est une traduction immédiate du point (¢). En effet, siw € ;¢ 4 Ds, il existe t € [0, 1], Ly(w), Ne(w)

1 tels que pour pour tous k > Ny, on a, en prenant i = i(¢, k) € {0, ..., —1} tel que & <t < &1
pour j € {i,i+ 1,7+ 2}

J+1 J L,
L) < 2
W) w3
(#31) Montrer que pour tout j >0
j+1 J ’ l 20
w < =)<
(‘ ( ) (k) — k)~ (27rk)% ’
et en déduire, & I’aide des propriétés d’indépendance de W, que P(T") = 0.
On sait que W(Jkil) —W(£) ~N(0, 1), donc
1 ' ¢ R k> 20

(W) - = 5) = Loy s 4= [y o = i

oLk jal<# (27)7 aj<t (2m)3 (2rk) 3

En notant, pour tous £,k > 1,
k—1i+2 .
(ek) ._ ’ JHIy 1‘<f
e = U A () -w(p)l <3
on a, grace a 'indépendance des incréments disjoints de W,
k—1i+2 .
e k) ‘ ji+1 / ‘ 4 B ‘ J+1\ J
= (N{w ) -w@)l= 1) - S () ()
=/ 2\ 20
=~ 1 S 1
— \(27k)> (2m)z
Ainsi, pour tout £ > 1
lim IP’( ( k>) 0.
L N
k) < .
re0) <3257 (Jim

Comme

L N

P(T) = lim IP’< rn
L,N—o0 [ZLJ] nL:J1 k@l

on obtient le résultat souhaité
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(iv) Conclure.
Nous venons de montrer que, p.s., la fonction ¢ — W; n’est dérivable en aucun point ¢ € [0, 1].

On peut ensuite itérer le raisonnement en partant des processus {Wy 1 — Wiy, t > 0}, {Wijo — W, t >
0}, etc... ces processus étant eux mémes des mouvements browniens (cf remarque [1.5)).

O

—> Probléme d’interprétation de la dérivée dgt/f dans I'équation

dYs dWy

— =b(t,Y; YY) — .

dt ( ) t) + U( ) t) dt

= Besoin d’étendre le calcul différentiel classique (“de Lebesgue”) & des fonctions (aléatoires) non

dérivables.

= Recours a l'intégrale d’Ito.

Evidemment, méme probleme d’irrégularité pour les champs browniens, et donc méme difficulté
d’interprétation des modeles d’EDP stochastiques (2.3), (2.4)) et (2.5).

—> Extension de la théorie d’It6 a des champs browniens.

2.4. Critére de Kolmogorov.

Pour cerner au plus pres la régularité du mouvement brownien, nous pouvons faire appel a un outil tres
puissant de l'analyse stochastique: le critére de Kolmogorov. L'énoncé de la version classique (c’est-a-dire
uni-paramétrique) de ce résultat peut étre trouvé dans [4, Theorem 1.8]. Nous énongons ici directement
lextension multi-paramétrique du résultat (empruntée & [2, Theorem 1.4.1]), qui nous servira plusieurs
fois par la suite.

Théoréme 2.5 (Critére de Kolmogorov). Soit un entier d >0, A un sous-ensemble de R, et soit un
champ stochastique X : A x Q — R.

Supposons que pour tout sous-ensemble compact I de A de la forme I := [ag,bo] X ... X [ag,bq] (avec

a; < b; € R), et pour tout p > 1, il existe une constante cp.1 telle que pour tous (zo,---,2a), (Yo,---,Yd) €
I
) , d
E|:|X(y0ayl7 e ayd) - X(x07$1a e axd)‘ p:| S Cp, I Z |y7, - xi|2>\ipa
i=0

pour certains coefficients 0 < A\; < 1.

Alors il existe une modification continue X de X sur A telle que pour tout I := [ag, bo]x. . . x[aq, ba) C A
(avec a; < b; €R), on a (p.s.)
|X(yo,y17~~,yd) —X(xoﬁﬂhm,iﬂd)‘

sup < 0,
(@orta)Z(yorya)el Y0 — To[10 + o+ |yg — xa 7

pour tous 0 < v; < ;.

Corollaire 2.6. Soit {W;, t > 0} un mouvement brownien. Alors p.s, on a pour tout 0 < v < % et tout
T >0,
W, — W,
sup M < 00. (2.6)
o<s<t<T [t—s|7
Preuve. Par définition du mouvement brownien, on a W; — W, ~ N(0,t — s), et donc
E[|W; — W, || = c,t — s|?.

1 existe ainsi une modification continue W de W qui vérifie (2.6). Comme W et W sont tous deux
continus, on sait par le résultat de ’exercice (|1.24]) que les deux processus sont en fait indistinguables. [
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3. L’EQUATION DIFFERENTIELLE ORDINAIRE STOCHASTIQUE

Nous nous intéressons ici au modeéle présenté dans la section [2.2.1} & savoir:

dY; aw,
d—;:b(t,ﬁ)—l—a(t,}/})j,YOZaER, tel0,77], (3.1)
oub,o:[0,T| xR —=>Ret W:[0,T] x Q2 — R désigne un mouvement brownien, défini sur un espace de

probabilité (2, F,P).
Comme nous 'avons évoqué dans la section précédente, une premiere étape consiste a fournir une

interprétation raisonnable de I’équation. C’est en fait la forme intégrale de I’équation que I'on va chercher
a interpréter, autrement dit le modele

¢ ¢
Yt:a—i—/ b(s,Ys)ds—f—/ o(s,Ys)dW, , te€]0,T]. (3.2)
0 0

A ce stade toutefois, 1'écriture fot o(s,Y,) dW, reste formelle (tout comme la dérivée “¥+ dans (3.1))):
nous allons lui donner un sens rigoureux par le biais de [’intégrale d’Ité.

3.1. L’intégrale d’It6 contre le mouvement brownien.

3.1.1. Objectif. Donner sens a 'intégrale

t
/ H, dW, | (3.3)

0
pour une classe de processus stochastiques H : [0,T] x Q — R suffisamment large (afin de pouvoir ensuite

envisager U'interprétation et la résolution de (3.2)) au sein de cette classe).

Comme nous allons le voir, la construction d’Ité6 de l'intégrale (3.3) s’appuie de fagon essentielle sur
les propriétés stochastiques du mouvement brownien W, qui vont permettre de surmonter le probléeme
d’interprétation a w fixé (cf la proposition [2.4]).

3.1.2. Construction de lintégrale d’It6.

Définition 3.1. Soit (Fi)i>0 une filtration sur un espace (2, F,P). Nous dirons qu’un processus X :
Ry x Q@ — R est adapté (a (Fi)i>0) st pour tout t > 0, X; € F;.
)

Remarque 3.2. La condition (z) de la déﬁnitionpeut donc aussi s’écrire sous la forme “M est adaptée”.

Dans toute ce chapitre [3| nous considérerons uniquement la filtration (F;);>0 = (F}¥ )i>0 générée par
W, autrement dit

Fi := o-algebre engendrée par (W)o<s<t -

Grace aux propriétés du mouvement brownien, on sait en particulier que pour tous s < t, la variable
aléatoire Wy — W est indépendante de F.

Etape 1: Définition de l’intégrale pour un processus simple adapté.

Considérons d’abord ’ensemble £ des processus simples adaptés, c’est-a-dire I’ensemble des processus
H :[0,T] x & — R qui s’écrivent sous la forme d’une somme finie

H,; ::ZXil[ti,ti+l[(t) pooul=ty <ty <...<T,

et, pour tout ¢, X; : @ — R est une variable aléatoire bornée (sup,cq | Xi(w)| < o0) et Fy,-mesurable.
Remarque: sit € [t;,t;iy1), Hi = X; € Fy, C F¢ (done H est effectivement adapté).
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Dans une telle situation, on pose naturellement
T
/ HydW, =Y X; (W, —Wy,) . (3.4)
0 i

Avec les mémes arguments que dans la construction de Lebesgue classique, on montre facilement:

Proposition 3.3. L’ensemble £ des processus simples adaptés forme un espace vectoriel, et pour tous
HKeE& a,beR, ona

T T T
/(aHu—i—ﬁKu)qu:a/ Huqu+ﬂ/ K, dW, .
0 0 0

Etape 2: Isométrie. Pour étendre la définition (3.4) & des intégrands H plus généraux, nous nous ap-
puierons sur la propriété d’isométrie suivante:

Lemme 3.4 (Isométrie d’It6). Pour tout processus simple adapté H,
T 2 T
E[(/ H, qu> } :/ E[H?] du , (3.5)
0 0

T
HH/ H, dW,
0

autrement dit l'application

est une isométrie de (£, .|| L2(jo,1x0)) dans L*(Q).

Prewve. Si Hy = Y7, X1y, 4., ((t) avec X; € Fy, et sup,cq [ Xi(w)| < oo, on a

' E[(ZXi (Wtiph — Wt¢)>2:|

#[( [ )]

= ZE[XZ'XJ (Wti+1 - Wti)(Wtj+1 - Wtj)] :
i,
Or, pour i < j,
E[Xin (Wt71+1 - Wt7) (Wtj+1 - Wtj)]
E]rtj JL]'-tj

= E[Xin (Wti+1 - Wti)]E[Wtj+1 - Wtj] =0,

E[(/OTHuqu)Z}

donc

ZE[ X12 (Wti+1 - Wti)Q]
P ~N N—————
EFy; LFe,

S BXZIE[Wi., — W)

ZE[XE](tHl—ti) = /0 E[H?Z] du .

Etape 3: Argument de densité.

Lemme 3.5. Etant donné un processus H adapté, continu p.p. (c’est-a-dire, p.s., la fonction t — H;
est continue p.p.) et tel que

T
/ E[H}|du < oo, (3.6)
0
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il existe une suite (H(”))nzl de processus simples adaptés telle que
T
/ E[(H — H,)?*|du — 0. (3.7)
0

Preuve. Dans un souci de clarté, notons
H := {H processus adapté, continu p.p. et dans L*([0,T] x Q)} ,

B := {H processus adapté, continu p.p. et dans L*([0,7] x Q)} ,
et rappelons que £ désigne I'’ensemble des processus simples adaptés.

Nous allons montrer successivement que, pour la norme de L?([0,T] x §2), B est dense dans H et £ est
dense dans B, ce qui fournira le résultat escompté.

Densité de B dans H. Etant donné H € H, il suffit de considérer la suite (H),>; donnée pour tout
n > 1 par

Ht(n) = {Ht1{|Ht\<n} —‘r?’Ll{Hth} — nl{Hf,S—n}} .

On a bien H™ € B, et comme |Ht(”)| < |H¢|, nous sommes en mesure d’invoquer le théoréme de
convergence dominée pour affirmer que H™ — H dans L2([0,T] x Q).

Densité de € dans B. Soit H € B. Pour tout n > 1 et ¢ € [0,77], on pose

i+1 n

n—1 .
n n 1T
Ht( ) = ZHt:L 1[t;‘,t7‘ )(t) y tz = .
=0

Comme H est adapté et appartient & L>°([0,T] x Q), on a bien, pour tout n > 1, H™ € £. Par ailleurs,
on peut vérifier que Ht(”) — H; en tout point de continuité ¢t de H, donc presque partout. Nous sommes
donc une nouvelle fois en mesure d’appliquer le théoreme de convergence dominée pour affirmer que

||H(")— —0 quand n — oo .

2
HHL2([O,T] x2)

3.1.3. Définition générale de l’intégrale.

Etant donné un processus H : [0,T] x Q@ — R adapté, continu p.p. et vérifiant , nous savons
désormais, grace a l’étape 3 ci-dessus, qu’il existe une suite (H ("))n>1 de processus simples adaptés qui
converge vers H au sens de (3.7)). Par ailleurs, en faisant appel a la p;opriété d’isométrie établie a I’étape
2, nous pouvons immédiatement voir que la suite des intégrales stochastiques fOT Hl(tn) dW, (définies a
I'étape 1) est de Cauchy dans L?(2). Nous avons ainsi justifié la définition qui suit:

Définition 3.6. Soit H : [0,T] x  — R un processus adapté, continu p.p. et tel que

T
/ E[Hz]du < 00.
0

On appelle intégrale d’It6 de H contre W, et on note

T
/ H,dw, ,
0

la limite, dans L%(RY), de la suite fOT M dW.,,, pour toute suite (H™),>, de processus simples adaptés
telle que

/TE[(H,@ —H,)*du — 0. (3.8)
0
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3.1.4. Quelques propriétés de lintégrale d’Ito.
On fixe un processus H adapté, continu p.p. et tel que fOT E[Hg} du < co. En particulier, I'intégrale
d'Tt6 [ H, dW, est bien définie via la définition

Proposition 3.7. On a

IE{/OTHuqu} =0 et EK/OTHuqu)T :/OTE[H,%] du .

Preuve. Soit (H (”))nzl une suite de processus simples adaptés telle que la condition (3.8)) soit vérifiée.
11 est facile de voir, & partir de (3.4) et (3.5), que pour tout n > 1,

E[/OTH;M qu} =0 et EK/OTH;M qu>2] :/OTE[(H;">)2] du .

Comme fOT amaw, — fOT H, dW, dans L?(Q) quand n — oo, le passage a la limite dans les deux
identités ci-dessus est facile & justifier. O

Le résultat suivant fait maintenant le lien avec le chapitre [1| du cours.

Proposition 3.8. Le processus

t T
tn—>jt::/ H. dw, (:/ Hsl[o,t[(s)dWs) (3.9)
0 0

est une martingale continue de crochet

(T)e = /Ot HZ2ds. (3.10)

Preuve. Soit (H (n))n21 une suite de processus simples adaptés vérifiant (3.8)), et notons
t T
VARES / H™ dw, ( = / H{M 1 4(u) qu> :
0 0
(n)

Etape 1: on montre qu’a n firé, J™ est une martingale continue de crochet <J(”)>t = f(f(Hs )2 ds.

En notant H™ = 3", Xi(") Lier an, 1 (avec 0 =ty < 17 < ... < T, sup,eq |Xi(w)| < oo et X; € Fyn),
on a, si t € [ty, i}, ],
-1
n _ (n) (n)
H¢ )1[o,t[ = ZXi 1[t?vt?+1[ +X, 1[t2’,t[ +0- 1[t,T[
i=0
et donc par définition, pour tout t € [t}, 1}, ],

T -1
\715(”) _ / Hén)1[07t[(u) AW, = ZXi(n){Wt?*l — Wt;b} + Xé"){Wt - Wt;‘} .
0

=0

A partir de cette écriture, il apparait clairement que Jt(n) € F; et que jt(”) est intégrable, pour tout
t € [0,T]. Par ailleurs, la continuité (p.s) de J™ découle aisément de la continuité (p.s) de W.

Ensuite, pour s <t fixés, soit k& < £ tels que ¢ < s < lppg < ... <ty <t<ty,. Sik=4¢,ona

B[ -

Par ailleurs, si k < ¢, on a

]:b} - Xign)]E[Wt - WS“FS] = Xlgn)E[Wt - Ws] =0.

fs} - ]E[X,g"){Wt — W

~

-1

T =g = NOXH W~ Wb+ XIW = Wi} — X{W, — W )
i=k
-1
— Xf”){Wt;;l ~ W} + XMW, - Win} + X,§">{Wt;;+1 —W,}. (3.11)
i=k+1
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Or
E[X{" Wy, - W}

k+1

F] = x{MEWy

k+1

_Ws] =0,

et de méme

Z_ZI ]E[Xi(n){wt?.;.l _ Wt?}‘]—"s] + ]E[X‘gn){Wt — Wt?}‘fs]
i=k+1
_ Z_Zl E[X"E[{Wi,, - Wi}

i=k+1

E] =0,

Fir

F]+E[XME[{W, - Wy }| 7

d’ott

B [ 7 g

F]=o0.
A ce stade, nous avons donc établi que pour tout n > 1, 7™ était une martingale continue.

La preuve de l'identité
t
(Fmy, = / (H™)? ds
0

est laissée en exercice (elle permet en effet de se familiariser d la fois avec la définition du crochet et avec
les propriétés du mouvement brownien).

Pour montrer que (J(™), = ]Ot (H .s(vn))Z ds, vérifions que ce dernier processus satisfait les quatre condi-
tions qui apparaissent dans le théoreme-définition Observons tout d’abord que pour tout t € [0, 7]
et tout s € [0,1], H™ € F,, donc jO*(HS”))? ds € F; (en tant que limite d’applications F;-mesurables).
Ensuite, on a évidemment ([bO(Hg'L))Q ds = 0. Pour le point (iii), notons que la fonction ¢ — (/’J(Hé"))? ds
est bien croissante.

Enfin, pour établir que le processus t — (jt(n))2 — fot(H,(m)2 dr est une martingale, fixons s < ¢ tels
que tp < s <tp  <.. <ty <t<ty,,etsupposons k </ (le cas k = £ pourrait étre traité avec les
mémes arguments).

Notons d’abord que

ol [war— [(aoralz] =g [‘woralz]
= (tyr — $) (X)) + L_;l(t;;l — tE[(X)?|F] + (t — )E[(X])?] Fa). (3.12)
Ecrivons ensuite
E[(7M)2|F] = B[ + 5™ - 7| 7.]
= (T2 +27E |5 - T\ F] + B[ (7" - j;m)?\fs] . (3.13)

En utilisant la décomposition (3.11]), on obtient
]:S} - Z E{ngn){wi‘ﬂ - I/Vfé"}‘]i} —s—IE[Xé(”’){Wt - Wt;})]:s]
i=k+1

E {jt(n) _ jS(n)

+E[X Wy, - W}

f}

= > E[x"E|We,, - W
1=k-+1

~0. (3.14)

7}

Fi

F ]+ x{VE[Wy - W,

Fur

F | +E[x{VE[W, - W
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Toujours suivant (3.11]), on a par ailleurs

E|:(t7t(n) o js(n))Q

7|

l—1 2
=E[( Y X"{Wap,, = Wb+ XPH{W - W} + X (W~ WLY)
i=k+1

£—1 2
=E[( X Xy, ~ Wi })

i=k+1

7|

J B[

2 ]__Si|

B[ e - wy )

{—1
+2 3 E[X" Wy, — Wi bX( (W - Wiy }
i=k+1 i=k+1

+2B[X{ (W = W X (Wi

7|

ZIS}JF]E[(X(") [{Wt Wi ) ‘ftn}

i=k+1
{—1
+2 3 E[X" Wy, — W bX(VE (W - Wy }| By || 7]
i=k+1
£—1
+2 ) E[X,g"){WtZH - W‘;}Xi(")E[{Wt?H —Win} ]:t,’;} -/—"s}
i=k+1
+2B[ XX Wy - WE[{W, = Wiy }| 7] | 7]
£—1
=E[( 3 AW, W) 7] + - RIEEIR] - ) ) 319

i=k+1

puis

-1 2

B[( Y XMWy, - Wi }) | 7]

i=k+1

-1
B ;1E[(X"(n))2{wt?+1 N Wt?}Q }—S] ’ 2}<;+1<Z<e 1E[X7$n){Wt?+1 B Wt?}XJ('n){Wtﬁl N Wt;}
i=k-+ srest
o 2 2
;1E[(Xf">> Wy, = W }°| R ] +2 HKZQ E (X W, = W } X {(Wep | = W
i=k+ +1<i<j<t—
—1
= > E[x")E[{W, - W)’

i=k+1

7|

!

Fur

7|

v2 Y E[X W, - W XE[( Wy, - W)

k+1<i<j<t-1

= > (Ea —tE[(X™M)|F]. (3.16)

i=k+1

En injectant ([3.14), (3.15) et (3.16) dans (3.13)), on déduit

For| 7]

E[(M2|F] = @)+ (e~ 9+ 3 (0 — 8RR + (¢ — B[ 7]
i=k+1

R o2 5 RO, Wy i, )

7|

J+ [y, - Y]
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ce qui, combiné a (3.12), conduit finalement a l’identité souhaitée:
: I 3.12)), luit final t a l'identit hait

o+
if{(j,(“))f/ (H)? drr
JO

F} = (JM)? - / (H™)? dr.
J0O

E'tape 2: continuité de J.

En utilisant I’étape 1, on peut affirmer que pour tous m,n > 1, le processus J) — 7™ est une
martingale continue, et par conséquent, en utilisant successivement 'inégalité de Doob (théoréme [1.9)) et
le fait que jT(n) — Jr dans L?(Q), on obtient

2
E[( Sup}m(m)—%(”)\) } <4E[|gfm - A7) TS o

tel0,T

Nous constatons de cette fagon que la suite de fonctions aléatoires ([0,7] — R, ¢ — jt(”)) est de Cauchy
dans lespace L?(Q;C([0,T];R)), ot C([0,T];R) désigne I'espace des fonctions continues sur [0, 7], muni
de la norme du supremum. Comme (C([0,T];R), ||.||so) est un espace de Banach, il en est de méme pour
L?(;C([0, T];R)), et donc, par unicité de la limite, la convergence de 7 vers J a lieu dans cet espace.

1l existe finalement une sous-suite J () telle que HJ(”’” — ,,7||OO;[07T] kﬂf 0 p.s. Comme J ) egt,
continue (p.s.), sa limite uniforme est aussi continue (p.s).

Etape 3: J est une martingale continue de crochet donnée par (3.10). Observons tout d’abord que
pour tout ¢ € [0,7T] fixé, J; est (par définition) limite de Jt(") dans L2(Q2), donc il existe une sous-suite

(jt("’“))kzl qui converge vers J; p.s: les applications jt("’“) étant Fi-mesurables (cf étape 1), il en est de
méme pour J;.

Ensuite, pour montrer ’identité E[jt‘]:s] = Js pour tous s < t, il suffit de passer a la limite, dans
L?(2), dans la relation (obtenue & 1’étape 1)

E[7"|F] = 7.
En effet, en utilisant 'inégalité de Jensen, on a
2 2
E[|[B[7"|7] - E[7IR]| ] =E[[E[7" - 2|7][ | <E[l7™ - 2] =% 0.

De méme, pour déduire (3.10), il suffit de passer a la limite, dans L(f2), dans la relation (obtenue a
Pétape 1)

E[(jt("))Q - /Ot(HTW)2 dr

|

Par exemple,

s[[e[)7)%] - 5[]

]-'s] — (Fm)? —/OS(HTW)er.
EUE{( ()2 (%)Q‘A}

E[|(7") - (7)")]

<[l + 7| - 7] <B[l20) + 7] E[l5 - 7]

IA

1
2
Or on sait que jt(n) — J; dans L?(R2), ce qui garantit & la fois

sup E[|7" + 7] <00 et E[|Z" - '] = 0.

n>1

Corollaire 3.9. Pour tout p > 1, il existe une constante c, > 0 telle que

E[(tes[%%] /otHdeS )QP] <cpE[</OTHS2ds)p]. (3.17)
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Preuve. 11 suffit d’appliquer 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (corollaire [1.20)) & la martingale J
définie par (3.9). O

Corollaire 3.10. Soit J le processus défini par (3.9), et supposons que H est borné. Alors p.s, on a
pour tout 0 < v < % et tout T' > 0,
Ty — J.
sup M < 0. (3.18)
o<s<t<T |t— 8|7

Preuve. En appliquant 'inégalité (3.17)), on déduit, pour tout p > 1,

t p
E[|$—js|2p} gcplEK/ Hgdu) } <, |t — 8P,

ol cgy > 0 est une constante déterministe qui borne H. Le résultat (3.18]) découle a présent de ’application
du critére de Kolmogorov (théoréme [2.5)). O

3.2. Interprétation et résolution de 1’équation.
L’interprétation découle naturellement de la construction précédente:

Définition 3.11. Etant donnés un mouvement brownien W : [0, T|xQ — R, un réel a et deuz applications
continues b : [0, T| xR = R, o : [0,T] xR — R, on appelle solution (sur [0,T]) au sens ’Itd de I’équation

dY, =b(t,Y,)dt + o(t,Y,)dW, , Yo=a, tel0,T],

tout processus Y adapté, continu, vérifiant, pour tout t € [0,T],

t
/ E[o(s,Yy)?] ds < oo,
0

et

t ¢

Yt:a—i—/ b(s,Ys)ds—i—/ o(s,Ys)dWs

0 0

ot l'intégrale (contre W) est comprise au sens d’Ité.

Le résultat le plus classique d’existence et d’unicité d’une solution s’énonce comme suit:

Théoréme 3.12. Soit W un mouvement brownien et b,o : R — R deuz applications continues telles
qu’il existe une constante ¢, , > 0 pour laquelle

b(2)] + |o(2)] < co

et
b(x) = b(y)| + lo(z) —o(y)| < cbo |z —yl, (3.19)
pour tous x,y € R. Alors, pour toute condition initiale a € R, [’équation
dYy =b(Yy)dt + o(Yz)dWy, Yo=a, t€][0,T], (3.20)

admet une unique solution (sur [0,T)) au sens d’Ito.

Remarque 3.13. Dans ce dernier énoncé, I'unicité doit étre comprise a indistinguabilité prés, autrement
dit: si Y et Y sont deux solutions (au sens d’Itd) de ’équation (3.20))), alors Y et Y sont indistinguables

(cf section [L1)).

Remarque 3.14. Axes d’extension potentiels pour ce résultat d’existence et d’unicité:

e b et 0 moins “réguliers”: par ex non bornés, ou non Lipschitz, etc. Parfois: existence locale seulement
(sur [0, Tp(w)]), non unicité, etc.

e on remplace la condition initale a (déterministe) par une variable aléatoire A : Q@ — R. Par exemple, si
A est indépendante de W et si E[A?] < oo, on peut utiliser les mémes arguments que dans la preuve qui
suit.
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Preuve.

Existence. Soit (Y(™)),>; la suite de processus définie par le schéma d’itération de Picard: Y;(O) ‘=a et
t t

AR ST / b(Y ™) ds + / o(Y M) dw, . (3.21)
0 0

(i) (Ezercice) Montrer, par récurrence sur n > 0, que Y (") est bien défini, est adapté et est continu (p.s.).

Pour n = 0, le résultat est trivial. Supposons cette propriété vraie pour un certain n > 0.

On sait alors que o (Y (™) est adapté (puisque V(™) Dest) et continu (puisque Y™ et o le sont). Par
ailleurs, comme o est bornée, il est clair que fOTIE[(f (Ys(n))Q} ds < co. L’intégrale d’Ito fUL (T(Y;n)) AW
est donc bien définie, ce qui garantit par 14 méme la bonne définition de Y (?+1).

Le fait que Yt(nﬂ) soit Fi-mesurable découle ensuite du fait que les intégrales fOL b(YS(n)) ds et fOL U(Yg(n)) AW
sont toutes deux Fi-mesurables, en tant que limites d’applications Fi-mesurables (voir I'étape 3 de la
preuve de la proposition [3.8)).

Enfin, la continuité de Y ("*1) est une conséquence de la proposition
(ii) (Ezercice) Montrer que
t
E[v," —Y"?] < cpor / B[V — vV ds (3.22)
0

pour une certaine constante cp 5,7 > 0.

On a
t t
ARSI AL / [b(Y{™) — (Y "=y ds + / [c(Y™) — o(Y " V)] aw; . (3.23)
0 0

Or, d’une part, en utilisant successivement l'inégalité de Cauchy-Schwarz et la condition ([3.19)), on obtient

T <T /tEUb(Y;”)) —b(v )] as
0

E H | / (i) — ()] s

L
< (o)1 [ B[y - v 0] as.
Jo
D’autre part, en utilisant successivement 'isométrie d’It6 et la condition (3.19), on obtient

] -/ "Elor) - o(vir 1) ds

t
< (e [ B[V -y as.
JO

EH | / o) — o (V) aw,

En revenant a (3.23), on déduit immédiatement 'estimation désirée:
ot
E[|y‘t(71+l) = Y't(n)‘Q] < Cb,a,T/ E[Dfs(n) - }/;(7171)‘2] ds ’
0

avec ¢y 1 = 2(cp 0 )2 (1 +T).

(#4) Conclusion.
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En itérant l'inégalité (3.22]), on obtient, pour tout n > 1,

E[Y," - v ?] < o, / E[[Y(™ — Y] ds,

(¢b,0,7) / / |Y(n b 52(77:2”2] dsp—1dsp

<< (Cb@T)n/ E[YD - YOP]ds, - -ds,, .
0<51<...<5, <t

Or nous disposons bien entendu de I'expression explicite
YV =YD = bla)si + o(a)W,

ce qui permet finalement d’affirmer que pour tout n > 1,

I A

sup B[V, =¥ 12] < 2(cpom) " (cb,0)* (T2 +T) / dsy - - dsy,
te[0,T] 0<51<...<5,<T
ot T)"
< 2(01% , T ) (Cb’0)2(T2 +T) )

n!
Cette inégalité montre (en particulier) que la suite de processus (Y("))nzo est de Cauchy dans ’espace
(complet) L>°([0,T7; LQ(Q)): cette suite converge donc dans lespace en question. Notons Y sa limite.

En revenant & la relation (3.21)) définissant la suite Y (™) on montre ensuite, avec les mémes arguments
, . .
qu’au point (#i), que exerczce)

H / —b(Ys)] ds

EH/; [o(Y\™) = a(Y)] dW, 2} < (cb,o>2/otE[|Ys<”> —Ysﬂ ds =30

On constate ainsi que le processus Y est bien solution de 1’équation ((3.20)).

2 t
} < (0T [ B[V - V[ ds =50,
0

et de méme

Unicité. Soit Y, Y deux solutions de ’équation.

(i) (Ezercice) Montrer quen posant hy := supy<,<; E[|[Ys — Yi|?], on a

t
hy < cb,(,’T/ hsds , (3.24)
0

pour une certaine constante cp o7 > 0.

Avec les mémes arguments qu’au point (i) ci-dessus, on obtient facilement, pour tout ¢ € [0, T,

ot ot
E[|Y; - ;%] < (,:Zm,,-/ E[Y; — Yi|?] ds < (,-,,,(,,,-/ heds .
J0O JO

’inégalité ([3.24]) en découle i édiatement.
L’inégalité (3.24]) en découle immédiatement

(73) Conclusion.
En itérant (3.24)), on obtient, pour tout m > 1,

T
0 < hT < Cb,o’,T/ hsm dsm

0
T Sm
2
(¢b,07) / / s, , dSm—1dsy,
0 0

<...< (Cb,o,T)m/ h51 dsl o dsm <
0<s1<... <8 <T

et donc, en faisant tendre m vers linfini, on obtient effectivement hr = 0 (on aurait également pu
appliquer le lemme de Gronwall).

IN

o1 T
(bT)hT7
m!
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Ceci permet d’affirmer dans un premier temps que Y et ¥ sont modifications 'un de I’autre (cf section
. Or nous savons, par définition méme d’une solution, que ces deux processus sont continus (p.s). Nous
sommes par conséquent en mesure d’invoquer le résultat de I’exercice pour conclure: les processus
Y et Y sont bien indistinguables.

|

Proposition 3.15. Sous les hypothéses du théoréme[3.13 et en utilisant les mémes notations, on a p.s,
pour tout 0 < v < % et tout T' > 0,

Vi — Yy
sup ——m—— <

.
o<s<t<T |t — 8|7

Preuve. Puisque b et o sont supposées bornées, le résultat découle immédiatement du corollaire|3.10} [

Comme nous ’évoquions dans la remarque les propriétés de équation (3.20) et de sa solution Y
peuvent étre examinées sous de multiples angles (“déterministes” et/ou “stochastiques”). Nous n’aurons
malheureusement pas le temps de développer davantage cette analyse dans le cadre de ce cours.
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4. L’EQUATION DE LA CHALEUR STOCHASTIQUE

Nous nous concentrerons sur I’étude du modele le plus standard, a savoir le modeéle dirigé par un
champ brownien, c’est-a-dire:

ou  9u ’wW
oo T Wy, o tEOTLER, (4.1)
u(0,.) =,

ou®: R — R, 0:R — R est continue, o(u)i(z) := o(u(x)) et W: ([0,7] x R) x @ — R est un champ
brownien sur [0,7T] x R.

4.1. Le champ brownien. Pour une bonne définition de ce champ stochastique, procédons d’abord &
quelques rappels généraux sur les familles gaussiennes.

Définition 4.1. Soit A un ensemble quelconque. Une famille de variables aléatoires {X,, a € A} (d
valeurs réelles) est dite gaussienne si pour tout k > 1, tous a1,...,ar € A et tous \1,...,\x € R, la
variable aléatoire ), | N\iX,, est gaussienne.

Définition 4.2. Etant donné un ensemble A quelconque, on appelle fonction de covariance sur A toute
fonction C : A x A — R symétrique (c’est-a-dire C(x,y) = C(y,z) pour tous x,y € A) et positive
(c’est-a-dire ij:l a;0;C (25, 25) > 0 pour tous k >1, a; €R et z; € A).

Proposition 4.3. Etant données une fonction m : A — R et une fonction de covariance C : Ax A — R,
il existe une unique famille gaussienne {X,, a € A} de moyenne m (E[X,] = m(a)) et de covariance C,
c’est-a-dire

E[(Xal - E[Xal])(Xa2 - E[XGQ])] = C(aha?) .

Remarque 4.4. La propriété d’unicité dans la proposition est a comprendre comme une unicité au sens
des lois de dimension finie, ¢’est-a-dire: si {X,, a € A} et {)?a, a € A} sont deux familles gaussiennes,
définies respectivement sur (2, F,P) et (SNI,}N' , f”), de méme moyenne et de méme covariance, alors pour
tout k > 1, tous aq,...,ar € A et tout borélien B de R¥, on aura

P((Xays---,Xa,) € B) =P((Xay,..., Xa,) € B).
A partir des considérations ci-dessus, nous pouvons revisiter la définition du mouvement brownien:

Proposition 4.5. Le mouvement brownien (Wy)i>o est lunique processus gaussien continu tel que pour
tout s,t > 0,

EW: =0 et E[WW, = R(s,t), ot R(s,t)==(|s|+[t|—[t—s]).

N |

Définition 4.6. Soit T > 0 et d > 1. On appelle champ brownien (sur [0,T] x R?) le champ gaussien
W = ([0,T] x RY) x Q@ — R continu (= p.s., (t,z) — Wi(z) est continue) tel que pour tous s,t €
[OvT]v x,Yy S Rd;
d
E(W.(z)] =0 et E[W.(2)Wi(y)] = R(s,t) [[ Rlxi vi), (4.2)
i=1
ot, pour tous a,b € R, R(a,b) est donné par

Rla,b) = %{m\ b~ Ja—b]} . (4.3)
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Ezercice 4.7. Vérifier que pour tous a,b > 0, R(a,b) = inf(a,b), et plus généralement que, pour tous
a,beR,

R(a,b) = / 10,01 (2) 10 () d | (4.4)

avec la convention usuelle 1(g 4 := —1[,,g) si @ < 0. En déduire que la formule

C((s,z),(t,y)) :== R(s,1) HR (B) (k)

définit bien une fonction de covariance sur [0,7] x R? (au sens de la définition |4.2).
Pour tous a; € R, (s;,7;) € [0,7] x R, on a, en utilisant .,

Z()z,,jajC((s,;,:l;,;),(sj,:l;j)) Z(y a;R(s;, s;) HR R gkt))

2,7 ] =

:Zai@j</1[0.s]( (0,5, df) H/ 2™ O (;)]( y) dy

. R

= / (Zwilm,s@<t>1m..,,,.m]<y<1>>-~~ 0.0 (¥ <">>) dedy™ - dy® > 0.
]erJrl i i

Ezercice 4.8. Utiliser le critére de Kolmogorov (théoréme [2.5) pour montrer que si W : ([0, 7] x R?) x Q —
R est un champ brownien, alors on a p.s: pour tout I = [ay,b1] x -+ X [aq, bg], tout 0 < v < % et tous
0< B <3 (i=1,...,d),
|Wt - Ws (1')'
sup 3 3
(s2)A(ty)elo,T)x1 [t = s[4+ |y1 —z1|Pr + ..+ |ya — 4]

Soit I :=[ay,bi] X -+ X [ag,bq] (avec a; < b; € R) et (s,2),(t,y) € [0,T] x I. Observons d’abord que,
comme le champ W est gaussien, la variable Wy (y) — W, (z) est gaussienne, et par conséquent, pour tout
p =2,

J

, 4 S 2 £
E“Wt(y) . ws(x)\’} < CPEUWt(y) — Wy ()| } ° (4.5)
pour une certaine constante ¢, > 0 qui ne dépend que de p.
Ensuite, grace a (4.2), on peut écrire
7 2 7 7 7 p
IE“I/IQ(;/) — I/l/s(:c)} } = E[I/’[/’t(y)Q] —2E [I/’Vt(y)ws(m)} + ED/VS(:I;)Z]
d d d
= tHR(?/h?/i) - 2sHR(-r,:,y,:) + sHR(m,:,.r,:)
i=1 i=1 i=1
d
= (t—s) ][] Rwi )
i=1
d d
+s{{HR(u, vi) — | [ Bz, s } [HR i ;) — | [ Rlwiy H (4.6)
i=1 i=1
A ce stade, on a d’une part
d d
(t=s) [ Rwivi) =t =) []lsl <erlt—s.
i=1 i=1

D’autre part, si par exemple d = 2, on a
R(y1,y1) R(y2,y2) — R(w1,y1) R(22, yo)
= [R(y1,11) — R(z1,91)| R(y2,y2) + R(z1,51) [R(y2, y2) — R(x2,92)] ,
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avec

1 1
|R(yi, yi) — R(zi, y:)| = 5 (Jys| — "7'7")"'5‘!/1_'777" <lyi — i .

En revenant a (4.6), on déduit aisément

1&:{ 7 (y) — Wi( ‘2} <(I{|ffs\+zh,,ﬂ;i\},

1=1

et donc, par ({4.5),

d
EUW;(;(/) - Y'If';(rl‘)\p} <cprflt — % + > lyi - 51
=1

A partir de ces contrdles, le résultat attendu découle immédiatement du critere de Kolmogorov.

O

Remarque 4.9. La fonction R définie par correspond en fait & la covariance du mouvement brownien
sur R, que l'on peut construire (et & vrai dire définir) & partir de deux mouvements browniens indépen-
dants W) W) classiques (c’est-a-dire sur Ry, cf la définition ou la proposition , en posant,
pour tout a € R,

WM(a) sia>0
W(a) := { ®(—a) sia<0 (4.7)
On peut en effet vérifier que pour un tel processus (gaussusn) on a, pour tous a,b € R,
E[W(a)] =0 et E[W( (b)] = R(a,b) .
4.2. Heuristique: formulation mild de I’équation de la chaleur.
Considérons pour l'instant une équation de la forme
ou  0%*u
=g f) s wle) = () (48)

ot f:[0,7T] x R x R — R une fonction bien définie et la notation dans signifie f(.,u)i(z) =
ft,z,ui(x)). Pour simplifier la présentation, on supposera en outre que f est bornée.

Comme dans le cas des EDO, on souhaiterait mettre ’équation sous une forme “intégrale” que 1’on
puisse ensuite étendre (par le biais d’arguments stochastiques) au cas ou f est remplacée par
0*wW
Lu) =o(u . 4.9
Flow) = o) (49)

lére idée (mauvaise): on intégre simplement I’équation en temps (& z fixé) pour obtenir

w@hwd>‘4®2 %+/fsx%UM&

Deux inconvénients majeurs apparaissent ici:
e L'opérateur u — 92u est non borné (si u € W2, alors 92u € L?), d’ott des problémes de stabilité pour
résoudre 1’équation sous cette forme.

e En vue de linterprétation recherchée (quand f(.,u) laissera place a a(u)gi—gg), on souhaite faire appa-

raitre une forme intégrale en temps, mais aussi en espace, pour compenser l'irrégularité du bruit oW
’ ’ otox *

2¢me idée (meilleure): s’appuyer sur la solution fondamentale de I’équation linéaire sous-jacente, soit
I’équation de la chaleur standard
oG 9°G
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Rappel: par définition, la solution fondamentale de 1’équation (4.10) (avec condition nulle en ¢ = 0) est
la distribution G € §'(R4 x R) telle que, pour toute fonction-test ¢ : Ry x R — R, la solution (au sens
des distributions) de 1’équation

ov 8%v
ot 0x2

est donnée par la convolution (espace-temps) v := G * .

+e, v0,2)=0,

Cette solution fondamentale est en fait donnée ici par le noyau de la chaleur

1 x?
Culw) 1= = exp ( - E) 1oy |- (4.11)

Observons plus simplement que cette fonction G satisfait G¢(x) = 0 pour tout ¢ < 0,

oG 0?°G
Y —(t,x) = ) (t,x) pour toust >0, z € R, (4.12)
o [ Gle—nedy i) (113)

pour toute fonction continue bornée ¥ : R — R et tout = € R.

Gréce a ces propriétés, nous pouvons établir le résultat suivant:

Proposition 4.10. Si u est solution de [4.8) au sens classique (c’est-d-dire u est C1 en temps, C* en
espace, et satisfait (4.8)) pour tout (t,x)), et si

,  sup ‘g?;(t,a:)o < oo, (4.14)

max < sup  |u(t,z)|, sup
[ te[0,T],z€R

t€[0,T],zE€R te[0,T],z€R ‘890

alors u est aussi solution de l’équation suivante (appelée parfois forme mild de (4.8 ) pour toust € [0, T]et
z € R,

/ Gy — y)®(y) dy + / / G o(@ — ) (5,9, (y)) ds dy . (4.15)

La formulation (4.15) fait cette fois bien apparaitre une intégrale en temps et en espace: c’est cette
formulation de l’équation que nous allons pouvoir étendre a la situation (4.9)).

Preuve de la proposition[{.10, On a, pour tous ¢t € [0,T], z € R et € > 0,

/ Gl — y)urly) dy — / Gryela — y)B(y) dy = / [Ge — y)ue(y) — Grae(z — y)uo(y) } dy
R R R

-/ 0 (Gl — p)us(y) dsdy
/R/Ot {04(Gie e (@ — 1)) us(y)

+ Gi—ste(T — y)Os (us (y))} ds dy

- / [(0.6)1-rela =yl dsdy
[ Gt = )88 ) ds
+ / / Gronse — ) (5,1, ua(y)) dsdy . (4.16)

Ensuite, en utilisant (4.14)) et le fait que, pour tous 0 < s <t et z,y € R,

+oo +oo
ay(Gt—s—&-a(x - y)) UL 0, Gt—s-i—ﬁ(aj - y) Ul) 0,
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on déduit facilement

/R/Ot Gisie(x — )02 (usly)) ds dy = /Ot /R Grosie(x — )02 (us(y)) dy ds

= /Ot/R(aiG)t—ere(CC —y)us(y) dyds .

Ainsi, en revenant a (4.16)) et en utilisant (4.12)), on obtient

t
[Gta vty [ Gecto -y = [ [ Grile =)o punty) dsdy
R R R Jo
11 suffit maintenant de faire tendre € vers 0 et d’utiliser (4.13)) pour obtenir (4.15)).

4.3. Intégration par rapport a un champ brownien espace-temps.

En gardant la formulation (4.15]) & 'esprit, et étant donné un champ brownien W sur [0, 7] x R¢ (au
sens de la définition |4.6)), on cherche & donner sens & l'intégrale

oW
H( yx)dsdr
/ @) G o, () dsde
pour une certaine classe de champs stochastiques H : ([0, 7] x R%) x  — R (la plus large possible).
A cette fin, inspirons nous de la construction d’Ito (cf Section [3.1.2). Considérons ici (Fy)s>0 =

(F)s>0 la filtration en temps associée & W, autrement dit

F, := o-algeébre engendrée par {W,(z); 0 <r < s, x € R} .

Reprenons maintenant une a une les étapes de la section [3.1.2

Etape 1: Définition de Uintégrale pour un champ simple adapté.

Considérons d’abord 'espace £ des champs simples adaptés, c’est-a-dire I’ensemble des champs H :
([0,7] x RY) x Q — R de la forme

HS(ZL’) = Z Xij]'[ti,ti+1[(5)114j (fﬂ) ) (417)
,J
ol la somme porte sur un nombre fini d’indices ¢,7, et ou 0 =tg <t; < ... < T,
1 1), . )~ (d), - k k
Ay = [0V, e (Ix . x [0 (), af” ()] avee o (j) < (),
Ajl ﬁAjz =0 si J1 7éJ2 s
et enfin, pour tous i, j, X7 : Q — R est une variable aléatoire bornée et Fy,-mesurable.
On pose alors

PrASR y oWy, W,
/ /Rd ) 950wy 0wg " de$< ZX {/A 81‘1---8$d($)dm/AJ_ 8w1-~-6xd(x)dx})

= ZXJ{WW —~ Wi, (4}, (4.18)
o, pour tous A := [agl),ag)} X ... X [a; (@ gl )] et s € [0,T], on définit W,(A) par la formule
oW, 2
(A) = [ —— 5 (3)dw = )it i @ el 4.1
We(d) /143$1-'-3$d(x)m .Zl( ) Wolai'sovaiy’) - (4.19)
21y.0052d=

Par exemple, pour d = 2, on récupére l'incrément rectangulaire

Wi(A) = Wi(al",af?) = Wi(al”, af?) — Wi(as”,al®) + Wi(ad", o).

Soulignons dés a présent les quelques propriétés stochastiques suivantes pour la famille de variables
aléatoires W (A) (ces propriétés se réveleront par la suite essentielles):
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Lemme 4.11. Pour tous hyperrectangles A := [ag ) al! )[x coe X [ag )7aéd)[ , B := [bgl),bél)[x... X
[by b b(d) [, et tous 0 < s <t, on a:

(i) E[Ws(A)] =0 et E[W,(A)Wi(B)] = s u(AN B), ot p désigne la mesure de Lebesgue dans R?.
(i) Wi(A4) = Wa(4) ~ N (0, (t = 9)u(4).

(iii) La tribu générée par les variables {W;(A) — W¢(A), A hyperrectangle de R?} est indépendante de
F

Preuwve. (i) En combinant (4.2) et (£.19), on déduit immédiatement

E[W( Wt =3 H Z z+]R (k) b(k))

k=11,7=1

et 'on peut ensuite vérifier, & partir de la représentation (4.4)), que
2

Z (—1)i+jR(az(k)7 bgk)) — /]R {l[O,aék)](m) - 1[07a§k)]({E)}{].[(ngk)](x) - 1[07b§k)]((£)} dx

ij=1
:/R]_[a(k) a(k)](m)l[b§k:)7bék)](ﬁr)de
k k k k
= u([af”,af”] b7, 087]) .

Remarquons en effet qu’avec la convention 1 ) := —1(4,0) pour a < 0 (utilisée dans (4.4))), on a bien,
pour tous a1 < az € R, 119,4,] — 1{0,a,] = Lja1,as] P-P-

(#4) On peut écrire

2
WiA) = Wo(A) = > ()" Wi(al), . aly) = Wo(al o al) )
i1yt =1
Ainsi, comme W est un champ gaussien, la variable Wt( ) Ws(A) est de loi gaussienne. 11 suffit donc
de vérifier que E[W;(A) — W (A)] =0 et E[(W,(A ) | =(@t—s)u(A).
En utilisant (i), on constate en effet que E[W,(A ) ( )} 0, puis que
E[(Wi(A) — W(A))?] = E[Wy(A)?] - 2E[Wi(A)W,(A)] + E[W,(A)?]
— () — 25 u(A) + ( )
— (t— )u(A) .

(#41) On utilise une généralisation de la propriété classique: si (X,Y) est un vecteur gaussien centré, alors
X et Y sont indépendantes <= E[XY] = 0.

La généralisation en question correspond & I’énoncé de [4, Proposition 0.6.3]. On peut la résumer
comme suit.

Définition. Un espace gaussien est un sous-espace fermé de L?(£2) composé uniquement de variables
aléatoires gaussiennes centrées.

Proposition. Soit G, G2 deux sous-espaces fermés d’un espace gaussien G. Alors les tribus o(G1) et
o(G2) sont indépendantes <= G et G5 sont orthogonaux.

On sait que les espaces

G (sp) = Span(Wt (A) — W4(A), A hyperrectangle de Rd)

et

Ga s = Span(Wr(x), 0<r<s,xze ]Rd)
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sont deux sous-espaces fermés de 'espace gaussien

G :=Span(W,(z), 0 <r < T, z € RY) .

Ainsi, d’apres la proposition ci-dessus, les tribus U(Gl’(syt)> et U(Gg)s)(: Fs) sont indépendantes si et
seulement si les espaces Gy (s4) et Ga s sont orthogonaux dans L%(Q).

Il s’agit donc de vérifier que pour tout hyperrectangle A de R%, tout 0 < r < s et tout = € R%,
E[(W:(A) = Ws(A)W,(2)] =0 .

Et en effet
E[W, (AW, ()] = 22: Vit tag Wy (ol ol W ()]
N MQ | +.. i *)
_ it tia
ril’myzid:l HR a;
= E[W, (AW, ()]

O

Etape 2: Isométrie. Comme dans le cas classique (uni-paramétrique), Pextension de la définition (4.18)
va étre rendue possible par une propriété d’isométrie:

Lemme 4.12. Pour tout champ simple adapté H, on a

ad+1W
H H
[(/ y 858:01 e d(s T dsdac) } / /]Rd ’ dsdw

autrement dit l'application

odtiw
H'—>/ RdH( )m(s,x)dsdx

est une isométrie de (€, ||| 2o, xrax0)) dans L*(S).

Preuve. Soit H de la forme (4.17). On a alors

T ad+1W 2
E[(/o Rst(z)M(SyiE)dsdx)}

- E[(ZX (Wi, (A;) — Wi, (4 )})2}

= Z Z E[ijllxzjz {Wt11+1 Ajl) - Wtil (Ajl)}{Wti2+1 (Aj2> - Wtiz (Aj2)}} :
11,82 j1,J2
Pour i; = i5 = 4, on utilise les propriétés mises en évidence dans le lemme pour affirmer successive-
ment que

E| XD X (Wi (45) = Wa () HWaoo (As) = Wil (4,)} ]
——
EF, 17,

=E [ijl Xin] [{th+1 A ‘1) - Wti (Ah)} {Wti+1 (Aj2) - Wti (AJ2)}]

= B[X]" X7?] (tigr — t)i( Ay, N Ajy) = L=y (b — ) (A5 E[(X])?]
tandis que, grace a ces mémes propriétés, on a, pour i; < ig,

E[Xijll ng {Wti1+1 (Ajl) - Wtil (Ajl)} {Wt12+1 (AjQ) - Wt’iz (AJZ)} }

EFy¢. L F

i2 i2

= E[ijllxzj; {Wti1+1 (Aj1) - Wtil (Ajl)}]E[Wtinrl (Ajz) - Wt'i2 (Ajz)] = 0.

i+1
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Ainsi,

K/ o 7o) ) o 1Wad(s’@dsdﬂﬂ=Z<ti+1—t»>u<Aj>E[<Xz>2]

/ / E H dsdx.
Rd

Nous pouvons a présent nous tourner vers I’argument de densité qui clot la procédure.

Etape 3: Argument de densité.

Lemme 4.13. Soit H : ([0,7] x R?) x Q — R un champ stochastique tel que:

(i) pour tous t € [0,T] et x € RY, Hy(x) est Fy-mesurable (“H adapté”);

(#9) p.s., la fonction (t,x) — H¢(x) est continue presque partout (“H continu p.p.”);
(iii) on a H € L%([0,T] x R? x Q), c’est-a-dire

/ / ‘H dsdm < 0.
]Rd

Alors il existe une suite H™ de champs simples adaptés telle que

/T/ E[|H§")(:c)—Hs(:v)\2] dsdx — 0. (4.20)
0 Rd

Preuve. Dans un souci de clarté, notons
H := {H champ adapté, continu p.p. et dans L?([0,T] x R? x Q)} ,

B := {H champ adapté, continu p.p., & support compact en z, dans L>([0,7] x R? x Q)} ,

et rappelons que £ désigne I’ensemble des champs simples adaptés.

Densité de B dans H. Etant donné H € H, il suffit de considérer la suite (H™),,>; donnée pour tout
n > 1 par

H" (@) 1= Loy oy {He(0) Lo < + 10401, 0)20) — 1L (11,002} } - (4.21)
On a bien H™ € B, et comme |Ht(") ()| < |H¢(x)|, nous sommes en mesure d’invoquer le théoreme de

convergence dominée pour affirmer que H™ converge vers H dans L?([0,T] x R? x Q).

Densité de & dans B. Etant donné H € B, on pose simplement

(n
H Z Z Ht" ]17"'7 Jd)l[t"t+1[( )1[zyl,z;?1+l[><...>< z]’?d,m;?d+1[(x)7
1=0 j1,....Ja€Z
ot t7" := L et 27 := L. Pour tout n > 1, H™ définit clairement un champ simple adapté (car H est
7 n J n

adapté, borné et a support compact en ), et la condition de continuité permet d’appliquer le théoréme

de convergence dominée pour affirmer que H(™ converge vers H dans L([0,T] x R? x ).
O

Il est clair que nous pouvons désormais reprendre mot pour mot les arguments du début de la section
3.1.3| pour obtenir la définition recherchée:
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Définition 4.14. Soit H : ([0,T] x R?) x Q — R un champ stochastique vérifiant les conditions (i)-(i7)-
(#i1) du lemme . On appelle intégrale d’Ité de H contre W, et on notera

/ [ 1 W(ds dz)

la limite, dans L?(SY), de la suite

adJer
H™
A s 888961 e d(s,x)dsdm,

pour toute suite (H(n))n21 de champs simples adaptés telle que
T
/ / E[|H™ (2) - Hy(o)]"] dsdz — 0. (4.22)
0o Jre

C’est cette interprétation de l'intégrale qui va nous permettre de donner sens a I’équation (4.1]). Juste
avant cela, soulignons rapidement quelques propriétés stochastiques de l'intégrale.

Proposition 4.15. Sous les hypothéses de la définition [[.14, Uintégrale d’Ité est une variable aléatoire
centrée, qui vérifie la propriété d’isométrie fondamentale:

K/ o 5@ de‘”H //R (|8, ()] ds dz. (4.23)

Proposition 4.16. Pour tout champ H : ([0,T] x R%) x Q — R vérifiant les conditions (i)-(ii)-(iii) du
lemme[[.13, le processus

t»—)jt::/t [ (@) W(dsda) ( / [ A 1[0t]()'(dsdx)>

est une martingale continue (relativement d (Fs)s>0) de crochet

t_//]Rd )‘2dsdm.

Preuve. 11 “suffit” de reprendre les arguments de la preuve de la proposition (|

En appliquant I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy (corollaire [1.20]), on obtient:

Corollaire 4.17. Pour tout p > 1, il existe une constante c, > 0 telle que, pour tout champ H :
([0, 7] x RY) x Q — R vérifiant les conditions (l)—(Zl)—(’LZZ) du lemme

o [ sl [ | ot s

4.4. Interprétation de I’équation.

Rappelons que nous nous intéressons dans cette section au modele dynamique

ou  9%u O*W
o "o T W, o tEOTLER, (4.24)
u(O, ) =0 )

ot ®:R— R, 0:R — R est continue, o(u)(z) := o(u(z)) et W: ([0,T] x R) x  — R est un champ
brownien sur [0,7] x R.
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Lemme 4.18. Etant donnée ® : R — R continue, bornée et de carré intégrable, soit {Wy(z), t € [0,T],z €
R} la fonction définie par

To(a) = 0(a) . Tle)i= [ Gilo =9y i 130,
R
Alors w est continue sur [0,T] x R. En outre, pour tout Ty € (0,T], on a

w — ws(x
sup M < 0. (4.25)
(s,0)£(ty)e[To,TIxR |t — 8| + |y — |

Preuve. Voir la section (4.6 O

Proposition-Définition 4.19. Etant donné un champ stochastique
v:[0,T]xRxQ—R

adapté, continu et borné (c’est-a-dire sup(y , .)epo,71xrx0 |Vs(Y) (W)| < 00), on définit le champ {w(x), t €
[0,T],z € R} par la formule

) = [ [ Gea =yt s

ot l'intégrale est comprise comme une intégrale d’Ité.

Alors w est bien défini et est adapté. En outre, il existe une modification continue de ce champ (que
nous noterons encore w) telle que, pour tout intervalle I C R borné, tout 0 < v < i et tout 0 < B < %,
on a p.s.

sup [wily) = w, ()] < 00 . (4.26)

(s,2)£(ty)eo,T]x1 [t = s[7 + |y — x|?

Dans tout ce qui suit, la notation

(t,z) — /0 /RGt,S(:E —y)vs(y) W(ds dy)

fera systématiquement référence a une telle modification continue.

Preuve. Voir la section [4.6] O

En combinant les considérations heuristiques de la section [f.2] et les constructions de la section 4.3
nous sommes désormais en mesure de fournir une interprétation naturelle et rigoureuse de cette équation:

Définition 4.20. Soit ® : R — R continue, bornée et de carré intégrable, et soit o : R — R une fonction
continue bornée. On appelle solution (au sens mild) de l'équation (4.24]) tout champ u : ([0, T)xR) xQ —
R adapté et continu tel que, pour tout t € [0,T] et tout x € R, on a

t
we) = [ Gile=powdy+ [ [ Giile = potu)Wdsdy) (127)
R o Jr
ot la derniére intégrale est comprise au sens d’Ité (via la proposition-définition , et ou l'on rappelle
que G désigne le noyau de la chaleur

1 x?
Gi(z) == At exp ( - Zt) 1m0y -
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4.5. Résolution.
On dispose du résultat général suivant:

Théoréme 4.21. Soit & : R — R une fonction continue, bornée et de carré intégrable. Par ailleurs, soit
o : R — R une application telle qu’il existe une constante c, > 0 vérifiant

@) < et Jo(x)— o) < colo—yl , (4.28)
pour tous x,y € R.
Alors Uéquation (4.24) admet une unique solution u (au sens mild).

Remarque 4.22. Dans ce dernier énoncé, 'unicité doit étre comprise d indistinguabilité pres.

Preuve du théoréme[].21] La stratégie consiste naturellement & adapter les arguments de la preuve du
cas uni-paramétrique (c’est-a-dire la preuve du théoréeme |3.12)).

Existence. On s’appuie sur un procédé itératif de type “schéma de Picard”. On considére ainsi la suite

de champs stochastiques u(™ définie par u§°)( )= ®(x) et

ug"“ /Gt T — )dy—l—/ /Gt o(x — y)a(ugn) (v)) W (ds dy) . (4.29)

La combinaison de la proposition-définition f.19] et du lemme nous garantit que cette suite est bien
définie au sein de la classe des champs adaptés et (p.s.) continus.
Posons alors
H (@) = 0" (@) — " (2)
On a par définition

H(") / /Gt s(x—y)lo (u( )(y)) _U(Ugnﬂ)(y))] W (ds dy),

et par conséquent, en utilisant successivement l'isométrie d’Itd (4.23)) et la condition de régularité (4.28)),

on obtient ,
E[| 5" (@)]"] < / / Goo(w =y B[ H D (y)|") ds dy.
0o JR

En posant h§”) '= SUPg< <y supxeREHHs(n) (x)}Q], on a donc
t

E[|Ht(")(:1:)|2] <c hg"il)/ Gi_s(x —y)* dyds
0 R

-1
LG tdshé”)/exp<<wy>)dy
- (t—3s) Jr 2(t — s)
hgn—l) 5

ds ——— [ e~ 7 d
Vst W

<e¢ /t hgnil) ds
= o 0 \/m bl

pour une certaine constante ¢; > 0. En utilisant a présent I'inégalité de Holder, on déduit

(n) 2 2 ! ds 2 ! (n—1)\3 e
]EHHt ("If)| ] SCl CO.</0 ts|'3/4ds> (A (hsn ) ds)

47 0
2 t

< %

~ 47 0

et ainsi
t
(h(”)) < ey TV2 (8 / (hgn—l))S ds
0
pour une certaine constante co > 0. En itérant le procédé, il vient

0y < (o) | (M) don s
0

<s1<..<sp <t
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Or il est facile de constater (exercice) que
E[|HO@)?) < e {|0]2, + T2},

pour une certaine constante c¢g > 0, et ol | @/ := sup,cp |P(z)|. Ainsi, on obtient
n 3
(hgn))S < (C2 Tl/2 0(67) (63{”(1)“20 +T1/203}> / dsy...ds,
0

<s1<<sp<t
3/2 6)"
(CQT/ cg)

<
- n!

3
(cs{ll@li% +T/2e2}) "

ce qui garantit la convergence Zn>0(h¥L ))1/ 2 < 00, autrement dit la convergence

Z sup bup( {|u§”+1)(x) - ui”)(a:)|2D1/2 <00 .

>0t€[0 T) z€R

Par conséquent, la suite (u(™),>¢ est de Cauchy dans l’espace L°°([0,T] x R; L2(2)): elle converge donc
dans cet espace, vers une limite que nous noterons .

En associant cette propriété de convergence a l'isométrie d’It6 (4.23]), on montre aisément que

| [ Gista—nra @) Widsdn) "5 [ [ Giouta =~ y)o(un(w) Widsdy) - dans £%(9).
0 R 0 R

11 suffit maintenant de faire tendre n vers I'infini dans la relation (4.29)) pour obtenir le résultat escompté:
le champ u est bien solution de 1’équation (4.24)).

Unicité. Soient u,v deux solutions de I’équation (de méme condition initiale ®) et notons
Hy(z) == ug(x) — vi(z).
On a par définition
t
x) = / /JRGFS(QC =) [o(us(y)) — o(vs(y))] W(dsdy).
0

En utilisant successivement I'isométrie d’Tto (4.23]) et la condition de régularité (4.28]) (comme précédem-
ment), on déduit

E[| Hy(a)| //G (@ — ) E[|H(y)[*] dsdy.

Par suite, si ht 1= supg<<; SUpP,ep ]EHH )| } on obtient, avec les mémes arguments que ci-dessus,

JEHHt(x)’ / /Gt s(y)? dyds
<ccl /0 \/ts—is (/ t_8|3/4>2/3(/0t(hs)3 d5>1/37

et donc, pour tout m > 1,

¢
OSh?SQTl/ch/ (hs)®ds
0

m T3/2 (2 m
< (02 T/? c?,) / (hsl)3 dsy...ds, < u

|
0<81< <8 <t m:

3. .

En faisant tendre m vers I'infini, on obtient h; = 0, ce qui permet d’affirmer que u et v sont modifications
I'un de l'autre.

Les champs u et v étant en outre continus, on en déduit qu’ils sont indistinguables (d’apres le résultat
de lexercice et plus exactement par la généralisation donnée par le lemme ci-dessous). O

Lemme 4.23. Soient X etY deuz champs stochastiques sur [0, T] xR%, d > 0. SiY est une modification
de X, et si X et'Y sont continus sur [0,T] x R% (p.s.), alors X etY sont indistinguables l'un de ’autre.
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L’application de la proposition-définition et du lemme a I’équation (que nous venons
de résoudre) conduit immédiatement au résultat de régularité trajectorielle suivant:

Corollaire 4.24. Supposons les hypothéses du théoréme vérifiées, et notons {u(x), t € [0,T],z € R}
la solution de I’équation (4.24]).

Alors on a p.s, pour tout Ty € (0,T] et tout intervalle I C R borné,

sup [ue(y) — s (x)! < o0, (4.30)

(s,2)£(t,)ElTo,T)x1 [t = 8|V + |y — z|P

pourtous(]<’y<%et0<ﬂ<%.

4.6. Preuves du lemme [4.18| et de la proposition-définition [4.19

Preuve de la proposition-définition [[.14 Pour garantir la bonne définition de w, il suffit de vérifier que
les conditions (¢)-(i7)-(iii) du lemme [4.13]sont effectivement satisfaites par le champ

(S,y) L ths(l' - y)vs(y)l[O,t] (‘5) .

Pour le point (i), nous savons, par hypothese, que vs(y) € F,. Le produit G;_s(x — y)1jg4(s) étant
par ailleurs déterministe, on peut affirmer que G (z — y)vs(y)1,4(s) € Fs, comme désiré.

Pour le point (i), nous savons, par hypothése, que la fonction (s,y) — vs(y) est continue (p.s). Par
ailleurs, la fonction (s, y) — Gi—s(z — )1 4(s) est continue p.p. (les seules discontinuités potentielles se
trouvent sur la droite s = ), et par conséquent la fonction (s, y) — Gi—s(x — y)vs(y) 1,4 (s) est continue
p-p- (p-s).

Quant & la condition d’intégrabilité (i77), on a bien, en notant M := sup(y , .,)efo,7]xrx0 Vs (¥)(W)];
t ) gt ,
[ Rl — v dsdy <22 [ [ (Gesto =) dsdy
JO JR JO JR

12 [t ds (x —y)?
sz\ér/o (tfs)/ﬂgexf’(‘ 2(157/5))(1”

M? [Yds [ 2
< / A dy < oo. (4.31)
dm Jo Vs Jr

Ainsi, le champ w est bien défini. Par construction de l'intégrale d’Itd, w;(x) correspond a une limite de
variables aléatoires F;-mesurables (on integre de 0 & t): we(x) est donc elle-méme Fy-mesurable, et par
conséquent w est bien adapté.

Pour établir I'existence d’une modification continue de w (et méme le résultat de régularité (4.26)),
nous allons faire appel au critére de Kolmogorov (théoréme. Il s’agit donc d’estimer le moment

E[|wi(y) — wa(2)|”]

pour tous p > 1 et (¢,y),(s,z) € [0,T] x I, ou I est un intervalle borné de R fixé.
Dans ce qui suit, nous noterons ¢, (resp. ¢pe,Cpe1,-..) toute constante dépendant seulement du

parametre p (resp. (p,e), (p,&,T),...). Notons par ailleurs

M = sup lvs(y)(w)| < 0.
(5,y,w)E[0,T]xRx
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Nous nous appuierons sur la décomposition (immédiate): pour 0 < s <t < T et z,y € I,
t
w(y) — ws(x) :/ / Gi—r(y — 2)v.(2) W(dr dz)
s JR

+ / / (Gi—r(y — 2) = Go—r(y — 2)]v,(2) W (dr d2)
0 JR

-|-/ / (Go—r(y — 2) — Go—r(x — 2)]0r(2) W (dr dz)
0 JR
3

= > TO((s,2), (t.y)) (4:32)

Estimation de JM((s,x),(t,y)). Appliquons ici I'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy, sous la forme
présentée dans le corollaire Gréace a ce dernier résultat, on sait en effet que

]E[ /‘;t/RGtr(y_Z)vr(Z)W(drdZ) 2,,}
<cpE[ :/}R’Gtr(y_z)vr(z”zdrdz p}

t 9 p t dr P
< cpMQ” (/ / }Gt,r(y — z)| dr dz) < cpM2p< m) ,
s R s -

E Hj(l)((s, 2), (¢, y))m < epn |t — P2 (4.33)

et ainsi

Estimation de J® ((s,x), (t,y)). En utilisant le corollalre (comme précédemment), on a d’abord

H//G” —2)— G, (y—z)]vr(z)W(drdz)zp]

< c,,,M< /0 /}R 1Gror(2) — Goor(2)Pdr dz)p. (4.34)

Utilisons ensuite le théoréme de Plancherel: en notant F la transformation de Fourier en espace (F(f)(&) :=
Jp e f(x) dz), on a, pour tout r € (0, s) et tout € € (0, 1),

4@4@—&4m%mwAV@wmwf@Hmﬁﬁ
_ C/ o€ _ €262 ge
R
- C/ €26 2|60 _ 12 ge
R

| 8|%—25

t_
S C|t o S|%—25/ |e_§2(s—r)‘2|€|1—46 df S e e
R |s —r[1=2e
Ainsi, en revenant a (4.34)), on obtient
2p s dr p
EH%”((S@%(L@/))’ } < cp e |t — 5|2p(5></ W)
o |s—

2p(L—¢) 2ep
SCP;folt_S‘ . s ’

et donc, finalement,
2p 1
E[|7®((s,2), (t9)| | < epresrlt = s#E, (4.35)

pour tout € € (0, 1).
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Estimation de J®) ((s,x), (t,y)). A nouveau, commencons par écrire

| [ [ [6ertv—2) - Gt 2 <>w<drdz>2p}

<o [ [16r=2-Gosto - driz) (4.36)

Ensuite, par le théoréme de Plancherel, on a, pour tout ¢ € (0, %)

/. |Goer(y — 2) — Gor(z — z)‘z dz=c / |e"s¥ — elf‘”|2’6752<'57")|2 d¢
Jr

1-2¢ 1-2¢ ,—2€2(s—7) ly —af' >
<cly -z |E‘ d§ <c W
d’oti, en revenant a (|4.36),
. 2p DL : dr r
E[| 79 ((s,2), (t9)| ] < cpnrely — a7 ( / |>
0o 15—
< Cp.,ﬂf'[.s,T|y - w‘2p<%75) . (437)

Conclusion. En mettant bout a bout les bornes (4.33), (4.35) et {1.37) (tout en gardant la décomposition
[-32) & Vesprit), on obtient, pour tous p > 1, ¢ € (0, 1) et (¢,y), (s,z) € [0,T] x 1,

2 2p(:—¢ 2p(L —¢
Eﬂ’wt(y) — w()| p} < CP,AJ,T,E{H — [P g |y — 2P >} '

Le résultat escompté découle a présent immédiatement du critére de Kolmogorov (théoreme [2.5)). ]

Preuve du lemme[[.18 Etablissons d’abord (&.25), pour tout Ty € (0,7] fixé. A cette fin, écrivons
naturellement

Tiy) — lz) = / [Gi(y — 2) — Gal — 2)]®(2) dz,

puis

/R [Gily — 2) — Gs(z — 2)|D(2) dz

1/2
< ||¢||L2<R><A|Gt<y—z> —Gs<x—z>|2dz)

< ||@||L2(R>[(A|Gt<z>—Gs<z>|2dz>1/2+ (/R|Gs<y—z>—Gs<x—z>|2dz)1/2]. (4.35)

Pour la premiére intégrale, on utilise les mémes arguments que dans la preuve de la proposition [£.19] (voir
I’estimation de J (2)) pour affirmer que

/R|Gt(z) — Gu(2)|? dz = C/R o€ PPle€0) _ 1] dg

t _
§c|t—s|2/| “€s?le)tde < ¢ | /| < Tyt —s2.

Pour la seconde intégrale, on utilise la encore les mémes arguments que dans la preuve de la proposition
4.19| (voir I'estimation de J)) pour obtenir

L 162 =Gua = az e [ s e e Pag
R R

2
—2¢? y—x 3/2
Sc\y—$|2/|§|2€ 253d§§0| Sg/zl <1y Py — o
R
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En revenant a , on a ainsi montré le résultat escompté, a savoir: pour tout Ty € (0,7] et tous
(s,x), (t,y) € (To,T) x R,
(Wi (y) — Ws(z)| < con {It —s|+ |y — [}
Ce résultat garantit en particulier la continuité de w en tout point (s,z) € (0,7] x R. Quant & la
continuité de w au point (0,z) (pour € R), il suffit d’écrire

/Gt(y—z)q)(z) dz — ® [/Gt —2)®(z)dz — ®(y)| + [@(y)—@(m)],
R

puis d’appliquer (4.13) (la fonction ® étant supposée continue bornée). a

4.7. Remarque sur les dimensions spatiales d > 2.

Un examen rapide de la preuve du théoreme m (voir par exemple ) montre que 'un des
ingrédients-clés de 1'analyse dans ce chapitre (relative & 1’équation , c’est-a-dire ’équation de la
chaleur sur [0,7T] x R, en présence d’un champ brownien) est 'intégrabilité espace-temps du carré de la
solution fondamentale, autrement dit le fait que

T
/ /\Gs(x)|2dsdx < 0.
0o Jr

Malheureusement, en dimension (spatiale) d > 2, cette propriété n’est plus vérifiée. En effet, pour
d > 2, la solution fondamentale de ’équation de la chaleur (sur R¢) est donnée par
1 |z[?
G\V(z) = e - — )1
t ( ) (47Tt)d/2 Xp At {t>0} >
et I'on a alors

bods |z)? b ds
(d) — - = _— =
/ /Rd |G > dsdx = /0 (Grs) o dx exp ( 55 ) Cd e 00

Ce constat nous empéche ainsi d’étendre l'analyse précédente en dimension spatiale d > 2. Une facon
de surmonter le probléme est d’envisager un modéle dans lequel le champ W, tout en restant gaussien
et “brownien en temps”, présenterait une régularité spatiale “supérieure a celle du champ brownien”. Le
début d’une autre histoire...
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