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R&urn& 

Abstract. 

Dans cette Note, on etudie I’existence, l’unicitb et la stabilisation d’un systtime 
d’ClasticitC par un cc feedback B frontihe non IinCaire. Ce travail gCnCralise des 
r&&tats obtenus dans [I]. 

Boundary stabilization of an elasticity system 

We prove in this Note the global existence, uniqueness and stabilization of an elasticity 
system with nonlinear boundary damping. This work extends results obtained by Alabau 
and Komornik in [I] 

A bridged English Version 

Let R be a bounded open subset of R” of boundary I? of class C* and let g : R -+ R be a 
non-decreasing continuous function such that g(0) = 0. Let aijkl E W1:“(!2), i, j: k! I = 1, . . . , n 
such that 

(1) aijkl = aklij = ajikl and aijkl&ijEkl 2 a&ij&ij on R 

for some fixed Q > 0 and for every symmetric tensor ~~~~ and let a > 0 be a real number. 
Fix a point x0 = ($, . . . , :rzi) E R’” and set m(z) = z - ~0, R = IlrnllLxcn,: 

(2) ro = {X E r : m(z).~(z) 5 0) and rl = I’\ TO. 

For a given function ‘u. = (ul,...,~,) : 0 + R”, we note ~~~ = i(~i,j + uj,%) and aij = aijkl&kl, 
where u.i.j = 2. We consider the following system: , 

uy - f7ij.j = 0 in RxR+, 
ui = 0 on r. x R+, 

(3) Uijl/j + CLUi -I- g(U:) = 0 on rlxR+, 
u&(O) = UP and u:(O) = tii in R: 

i= l,...,n. 

Note prksentke par Jacques-Louis LIONS. 
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A. Cuesmia 

For the existence and uniqueness of solutions of system (3), we assume that 

(4) TO # 0 or a > O! 

(5) lg(x)l 5 ~‘(1 + 1x1) Vx E R; 

for some constant c’ > 0. Then the system (3) is well-posed in the standard sense (see [5]). 
We study then the asymptotic behaviour of the energy 

(6) E(t) = i Q(U!jUL + O;j&ij)dX + i 

J J uulL,ujdr, t E R+, 
l-1 

of the system (3). We assume that there exists y E ] - cx), 2 [ such that 

(7) (Gn - ‘ xOnL)(dmaijkl)EijEkl 5 yaijklEijEk[ on 0: 

for every symmetric tensor &iJ, where d,a;jkl = v. We suppose that 

(8) Ix-x+= n’ R forall XEI?~. 

We prove the following stability result: 

THEOREM 1. - Assume that g is globally Lipschit:, u < w, and the conditions (l), (2), (4), (7), 
and (8) are satisjied. Let cl > 0 and p 2 1 be two jked constants. 

We suppose that g Lperijes the condition 

(9) cl inf{lzl: I:zI”} 5 /,9(x)1 Vx E R! 

then,for every (u’,u’) E (Hk0(f2))‘” x (L2(R))“, th e energy E verifies the estimate 

(10) E(t) < cts VJt 2 0, si p > I, and E(t) 5 E(O)e’-“* Vt 2 0) si p =: 1, 

where c > 0 depends on E(O), R; and w > 0 depends only on S2. 
If the function g verijies 

(11) clJxIp 5 Is(x)1 if 1x1 5 1: 

(12) p>l if n=l, p>l if n=2, and p>n-1 if n>3. 

Then any strong solution u of (3) verifies (I 0) with the constants c and w depending on IL. 

REMARKS. - * Theorem 1 holds true by replacing the boundary condition on rl by 
c;jvj + aui + g;(u:) = 0, where the functions g; verify the supposed conditions on 9. 

* Theorem 1 generalises the results obtained in [l] for the study of system (3) for the case where 
uijkl are constants and g(x) = bx with b being a positive constant. 

Formulation des r&ultats 

Soient 0 un ouvert born6 de R” de front&e r de classe C2 et g : R + R une fonction continue 
croissante telle que g(0) = 0. Soient uijkl E W ‘.“(fl), i,j!k,l = l,...,n tels que 

(1) uijkl = uklij = ujikl et aijklEij&kl 2 aEij&ij sur fl 
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Stabilisation frontihe d’un systeme d’Clasticit6 

pour un nombre a > 0 fix& et pour tout tenseur symetrique eij. (Dans toute la Note, on utilisera la 
convention de sommation sur les indices rep&& et a 2 0.) 

On designe par v le vecteur unitaire normal exterieur a F. On fixe z. = (z$: . . . , zrF<) E R” et on 
pose m(z) = z - x0, R = IlrnllL=cnj; 

(2) r. = {X E IT : VL(X).V(X) 5 o} et PI = r \ ro. 
Pour une fonction donnee u = (or, . . . , u,,) : il + R”, on pose : 

Eij = i(ui,j + uj,i); oij = &j/d&M sur R; 

ou Ui,j = 2. Puis l’on considere le systeme suivant : i 

1 

uy - a;j,j = 0 dans OxRRf, 
Ui = 0 sur lTOxR+; 

(3) OijVj + UUi + g(U:) = 0 sur PI x R+: 
~(0) = u4 et u:(O) = 2~: sur R, 
i= I>...,% 

Pour I’existence et l’unicite des solutions du systbme (3), on suppose que 

(4) ro#O ou 0-0, 

(5) lg(x)( I ~'(1 + 1x1), Vx E R, 
pour une constante c’ > 0. On dtfinit les espaces de Hilbert H, V et W par : 

H = (L’(R))“, V = (H;o(Q))‘L et W = (H2(R) n H;O(R))“, 

oti H&(R) = {U E H’(a) : ‘u = 0 sur To}. Alors, on a le resultat suivant : 

TH~OR~ME 1. - On suppose que les conditions (I), (2), (4) et (5) sont satisfaites. Pour tout 
(u’, IL’) E V x H, le syst2me (3) admet une solution faible unique u ve’rijiant 

(6) u E C(R+; V) n C+(R+; H). 

Si (u’, u’) E W x V telle que : CJij(U”)Vj + au8 +g(uf) = 0 sur rl; i = 1,. . . , n, alors la solution u 

(dite forte) a la rkgularite’ 

(7) u’ E L”(R+; V) et U” E L”(R+; H). 

Si, de plus, g est globalement Lipschitz, alors on a : 

(8) u E L”(R+; W) et (g(ui):. . . ,g(u’,)) E L”(R+; H). 

On Ctudie ensuite la decroissance de l’tnergie 

(9) E(t) = i n(7L:U: + Oij&ij)dX + f 
s s 

auiu;dr, tcR+, 
r1 

de la solution du systeme (3). On designe par y le plus petit nombre de R tel que 

(10) (xm - X~)(dmaijkl)EijEkl I YGjklEij&kl sur R! 

pour tout tenseur symetrique ~ij, ou d,,a;jkl = e. (Remarquer que d’apres les hypotheses 
supposees sur U;jkl et R, y existe toujours.) On suppose (comme dans Komornik (voir [8])) que 

(11) y < 2: 

(12) Iz-x~~ =R pourtout XErr. 
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On demontre le resultat de stabilite suivant : 

TH~ORI?ME 2. - On suppose que g est globalement Lipschitz, a < &$ et les conditions (l), (2), (4), 
(1 l)-( 12) satisfaites. Soient cl > 0 et p 2 1 deux constantes$xees. On suppose que g verife la condition 

(13) cl inf{lxl, 1x1”} 5 lg(x)l t/x E R, 

alors, pour tout (u’, u’) E V x H, l’energie de la solution u de (3) ve’rije 1 ‘estimation 

(14) E(t) 2 cts Vt 2 0, si p > 1, et E(t) < E(0)elwut Vt 2 0, si p = 1: 

ou c > 0 depend de E(O), 02; t e w > 0 depend seulement de 0. Si la fonction g ve’ri$e 

(15) clIxJp 5 lg(zr)l si 1x1 5 1, 

(16) p>l si n=l. p>l si n=2 et p>n-1 si n23. 

alors toute solution forte u de (3) ve’ri$e (14) avec des constantes c et w dependant de u. 

REMARQUES. - * Les theoremes 1 et 2 restent vrais si on remplace la condition au bord sur Pr 
par la suivante : OijUj + a21i + g%(u:) = 0, i = 1 J . . . , n, ou les g; sont des fonctions v&i&ant les 
conditions supposees sur g. 

* Les thtoremes 1 et 2 generalisent un resultat obtenu dans [l] pour l’etude du systeme (3) dans le 
cas ou aijkl sont des constantes et g(x) = bx, avec b une constante positive donnee. 

D’autre part, pour demontrer le theoreme 1, on va utiliser la theorie des semi-groupes non lineaires 
(voir [2], [3] et [6]) et pour demontrer les estimations de stabilitt on utilise la methlode des 

[131). multiplicateurs bake sur des inegalitts d’integrales (voir [4], [7] et 

IdCes de la dCmonstration des thCor&mes 

et l’application B : V -+ 17’ Pour le theoreme 1, On prend l’application du dual A : V + V’ 
definie par (BUM 71)1-,,1- = Jr, g(u+)u;dr, u, ‘u E V. 

On Ccrit (3) sous la forme : 11’ + AU = 0 sur R+: U(0) = (u”,ul), ou U = (u, u’) et 
AU = (-u’, Au + Bu’). On montre que l’operateur A est maximal monotone dans ‘H := V x H, 
son domaine D(d) := {(u, Z) E V x V : rlu + Bz E H} est dense dans ‘I-f, et si g est glolbalement 
Lipschitz, alors D(d) = {(u,.z) E W x V : o~~(‘IL)v~ + aui + g(zi) = 0 surf’r}. 

On applique la theorie des semi-groupes non lineaires et on en deduit le theoreme 1. 

Esquisse de la dbmonstration du thCor&me 2 

Par un calcul simple, on trouve 

(17) 
T  

.IJ’ u;g(u;)drdt = E(S) - E(T) 5 E(S), 
S l-1 

pour tout 0 5 S < T < oc. Remarquons que xg(x) 2 0: Vx E R; done l’energie est dtcroissante. On 
multiplie l’equation (3) par MiEq = (2h,,,~i,~ + (n - 1 + z + y)ui)Ee, oti h, = X, - x:~,, 
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et aprh des intkgrations par parties, on obtient : 

Les conditions (2) et (I 0) impliquent que la dernihre partie de (18) est ntgative, et d’aprh la dtfinition 
de E, la deuxieme partie de (18) est major6 par cE p (S). 

On utilise (12) et on montre, par des intigrations par parties, les deux identith suivantes : 

J -2h,,~~,~~u;dlT .t (4aR&,,l.iuivm - 2aR(div u)(uv))dlT 
r1 I . r1 

= 
.! 

’ (4aRE,i&,i - 2aRui3,,ui3,,, - 2aRldiv uj2)ds: 
n 

(20) I -2h,,,ui,,g(u:)dI’ = 2R (--u,,,,~u;,~ + um,&Jg’(u:)dx 
* r1 J R 

+ J (2R(div7h)g(‘L1i)ui - 4aREmig(u+,)dl?. r1 
((19) est l’identitk nouvelle cruciale du travail de Alabau et Komomik (voir [l]). Comme 
ldiv ~1~ 5 EijEij, 9’ est born6 et lg(z)l 5 ~~1~1, V’z E R, pour une constante ~2. alors substituant (19) 
et (20) dans (18) et utilisant (I), (12), (17) et 1’inCgalitC de Young pour sCparer divu. et g(lL:) de u et 
E rn.i> on obtient, pour une constante c > 0 ne dtpendant pas de IL, 

(21) ( :!-y-3nn )I 
T 

E+ (t)dt 5 cEq(S) 
cy s 

uiuidrdt + R.6 E+(t) ll u&:drdt. 

On multiplie (3) par 7, la solution du systkme : a;j,j(q) = 0 sur R et r] = u sur r (voir [4] :pour 
une Ctude similaire de 1’Cquation des ondes), pour montrer l’estimation 

~TE~tt~~~ lu12drdt 5 cEq-(S) + 6 ~TE+(t)dt+cr-l/;Ee(t)&u:drdt 

pour tout E ~]0,1[. D’autre part, on utilise (13), (17) et l’inCgalit6 de Young (voir [2], [7] et [13] dans 
une Ctude de 1’Cquation des ondes), et on arrive B l’idgalitt 
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pour tout t > 0. Si g et p verilient (15) et (16), alors on utilise la regularitt (7) et l’injection 

H1(S2) - L”(r) si n = 1, W(R) + L%(r) si n 2 2 (voir (16)). On choisit F assez petit dans 
ces deux dernitres inegalitts, on remplace dans (21) et on fait tendre T + 30, on obtient 

(22) r Eyt)dt 5 c(l + E+(O))E(S), v’s 2 0 s 
avec c > 0. Done on deduit de (22) l’estimation (14) (voir [6], theorem 8.1). Pour les demonstrations 
detaillees, nous renvoyons le lecteur a [5]. 

Note remise le 3 mars 1997, acceptee apres rCvision le 7 avril 1997. 
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