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Résumé. Dans cette Note, on étudie I'existence, I'unicité et la stabilisation d'un systme
d’élasticité par un « feedback » frontiere non linéaire. Ce travail généralise des
résultats obtenus dans [[].

Boundary stabilization of an elasticity system

Abstract.  We prove in this Note the global existence, uniqueness and stabilization of an elasticity
system with nonlinear boundary damping. This work extends results obtained by Alabau
and Komornik in [1]

Abridged English Version

Let Q be a bounded open subset of R™ of boundary T of class C2 and let g : R — R be a

non-decreasing continuous function such that g(0) = 0. Let a;;x € WH2(Q), 4,5,k,l = 1,...,n
such that
(1) Uikl = Otij = Gjipr ANA Qgjri€i€0 2> QEjE; on €D

for some fixed o > 0 and for every symmetric tensor £;;, and let a > 0 be a real number.

Fix a point zg = (29,...,22) € R" and set m(z) = z — zo, R = ||m||1=(q).
(2) To={zel: m{z)r(z) <0} and I';=T\T,
For a given function u = (uq,...,u,) : @ — R", we note ¢;; = %(ui,j + u;,;) and 0;; = aijriEwt,
where u;; = gZK We consider the following system:
ug’ — 0455 = 0 in Qx R+,
u; =0 on TgxRT,
(3) aiv; +au; +g(u;) =0 on Iy xRT,
u;{0) =u? and ui(0) = u} in
i=1,...,n.

Note présentée par Jacques-Louis Lions.
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For the existence and uniqueness of solutions of system (3), we assume that

(4) To#® or a>0,

(5) lg(z)] < (14 |z]) VzeR,

for some constant ¢/ > 0. Then the system (3) is well-posed in the standard sense (see [5]).
We study then the asymptotic behaviour of the energy

(6) E(t) = %L(uiui + oie:5)d + %./1“1 au;u;dl,  t € RY,
of the system (3). We assume that there exists v €] — oo, 2[ such that

(7) (Tm — ) (Omaij)€ijent < Yaijueije on £,

for every symmetric tensor ¢;;, where 0., a1 = 8;;1’:’. We suppose that

(8) |x—1:0| =R forall zeTl;.

We prove the following stability result:

THEOREM 1. — Assume that g is globally Lipschitz, a < (2;;)(1, and the conditions (1), (2), (4), (7),

and (8) are satisfied. Let ¢; > 0 and p > 1 be two fixed constants.
We suppose that g verifies the condition

(9) 1 inf{l:c|, l.’r‘p} < lq(az)| vz € R,
then, for every (u®,ul) € (HE ()" x (L*(2))", the energy E verifies the estimate

(10)  E(t)<ctrt Vt>0, si p>1, and E(t) < E(0)e!™" ¥t>0, si p=1,

where ¢ > 0 depends on E(0), ; and w > 0 depends only on (.
If the function g verifies

(11) c1.x|p < |g(1?)| if |£| <1,

(12) p>1 if n=1, p>1 if n=2, and p>n—1 if n>3.

Then any strong solution u of (3) verifies (10) with the constants c and w depending on w.

ReMARks. — * Theorem 1 holds true by replacing the boundary condition on I'; by
0,;v; + au; + g;(u;) = 0, where the functions g; verify the supposed conditions on g.

* Theorem 1 generalises the results obtained in [1] for the study of system (3) for the case where
a;jr are constants and g(z) = bz with b being a positive constant.

Formulation des résultats

Soient 2 un ouvert borné de R” de frontiére I' de classe C2 et g : R — R une fonction continue
croissante telle que g(0) = 0. Soient a;;x; € Wheo(), 4,5, k,l = 1,...,n tels que

(1) Qijkl = Oklij = Gjikl €0 QijRi€iiEk > Qg;jg;;  sur Q
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pour un nombre o > 0 fixé, et pour tout tenseur symétrique €,;. (Dans toute la Note, on utilisera la
convention de sommation sur les indices répétés et a > 0.)

On désigne par v le vecteur unitaire normal extérieur & T'. On fixe zg = (29....,2%) € R" et on
pose m(z) = x — xzg, R = ||m||r=(),
(2) To={zel: m(z)viz) <0} et T';=T\T,.
Pour une fonction donnée u = (u,...,u,) : & — R", on pose :
€ij = §(ui,j +uj:), Oy = GijrEr sur
ol u;; = gi;%. Puis I’on considére le systéme suivant :
: 7
ul — 0, =0 dans Q2 x RT,
u; =0 sur [y x RT,
(3) oi;vi +au; + g(uj) =0 sur [ xRT,
ui(0) = uf et uj(0) =u] sur €,
t=1,...,n.

Pour I’existence et I'unicité des solutions du systtme (3), on suppose que
4) To#® ou a>0,

(5) 9@ <0+ []), VoeR,
pour une constante ¢’ > 0. On définit les espaces de Hilbert H, V' et W par :
H=(L*Q)", V=(H, Q)" et W=(HQ)NH, Q)"

ol Hi () = {v e H'(Q) : v = 0 sur T'o}. Alors, on a le résultat suivant :

THEOREME 1. — On suppose que les conditions (1), (2), (4) et (5) sont satisfaites. Pour tout
(u®,u') € V x H, le systéeme (3) admet une solution faible unique u vérifiant
(6) uwe C(RY;V)nCHRY; H).
Si (u0,ul) € WXV telle que : a;j(u®)v; +aul + g(ul) = 0sur Ty, i = 1,...,n, alors la solution u
(dite forte) a la régularité
(7) u' € L(RT;V) et v’ € L®(RT; H).

Si, de plus, g est globalement Lipschitz, alors on a :
(8) we L=(R5W) et (g(uh),... g(u,)) € LX(RY3H).

On étudie ensuite la décroissance de 1’énergie

1 1
(9) E(t) == / (Wl + 05585 )dx + —/ auudl, teRT,
2 Ja 2 Jr,
de la solution du systéme (3). On désigne par v le plus petit nombre de R tel que
(10) (T = Ton ) (Omijrr)Eijent < Vijmcier sur £,
daijnt

pour tout tenseur symétrique &;;, ol Omiji = .- (Remarquer que d’aprés les hypothéses
supposées sur a;;x; et {1, -y existe toujours.) On suppose (comme dans Komornik (voir [8])) que

(11) v <2,

(12) Ix - z0.| =R pourtout z €Tl
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On démontre le résultat de stabilité suivant :

THEOREME 2. — On suppose que g est globalement Lipschitz, a < (2;+)“ et les conditions (1), (2), (4),

(11)-(12) satisfaites. Soient ¢y > 0 et p > 1 deux constantes fixées. On suppose que g vérifie la condition
(13) 01 inf{|m|, |r|p} < |(](T)' Vz € R,

alors, pour tout (u®,u') € V x H, I’énergie de la solution u de (3) vérifie l’estimation

(14) E(t)<ctiT Vt>0, si p>1, et E{)<E@0)e™ Vt>0, si p=1,

oi ¢ > 0 dépend de E(0), Q; et w > 0 dépend seulement de ). Si la fonction g vérifie

(15) cllwlp < |g(T)| si ]:r‘ <1,

(16) p>1 si n=1, p>1 si n=2 e p>2n—-1 si n=>3.

alors toute solution forte u de (3) vérifie (14) avec des constantes c et w dépendant de u.

REMARQUES. — * Les théorémes 1 et 2 restent vrais si on remplace la condition au bord sur I';
par la suivante : o;;v; + aw; + gi(w)) = 0,4 =1,...,n, ol les g; sont des fonctions vérifiant les
conditions supposées sur g.

* Les théorémes | et 2 généralisent un résultat obtenu dans [1] pour I’étude du systéme (3) dans le
cas oll a;jx; sont des constantes et g(x) = bx, avec b une constante positive donnée.

D’autre part, pour démontrer le théoréme 1, on va utiliser la théorie des semi-groupes non linéaires
(voir [2], [3] et [6]) et pour démontrer les estimations de stabilit¢ on utilise la méthode des
multiplicateurs basée sur des inégalités d’intégrales (voir [4], [7] et [13]).

Idées de la démonstration des théoremes

Pour le théoreme 1, On prend I’application du dual A : V — V' et I'application B : V — V'
définie par (Bu,v)y .y = frl g(u)vidl, u, v € V.

On écrit (3) sous la forme : U' + AU = 0 sur R*, U(0) = («%u!), o0 U = (u,u') et
AU = (—u', Au + Bu'). On montre que I’opérateur A est maximal monotone dans H := V x H,
son domaine D(A) := {(u,2) € V x V : Au+ Bz € H} est dense dans H, et si g est globalement
Lipschitz, alors D(A) = {(u,z) € W x V : 0y;(u)v; + au; + g(2z;) = 0 sur['1 }.

On applique la théorie des semi-groupes non linéaires et on en déduit le théoreme 1.

Esquisse de la démonstration du théoréme 2

Par un calcul simple, on trouve

(17) /T/ uig(u;)dldt = E(S) - E(T) < E(S),
S IS

pour tout 0 < S < T < oc. Remarquons que zg(z) > 0, Vz € R ; donc I'énergie est décroissante. On
p—1 ~ a p—1 N
multiplie 'équation (3) par M;E™7 = (2hptym +(n—1+3 + %}E)ul)E T, 00 Ay = Ty — IV

‘m?
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et apreés des intégrations par parties, on obtient :

4aRR ) 4aR
(18) (2 - a_) / B (t)dt + — “ / EY t)/ oi;€idzdt
- 1 T p_3 p—1 !
=" ET(t)E'(t)/ M;udzdt — E—(t)/ Miuédz‘]
s Q Q s

T
p=1 2aR
+/ E=(t) <(1 — % - (;%)au,-ui — M;(au; + g(ul)) + (hv)(uju] — aijeij)>dfdt
S

T T
—+—/ EP—Z—(t)/ (h.l/)UijEijdrdt-{—/ E%(t)/(hm(amaijkl)é?ij&‘kl —")’OijE,'j)d:Edt.
s To s Q

Les conditions (2) et (10) impliquent que la derniére partie de (18) est négative, et d’apres la définition
1
de E, la deuxiéme partie de (18) est majoré par CEP%—(S).
On utilise (12) et on montre, par des intégrations par parties, les deux identités suivantes :

(19) / ~2h i dl ~—|—/ (4aRe i Vm — 2aR{div u)(uv))dl
Iy

Jr,

= / (4aRemiem; — 20Ru; 1 Ui m — 2aR|div u|?)dz,
Q

(20) / —2ht; mg(ul)dl :ZR/(—um,mu,'i’i + U iU )9 (] )d
JIy Q '

+/ (2R(divu)g(u;)v; — 4daRemig(u;)vm)dL .
r,

((19) est P’identité nouvelle cruciale du travail de Alabau et Komomik (voir [1]). Comme
|divul? < e;je5, ¢ estbomné et |g(z)| < cz|z], Yo € R, pour une constante cy, alors substituant (19)
et (20) dans (18) et utilisant (1), (12), (17) et I'inégalité de Young pour séparer divu et g(u}) de u et
€ms, ON Obtient, pour une constante ¢ > 0 ne dépendant pas de wu,

(21) (2 —y - %z_z) /ST ESF (t)dt < cE™(S)

T T
+c/ Ep%l(t)/ uiuidrdt—kﬁ/ EP-:_I(I‘)/ i dldt.
s r, Js r,

On multiplie (3) par 7, la solution du systéme : o;; ;(n) = 0 sur 2 et n = u sur I' (voir [4] pour
une étude similaire de I’équation des ondes), pour montrer I’estimation

T T T
/ E"%‘(t)/ |u|*drdt < cE"T“(S)+e/ EH ()dt+ce‘1/ E’?—(t)/ uugdldt
s Jr, ) Js s r,

pour tout € €]0, 1[. D’autre part, on utilise (13), (17) et I'inégalité de Young (voir [2], [7] et [13] dans
une étude de 1’équation des ondes), et on arrive & I'inégalité

T T 1 1
/ E”—?(t)/ wuldldt < e/ E™ (t)dt + c(e)E(S) + cE'F (S)
Ty

5 S
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pour tout € > 0. Si g et p vérifient (15)2 et (16), alors on utilise la régularité (7) et I’injection
HY Q) — LT sin=1, H(Q) — L7=1(T) si n > 2 (voir (16)). On choisit ¢ assez petit dans
ces deux dernieres inégalités, on remplace dans (21) et on fait tendre 7" — oc, on obtient

(22) /SOC B (1)dt < (1 + B (0)E(S), VS >0

avec ¢ > 0. Donc on déduit de (22) I’estimation (14) (voir [6], theorem 8.1). Pour les démonstrations
détaillées, nous renvoyons le lecteur a [5].

Note remise le 3 mars 1997, acceptée apres révision le 7 avril 1997.
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