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Résumé. Nous proposons une nouvelle approche pour la stabilisation non linéaire (interne ou
frontiére) de certains systémes distribués d'évolution non dissipatifs (I'énergie usuelle
est non décroissante). Cette approche est directe et souple; elle permet d'obtenir des
estimations de stabilisation (connues dans le cas dissipatif) quand la méthode des inégalités
intégrales dle a Haraux (1985) et Komornik (1994) tombe en défaut en I'absence de
dissipativité.0 2001 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier
SAS

A new approach of stabilization of nondissipative distributed systems

Abstract. We propose a new approach to prove the nonlinear (internal or boundary) stabilization of
certain nondissipative distributed evol utionary systems (the usual energy isnot decreasing).
This approach is direct and very flexible; it leads to decay estimates (known in the
dissipative case) when the integral inequalities method due to Haraux (1985) and
Komornik (1994) cannot be applied due to the lack of dissipativity. 0 2001 Académie des
sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Soient2 un ouvert borné dR™ de frontierd” assez réguliére, g : R — R eth : R™ — R trois fonctions
de classeC! telles quef et g sont croissantes gt(0) = g(0) = 0. Nous nous intéressons ici au probléme
de stabilisation de I'équation des ondes semi-linéaire non dissipative.

1. Feedback interne

u' — Au+h(Vu) + f(u)+g(w')=0 dansQ x RT,
(P1) u=0 surl’ x R,
u(z,0) =up(x) et u'(x,0)=wui(z) dansQ.

Note présentée par Philippe G. CIARLET.
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Supposons que, f et h vérifient les hypothéses suivantes : il existe des régls,, a,3 >0, ¢ > 0 et
r,p>=1lavec(n —2)g< net(n—2)p<n+2, telsque

¢y min{]s|,[s|"} <|g(s)| < c2 max{\s\l/r, s|P}, VseR;
|h(Q)] <BI¢l, V¢ eR™; 1)
|f(sl) — f(sz)’ < a(1+ [s1]? + |52\q)\51 — Sa|, Vs1,s2€R.

On vérifie par des méthodes habituelles (la méthode de point fixe ou la méthode de Faedo—Galerkin) c
pour{ug,u1 } € H§(2) x L2(Q) donné quelconque, (P1) a une solution unique

u € C(]0,00); Hj(€2)) N C (0, 00[; L*(2)).

Dans le cash = 0, la stabilisation de (P1) est largement étudiée par nombreux auteurpér exemple
Lagnese [8], Triggiani [11], Haraux [4], Komornik [6] (feedback interne ou frontiére), Komornik et Zuazug
[7], Nakao [10] (choix particulier d¢ et g), Lasiecka et Tataru [9].

Dans tous ces travaux, (P1) est dissipatif : I'énergie des solutions introduite par la formule habitue
(F(s)= [, f(o)do, pour touts € R) :

E(t) :/Q(|u’|2+ IVul® + 2F (u)) dz 2)

est décroissante :

E'(t)= 72/Qu’g(u’) dz <0,

et les estimations de stabilisation suivantes ont été obtenues0) :
{E(t) <cE(0)e vt sir=1,

3
E(t)<c(1+t)~20=D sir>1. )

La preuve est basée sur la méthode des multiplicateurs (on multiplie (PL)FSar V)/2(t) et aprés des
intégrations par parties et différentes majorations), on montre

oo
/ ECtD2(1ydt <cE(S), VSeRT. (4)
S
Le lemme de Haraux et Komornik ([6], lemme 9.1) donne alors les estimatons (3). La décroissance

I'énergie est cruciale dans la preuve de (4).
Quandh #£ 0, (P1) n'est pas nécessairement dissipatif :

E'(t)=-2 /Qu'g(u')dx -2 /Qu’h(Vu) dz. (5)

Le lemme précédent ne peut pas étre appliqué.
On donne une méthode directe qui permet de montrer les estimations (3), en distinguant deux cas :

1.Lafonction h estlinéaire: h(Vu) = —V¢- Vu avecy € W (). On introduit I'énergie équivalente
Eo(t) = / @ (/|2 + |Vul? + 2F (u)) dz. (6)
JQ

THEOREME 1. —L’énergie équivalente (6) vérifie les estimations (3).
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Stabilisation des systemes distribués non dissipatifs

Démonstration. —On aE((t) = —2 [, e*®u’g(u’) dz < 0. Donc on suit la preuve standard (en utilisant
le multiplicateure®(®)y, E((f_l)/z(t)) et on montre (4) sans aucune restrictiongur 0O

2. La fonction h est non linéaire : nous ne considérons que le casgast sous-linéaire. Dans le cas
échéant, on ne sait pas si (P1) est polynomialement stable.

THEOREME 2. —Supposons que 3 est assez petit et p =r = 1 (g est dite sous-linéaire). Alors (P1)est
uniformément stable :

E(t) <cE(0)e “".
Démonstration abrégée. — On montre qu'il existel €]0,1[ etTy > 0:
E(S+Ty) <dE(S), VSeR". (7)

Cette inégalité donne le résultat du théoréme 2. Au début on suit la démonstration connue dans le
dissipative. On multiplie (P1) par et on intégre par parties st x [S,T], on arrive & montrer que, pour
tout0 < S < T < oo,

T
/S E(t)dt < ao(E(S) + E(T)) + ar (E(S) — E(T)), (®)

ol ag,a; > 0. Si h =0 ((P1) est dissipatif), (8) implique (4) pour= 1, et la preuve est donc terminée.
D’aprés (1), (2) et (5) on montre que’(t) < SE(t). Le lemme de Gronwall impliqgue que, pour tout
0<S<t< o0,

E(t) <PE9E(S).
On suppose queagS < 1 et on fixeTy > ‘?1 In(1 — 2a003). On note

I:= /S+TD E(t) dt + (a1 - GQ)E(S +T())
S

En remarquant ques(t) > 4 £ ((1 — e =) E(t)), pour tout0 < S <t < oo, on montre que
I > axE(S + 1)) avecas > ag + a1. On combine avec (8) en prendhit= S + T on obtient (7). D’'ou la
stabilité uniforme de (P1).
Nos résultats restent vrais si on considére le cas plus général suivant :
u” — Au+ qu(2)h(Vu) + g2(2) f (u) + g3(2)g(w') =0,

avecy; : 2 — R bornées telles que (x) > 0, g3(x) > by > 0.
Si h(Vu) = —V¢ - Vu avecy € Wh°(Q) , alors on définit I'énergie équivalente par € W (Q)
vérifie Vo = g1 (2) V)

Fo(t) = /Q e (W2 + |Vuf? + 2qa(2) F (u)) da.

2. Feedback frontiere

v’ — Au+ q1(x)h(Vu) + g2(z) f(u) =0 dansQ x R,
u=0 surl'g x R,
Oyu+a(z)u+qz(z)g(u’)=0 surl’; x RT,
u(z,0) =up(x) et u'(x,0)=wui(x) dans(,

(P2)

ou0 < a(z) < M <oxoetl’ =T(UT; estla partition usuelle de.
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Les estimations (3) restent vraies ouhéVu) = —V¢ - Vu avecy € WH>°(Q), I'énergie équivalente
est définie parg € W1°°(Q) vérifiantVy = q1(z) V)

Eo(t):/Qe“"(“’)(\u’\Q—f—|Vu|2+2q2(x)F(u))dx+/ 6@ g(z)[uf2 T, ©)

I'y

Si h est non linéaire, alors on suppose guest sous linéaire et||¢1]|« est assez petit et on obtient la
décroissance exponentielle de I'énergie usuelle définie par (9)awet.

La méthode présentée dans cette Note est directe et trés souple; elle peut étre appliquée sur les syst
non dissipatifs (élasticité, thermoelasticité, Petrovsky, couplé...) et généraliser les résultats de stabilisa
connus dans le cas dissipatif, nous renvoyons le lecteur a [3] pour les preuves détaillées et les applicat
générales de cette méthode.
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