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Quelques résultats de stabilisation indirecte des
systemes couplés non dissipatifs

Aissa Guesmia

Résumé

La stabilisation des systeémes couplés soumis a un seul feedback (stabili-
sation indirecte) a suscité l'intérét de nombreux auteurs ces derniéres années.
Les résultats les plus récents dans cette direction sont ceux obtenus par F.
Alabau-Boussouira [1] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik
[2] ou des estimations polynomiales (dépendant de la régularité des solutions)
ont été démontrées pour quelques systemes hyperboliques linéaires faiblement
couplés. L’objectif de ce papier est d’étendre ces résultats au cas de systeémes
non linéaires ou non dissipatifs et de donner des applications a la stabilisation
indirecte de certains systémes couplés non dissipatifs.

Abstract

Stabilization of coupled systems with only one feedback (indirect stabi-
lization) was considered by many authors the last years. The most recent
results in this direction were obtained by F. Alabau-Boussouira [1] and F.
Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2] where polynomial esti-
mates (depending on the regularity of solutions) were proved for some weakly
coupled linear hyperbolic systems. The main goal of this paper is to extend
these results to the case of nonlinear or non dissipative systems and give ap-
plications to indirect stabilization of some nondissipative coupled systems.

Received by the editors January 2006 - In revised form in February 2007.

Communicated by P. Godin.

1991 Mathematics Subject Classification : 35B40, 35170, 35B37.

Key words and phrases : Indirect stabilizability by a nonlinear feedback; PDE; Coupled sys-
tems; Wave equation; Integral inequalities.

Bull. Belg. Math. Soc. Simon Stevin 15 (2008), 479-497



480 A. Guesmia

1 Introduction

La stabilisation des systémes couplés par un seul damping ou feedback (stabilisation
indirecte) a suscité I'intérét de nombreux auteurs ces dernieres années. Les résultats
les plus récents dans cette direction sont ceux obtenus par F. Alabau-Boussouira
[1] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2] ou des estimations
polynomiales (dépendant de la régularité des solutions) ont été démontrées pour
quelques systemes hyperboliques linéaires faiblement couplés. Ces résultats sont
basés sur le Théoreme 1.1 ci-apres obtenu par F. Alabau-Boussouira [1] (sous une
forme moins générale) et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2].

Inégalités intégrales. Soient A le générateur infinitésimal d’un semi-groupe con-
tinu e** dans un espace de Hilbert H, D(.A) son domaine et E € C(H, R*) une fonc-
tion donnée. Pour tout U° € H, on note : U(t) = AU, Ey(t) = E(t) = E(U(t)) et
Ei(t) = EU™(t)) pour tout k € N*. Les résultats de F. Alabau-Boussouira [1] et
F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2] sont basés sur le théoreme
suivant :

Théoreme 1.1. Supposons que l'opérateur A est linéaire. Supposons qu’il existe
un entier m € N et une constante positive c tels que

T m
/ E(t)dt <Y E(0), VT >0, YU° e DA™
0 k=0

Alors, pour tout entier n € N* et tout U° € D(A™),

/TwE(t) dtgc"(1+m)"_1§Ek(S), Vo< ST (1.1)
S (n — 1)‘ k=0

Si, de plus, E est décroissante pour tout U° € H, alors, pour tout entier n € N* et
tout U € D(A™™),

' nm
E(t) <"1+ m)"_1% S E(0), VE> 0. (1.2)
k=0

Stabilisation indirecte. F. Alabau-Boussouira [1] a considéré le probleme de la
stabilisation de quelques systemes hyperboliques dissipatifs couplés et soumis a un
seul feedback frontiere linéaire. En montrant le Théoreme 1.1, 'auteur de [1] a
obtenu des estimations polynomiales qui dépendent de la régularité des solutions.
Les mémes estimations ont été démontrées par F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa
et V. Komornik [2] dans le cas d'un feedback interne. Or, si le systéme n’est pas
dissipatif (comme dans le cas de deux constantes de couplage différentes) ou si le
feedback est non linéaire, ces résultats ne sont plus applicables. L’objectif de ce
papier est d’étendre le Théoreme 1.1 au cas non linéaires et non dissipatifs et de
donner des applications a la stabilisation indirecte de certains systemes couplés non
dissipatifs.
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2 Généralisations

On montre dans ce paragraphe deux théoremes qui permettent d’obtenir quelques
estimations (polynomiales par exemple) de stabilité indirecte de certains systemes
couplés (le systeme est controlé par une seule équation). Ces deux théoremes
généralisent le Théoreme 1.1 dans plusieurs directions, en particulier, ils permet-
tent de traiter le cas de systemes non linéaires ou non dissipatifs. On considere les
mémes notations utilisées dans le paragraphe 1 et on démontre les théoremes 2.1 et
2.2 qui permettent de traiter le cas non linéaire et le cas non dissipatif respective-
ment.

Théoréeme 2.1. Supposons que l'opérateur A est linéaire et que la fonction E est
décroissante. Soit f € C(RT) une fonction dérivable, décroissante et strictement
positive vérifiant, pour deux réels a; > ay > 0 : pour tout UY € H, il existe a > 0
tel que

/ST FIOVES () dt < af(S)E™=(S), V0<S<T. (2.1)

Alors pour tout n € N* et tout U € D(A"), il existe a, a > 0 tels que

e [T

< af(S)E™=(S), Y0<S<T,

. (E®(0)\ 70 ma
E() < a< f(t)tn) Vs 0. (2.3)

FOE™ (t) dt (2.2)

Remarques. 1. Si A est non linéaire, alors on obtient (2.2) et (2.3) uniquement
pour n = 1. 2. En utilisant la décroissance de F*, (2.1) implique que, pour tout
U cH,
0)E2(0) a1
E(t) < <M) V> 0.
Jo f(r)dr

Cette estimation est plus forte que celle donnée par (2.3) pour n = 1 et sans que f
soit nécessairement décroissante. 3. Si a; = ay = 1 et f(t) =1, (2.3) coincide avec
(1.2).

Démonstration du Théoréme 2.1. On montre (2.2) par récurrence sur n. Pour
n =1, (2.2) n’est que I'hypothese (2.1). Supposons que (2.2) est vrai. On a :

(B(r)-ese [ ‘ / ! % fE)E ) drd<a [ L r B0 dt,

donc

ey [T gy ar < ey [ pmEe

D’autre part, (2.1) et la décroissance de E impliquent que

(B [ fOEed < [ 70 (@) de < af(5)E(S),
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donc, d’apres les deux inégalités précédentes, on obtient (2.2) (pour le rang n). En
utilisant la décroissance de fE, (2.2) implique (2.3).

Théoréme 2.2. Supposons que l'opérateur A est linéaire et que la fonction E
est dérivable. Soit f € C(RT) une fonction dérivable, décroissante et strictement
positive telle qu’il existe ag, ay, ay > 0 et m € N vérifiant : lim;_, o ‘}O(G)Q <1et

T m
/ FOEM) dt < ay S Ey(0) + auE(T), ¥T >0,YU° € D(A™),  (24)
0 k=0
E'(t) <agE(t), ¥t>0,VYU"€H. (2.5)
Alors pour tout n € N*, il existe a, a > 0 tels que
T (t _ S)n—l
——f(t)E(t) dt 2.

f, oo/ 0Ew (2.6)

<af(S ZEk , YO ST, YU € D(A™),

+ 1 0 mn
<Z Ei(0 ) o >0 VU e DA™, (2.7)

Remarques. 1. Si A est non linéaire, on obtient les inégalités (2.6) et (2.7) unique-

ment pour n = 1. 2. Si ap = 0, alors (2.4) implique que, pour tout U° € D(A™),

(o + az) (S E1(0) )
Jo f(r)dr

Cette estimation est plus forte que celle donnée par (2.7) pour n = 1 et sans que f
soit nécessairement décroissante. 3. Si ap =0 et f(t) =1, (2.7) coincide avec (1.2).

E(t) < , Vt>0.

Démonstration du Théoréme 2.2. Premiérement, on majore le terme as E(T)
dans l'inégalité (2.4). D’apres (2.4), (2.5) et la décroissance de f, on a :

0

as(E(T) — E(0)) = as / E'(t) dt < asao /0 E(t)dt < fETO) /O FIOE() dt

m 2
g1 apasy
1) &0 )
comme limy_, o, % < let f est décroissante, alors il existe € > 0 tel que suptzo{%}
< 1 —¢, et par conséquent

as E(T) < %<a2E(O) + (1= ay f:j Ek(0)> <o t @ kijk(O)

Donc, on conclut de (2.4) que, pour az = ar + “tez)

f(O) (

/OTf()E( )dt < azf(0 ZEk ., YT >0, VU € D(A™).
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En appliquant le Théoreme 1.1 sur f(¢)E(t), on obtient (2.6). D’autre part, on a :
Tn
n!

T

(D)E(T) = [ (—f(0E®) d

n!

tnfl n

- /oT(gf (OE (1) + oy /OB + %f/(t)E(t)) dt

< (1+aoT) /OT (n%ll)!f(t)E(t) dt < af(0)(1+ aeT) :Zn E(0)

dolt (2.7).

3 Feedback localement distribué

On donne maintenant une application du Théoreme 2.1 a la stabilisation indirecte
par un feedback interne localement distribué et dégénéré de deux équations des ondes
couplées. Dans toute la suite, ¢ désigne une constante générique qui peut changer
d’une ligne a l'autre, et ¢y désigne la plus petite constante vérifiant (inégalité de
Poincaré) :

/Q|v|2dx < co/ﬂ Vo|2dz, Yo e HY(Q). (3.1)

On considere le systeme faiblement couplé de deux équations des ondes avec condi-
tion de Dirichlet homogene au bord suivant :

u] — Auy + aus + a(z)g(u)) =0 O x RT,
uh — Aug + auy; =0 Q xRT, (P3)
Uy = U = 0 I' x RJr,

ui(z,0) =ud(z) et ui(z,0)=ul(z), i=1,2 Q

ol  est un ouvert borné non vide de RY de classe C? de frontiere I', o € R*,
a € C(Q) et g € CY(R) vérifiant : 0 < |a] < % et, pour dy, dy > 0,

dy < g'(s) <dy et dols| <|g(s)| <di|s], VseR, (3.2)

a(z) >0 Vrew et alx)>0 Ve (3.3)

ou w et €2 vérifient les mémes hypotheses géométriques que celles considérées par A.
Beyrath [3], autrement dit, il existe ¢ > 0, des sous-domaines 2; C Q, 1 < j < J,
avec un bord Lipschitz I'; et des points x; € RY tels que

QNANJY;TTUQ\U;Q))] Cw
avec N(0) = {x € RN : infcp |z —y| < e} ou 6 C RV et
If={zel;: (z—x;)-v>0}
Le cas le plus simple est de prendre w comme un voisinage de

I'={zel: (x—1x) -v>0}
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dans Q, c-a-d: w = QNN (T'") pour un € > 0 et zp € RY fixé. Le probleme (P3)
est bien posé au sens suivant (voir A. Beyrath [3, 4]). On pose :

H = HY(Q) x HY(Q) x L}(Q) x L2(Q)

muni du produit scalaire
< V, Z >H= / (Vm -Vz1 4+ Vg - Vzo + 0323 + 0424 + Oé(Ul,ZQ + ngl)) dx
Q

ot V = (v1,v9,v3,04)7 et Z = (21, 20, 23, 24)7, et on définit Popérateur A par :
D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x (H*(Q2) N Hy () x Hy(Q) x Hy(9),

AV = (=3, —vy, —Av; + avy + a(z)g(vs), —Avg + avy)T.

Le probleme (P3) peut étre reformulé sous la forme abstraite :

U+AU =0 et U= (uy,ug,uj,uy)’.

Pour tout U° = (u?,uY,u},ul) € H, le systeme (P3) admet une unique solution

U e C(R",H). SiU" € D(A), alors la solution U est plus réguliere et elle appartient
a WL (R H). Si g est linéaire, alors, pour tout n € N* et U° € D(A"), la solution
U vérifie :

U € Ni_,C" "R, D(A")).

On définit 'énergie de (P3) par :
_ 1 /12 /12 2 2
E(t) =5 | (il + [uao]” + [V " + V| + 20u1u) da.
On a : FE vérifie :

E(t) = 5(1 = |afeo) /Q(\UHQ +usl® + [V [* + [Vuo|*) da,

DO | =

E'(t) = —/Qa(x)u'lg(u'l) dr <0. (3.4)

On sait que 1. (P3) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-Boussouira
[1] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2]). 2. Si g est linéaire,
|| est assez petit et a(z) > 6 > 0, Vo € w (cas non dégénéré), alors (A. Beyrath [3,

4])
Vn € N*, V(ul,uy, ui,uy) € D(A™) : B(t) <ct™™, Vt >0,

V(ul, ud, uy,uy) € H: E(t) — 0.

Dans ce paragraphe, on s’intéresse au cas dégénéré en supposant que
dp>0: / a P(z)dr < 00 (3.5)

et on montre le résultat de stabilité suivant :
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Théoréme 3.1. Supposons satisfaites toutes les hypotheses ci-dessus. Soient |a
assez petit et

2ﬂp S N Z 37
r =
1+TEO si. N=1,2 (e >0 quelconque).

Alors il existe une constante ¢ > 0 (qui ne dépend que des données initiales, et ce,
de maniére continue) telle que, pour tout t > 0,

V(ul,ud, ui,uz) € D(A) : E(t) < ot sir <1, (3.6)
Vo ul ulud) € D(A): BE(t) <ct™ v sir > 1, (3.7)
V(ul, ud, uj,uy) € H: E(t) — 0. (3.8)

St g est linéaire, alors, pour tout t > 0,

Vn e N*, V(ul, ud, ul, ul) € D(A™) : E(t) < ¢t wF0=tr Dmmit] (3.9)

Remarque. En appliquant le Théoreme 2.1 et les techniques de P. Martinez [11],
on peut affaiblir (3.2) en imposant 'inégalité ds|s| < |g(s)| uniquement pour |s| > 1,
et montrer que

Blt) < c</0tf(7) df):—*ll, V> 0

ou f est une fonction qui dépend uniquement de g. D’apres les hypotheses sur f
dans le Théoreme 2.1, cette estimation est plus faible que (3.6) et (3.7).

Démonstration du Théoréme 3.1. En utilisant le fait que D(.A) soit dense dans
H et les estimations (3.6) et (3.7), on obtient facilement (3.8). Le début de la
démonstration est identique a celle de A. Beyrath [3, 4] : on considere les mémes
multiplicateurs multipliés par E”. On obtient, pour tout 0 < S < T < 00 :

/S EY(t) dt < cE"(S)(E(S) + Ei(S)) + ¢ /S E () /w o2 d dt (3.10)

ot Ey(t) = E(U'(t)). On pose maintenant : ¢ = 1+ —=5, alors ¢ €]1,00[ et
(N —2)g < N+ 2. En utilisant (3.2), (3.4), (3.5), 1’1nJect10n compacte H'(Q) —

LiTH(Q) et le fait que u} € L®°(R*, HY(Q)), on obtient, en appliquant deux fois
2y = L o 2pt(gt)  _ o
(r+1)(g+1) T+1 p((r+1)(g+1)—2r)

/u'?da::/ ot |75 oy | 7
w

/ +1 +1 / 2(q+1) 17(7‘+12)Z +1)
< of [ fetr# ) ([ g T )
w

I'inégalité de Holder et le fait que _25(1 —
(voir [6]) :

2(q+1) 1——2r
< C(/ a o) ap+1 |u |(r+1)<q+1) 2r dl») (r+D(a+1)
w

27
1 2(p+1)(g+1) Ll (o [y
< c((/ a’pd:c) e (/ a|u | PO+ G- da:)”l) ey
w
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1

S C(/w au/? d[L‘)m S C(/Q aullg(ull)dx)m _ C(—E/(t))r+1_

Donc, d’apres (3.10) et I'inégalité de Young, on obtient (pour tout € > 0) :

[ i< B () BS) + B(S) +e [ EOEO)

< cE"(S)(E(0) + E1(0)) + e/ST B (t) dt — c/ST E'(t)dt

< c(E"(S)+ E(9)) +e€ /ST E"(t) dt.

En choisissant alors 0 < € < 1, on obtient :
T .
/ EY(t)dt < B0 (S), Vo< S<T. (3.11)
5

En utilisant la décroissance de E"™! et en choisissant S = 0, on obtient (3.6). En
appliquant le Théoreme 2.1 avec f(t) =1, a; = r+ 1 et ag = min{1,r}, on trouve
(3.9). Si r > 1, I'estimation (3.11) implique que :

/ T ET) dt < ¢E(S), VS > 0.
S

Donc, en appliquant le Lemme 1 de [11], on déduit (3.7). Ceci acheve la démonstration
du Théoreme 3.1.

4 Equation générale des ondes

L’objectif de ce paragraphe est de démontrer des estimations polynomiales de sta-
bilité du systeme couplé de deux équations des ondes générales, dont la premiere
équation est soumise a un feedback interne, avec deux termes perturbants d’ordre 1
et la condition de Dirichlet homogene au bord

u) — Ayuy — Vor - (Diwy) + Brug + aous + g(uf) =0 Q x RY,

uy — Astiy — Vo - (Daus) + Bous + iy =0 Q x R, (P4)
Uy = Uz = 0 I' x RJ'_,
ui(z,0) = ud(z) et ui(z,0)=ul(z), i=1,2 Q

ot © est un ouvert borné non vide de RV de classe C? de frontiere I', g € C1(R),

o1, ¢2 € CHQ), ay, as, Bi, P € C(Q) et

N N
A1u1 = Z 8xi(al-j(x)8xju1), A2u2 = Z 8331 (sz(a:)@m]l@)

i,j=1 tj=1
avec des coefficients a;;, b; € C(Q2) tels que
Ady, do > 0: dy < ¢'(s) < dy, dols| < |g(s)| < dy|s|, Vs € R, (4.1)

aij(r) = a(x), by(xr) =bj(r) Vi,je€{l,--- , N}, Vo €,
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El)\la )\2 >0: Z azg glf_] > )\1|£|2 Z bl] fzfj > )‘2|£|2 V£ € RN Vi € Q

i,7=1 2,7=1

A A
inf 31 > ——1, mfﬁg > ——2
Q Co co’
max{||a1|eo, |||/ } €St assez petit et igf lag| >0

ol ¢ est la constante définie par (3.1). On utilise les notations :

Dyuy = (Z al] 8:1:Ju17 o Z (IN] am]ul)

Daug = <Z by (2)0y;usz, - - Zij 8xju2>

On peut montrer (exactement de la méme fa(;on que pour le probleme (P3)) que le
probleme (P4) est bien posé. On note :

H = HY(Q) x HL Q) x LA(Q) x L*(Q)

muni du produit scalaire

< V, Z >H= / (D1U1 -Vz + ﬁlvlzl + ngg) dzx
Q

+ /Q (DQUQ Vi + Bavazy + va2s + (V129 + UQZl)) dx
olt V = (v1,v9,v3,04)7 et Z = (21, 20, 23, 24)7, et on définit opérateur A par :
D(A) = (H*(Q) N Hy(Q)) x (H*(Q) N Hy()) x Hy(Q) x Hy (),
AV = (—’03, —U4, —A1v1 — V(bl . (Dl’Ul) + ﬁlvl + QU9 + g(Ug),
— Ay — Vg - (Dava) + Bava + aqoy)”.
Le probleme (P4) peut étre reformulé sous la forme abstraite :
U+ AU =0 et U = (ug,uy,ul,ub)’.

Pour tout U° = (u?,u3,ul,ul) € H, le systeme (P4) admet une unique solution

Ue CR"H). SiU° € D(A), la solution U est plus réguliere et elle appartient &
Whoo(RT,'H). Si g est linéaire et UY € D(A") avec n € N*, la solution U vérifie :

U € ni_ " (R*, D(AY)).

On définit 1'énergie (équivalente) de (P4) par :

2/ ¢1<|U1|2+ Z i (1) 0y, u1 0y, uy +51|U1|2)

2,j=1

1
i Lo (14 3 by (@0 0,0+ Bl d+ [ e da

i,j=1
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D’apres les hypotheses ci-dessus et I'inégalité (3.1), il existe des constantes ¢, éq, €3,
¢4 > 0 (ne dépendant ni de o ni de ) telles que

5 / o1 (|u1|2 + Z i (1) 0y, u10,;u1 + ﬁl|u1|2) dx > cl/ (|u'1|2 + |Vu1|2) dx

1,7=1

3 / ¢2 <|u2|2 + Z bij (1) 0, U0y, uz + ﬁg|u2|2> dx > 02/ <|u'2|2 + |Vu2|2) dx

5,j=1

}/ are®?u uy dx
Q

< asllalle | (Vi + [Vusf?) da

/ e uiuy dr
Q

On obtient alors les inégalités suivantes :

< édllaslloe [ (IVenf? + [ Vof?) da

E) 2 ar [ (il + s + Vi + Vs ) da, (12)

E'(t) = —/Qe‘mu'lg(u'l) dr + /Q(ozle‘b2 — e )uuy da

< —/Qemu'lg(u'l)d:p + apE(t) (4.3)

olt a; = min{éy, G} — &sllar]lee €t ag = \FHa e”? — aye?!||. Les conditions de
petitesse a imposer sur ||aq||oo et |2l sont les suivantes :

1 . I
|o1]lee < —min{éy, éa} et ||aglleo < — min{éy, éa}
C3 Cy

d’out a; > 0, et par conséquent <, >y engendre une norme sur H, et E est une
norme pour (u, ug, u}, u)) équivalente a la norme usuelle de

HY(Q) x HY(Q) x L2(Q) x L*(9).

L’inégalité (4.3) montre que E n’est pas nécessairement décroissante si aje?? #
aze?’. On sait que 1. (P4) n’est jamais exponentiellement stable (voir F. Alabau-
Boussouira [1] et F. Alabau-Boussouira, P. Cannarsa et V. Komornik [2]). 2. Si
g est linéaire, ¢; = ¢ = 0 et ay = ay = const, alors (F. Alabau-Boussouira, P.
Cannarsa et V. Komornik [2]) : soit m =1 si A; = Ay, et m = 2 sinon. Alors on a :

Vn € N*, V(ul,ud, ui, uy) € D(A™) : B(t) <ct™", Vt >0,
V(ul, uy, uy,uy) € H: E(t) — 0.
On montre ici les résultats de stabilité indirecte suivants :

Théoreme 4.1. Supposons satisfaites toutes les hypothéses ci-dessus. Soit m un
entier tel que m = 1 si A} = Ay, et m = 2 sinon. 1. Si g est linéaire et a,e?? =
e, il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas des données initiales) vérifiant, pour tout
t>0:

Vn € N*, V(ul, ud, ul,u)) € D(A™) : ) < C<Z Ex(0 ) (4.4)
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V(ul, ud, ui,uz) € H: E(t) — 0. (4.5)

2. Si g est non linéaire et ae®? = ane?, les estimations (4.4) pour n =1 et (4.5)
sont satisfaites. 3. Si Ay = Ay et g est linéaire tel que ||a1e®? — aze® || est assez
petit, il existe ¢ > 0 (ne dépendant pas des données initiales) vérifiant, pour tout
t>0:

Vi€ N*, V(u2, ul, ul, ul) € D(A™) : E(t) < c(Z Ek(O))(aOt L0ET, (4.6)

k=0

V(ul, uy, uy,uz) € H: E(t) — 0. (4.7)

Remarque. Lorsque aje?? # aqe?!, le systeme (P4) n’est pas dissipatif (son énergie
n’est pas décroissante en général). Dans ce cas-1a, le Théoréme 4.1 ne donne aucune
estimation de stabilité de (P4) si A; # Ay ou si g est non linéaire.

Commentaires. Pour tous les systemes couplés considérés dans [1-4], les deux
parametres de couplage (a; et ag) étaient constants et surtout identiques. Le
fait que les deux parametres de couplage soient identiques garantit la dissipativité
du systeme (c.a.d. l'énergie F du systeme est décroissante) ce qui joue un role
crucial dans la démonstration des résultats de [1-4] basée sur le Théoremes 1.1.
Or, dans I'étude de la stabilisation des divers systemes couplés, on tombe sur une
énergie E non nécessairement décroissante (comme, par exemple, dans le cas de :
parametres de couplage différents, termes perturbants d’ordre supérieur, coefficients
variables dépendant du temps,...). Notre Théorémes 2.2 généralise le Théoremes
1.1, en particulier, au cas d'une énergie E vérifiant (2.5) (donc non nécessairement
décroissante). Et nos estimations de stabilité (4.6) et (4.7) montrent que (P4) restent
stable méme si les parametres de couplage sont différents. Les résultats de notre
Théoremes 2.2 restent valables si on remplace, dans (P4), les termes perturbants
—V¢1 - (Diug) et =V¢y - (Dyuz) par qi(x)hi(Diur) et ga(x)ho(Dous), respective-
ment, ol g1, g2 € L®(Q) et hy, hy € C1(R™,R) vérifiant, pour ¢, ¢ € WH>(Q) et
01, 09 > 0 assez petits,

[Vhilloo <00, [gi(z)hi(§) + Ve, - §] < i€l V(z,§) € X xR, Vi=1,2.

Le cas ¢ = ¢ = 1 et §; = 05 = 0 représente (P4). Voir [7-9] pour plus de détails et
pour d’autres exemples (systemes Petrovsky, systeme général d’lasticit,...) avec des
termes perturbants d’ordre supérieur de ce type.

Démonstration du Théoréme 4.1. Par densité, (4.4) et (4.6) impliquent (4.5) et
(4.7) respectivement. D’autre part, (4.3) implique (2.5). Donc, en montrant (2.4),
on obtient les autres résultats du Théoreme 4.1. En multipliant la premiere et la
deuxieme équation de (P4) respectivement par e®'u; et e®?uy et en intégrant par
parties leur somme sur Q x [0, 7], on trouve :

T

T 1
/ E(t)dt = —3 [/ (e uyu) + e®ugul) do (4.8)
0 Q 0

1 /T
+§/0 /Q(ozleq52 — ape® Yuyuy da dt
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1 /T T
—5 /) /Qe¢1u1g(u’1)d:cdt+/o /Q(ed’1|u'1\2+e¢2|u'2\2)da:dt.

On majore successivement les termes de droite de (4.8). D’apres (3.1) et (4.2), on

1
5‘/52(6%711’&/1 + e uyuly) dx

IN
o | =

1 1
max{||¢1||oo,||¢z||oo}/( 9 /12 5 ) 2) d
e A Co\u1| + /colud| +—CO|u2| + /Colusg| T

< YBemaxtiorttosl=) [ (a2 4?4 [Vual + [V l?) dir < e B()

ol ¢ = £ emaxdlidnlloo.lé2lloe} oy

_% U{z(e(blulu/l + eP2uqub) d:c]j < i (E(0) + E(T)).

De méme,

1 (T
5/ /(0416‘252 — ape® uyuy da di
0o Jo

b2 _ b1 T ’
< Jlane Zéze HooCo/ /Q(|Vu1|2+wu2|2)da:dt§cz/ E(t)dt
0 0

ol ¢y = 4%”0416@ — €% || oo = @ao. En utilisant (3.1), (4.1), (4.2) et (4.3), on
trouve, pour tout €y > 0 :

1 /T 1 (T 1

< ZOTES/T E(t)dt+ f—lo/o (aB(t) — E'(t)) dt.

T
/0 /Qe¢1|u’1|2dxdt<—/ (aoE(t) — E'(1)) dt.

Finalement, on obtient :

De méme,

(1—c2—a0(d1 +i)—@) /OTE(t)dt (4.9)

d 1 T

< ei(B(0) + E(T)) + (~X + —)(E(0) — E(T)) +/ / e ub|? da dt.
460 dz 0 Q

Pour simplifier (4.9), on distingue les deux cas suivants :

Cas 1: oye® = ame®. Dans ce cas, ag = ¢2 = 0 et E est décroissante. Donc, on

trouve :
oo [T T b2,/ 12
(1— —)/ E(t)dt < cEOE(0)+/ /e 2ol |2 d d. (4.10)
0 0 Q

4(1,1

Cas 2 : a;e?? # aye®'. En choisissant ¢y = ,/%édl, on obtient :

(1— cs) /OT E(t)dt < cE(0) + cs E(T) +/OT/Qe¢2\ug|2dxdt (4.11)
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ou

\/_ 1 coa0d1 . 1 Cod1 . 1 1 Cod1
= ( 2 dg) ot 2 aq ’ =at d2 _'_ (l(]al’ G =a d2 4 Aoy .
Il s’agit maintenant de majorer la derniere intégrale de (4.10) et de (4.11). D’une
part, en intégrant I’égalité de (4.3) et en utilisant I’hypothese (4.1), on obtient :

T T
E(T)— E(0) = —/0 /Qe¢1u’1g(u’1)da:dt+/0 /Q(ozled’2 — ape® uyuy da dt

< - //¢1ulg dxdt+2/ / ¢1|u1|2dxdt+ //¢2|u2| dx dt
g——/ / v g(u)) da dt + = //¢2|u2\2d1’dt

4a1

Oil C6 — é”a1€¢2 - O[2€¢1”C2>OH€% ¢1+¢2 Hgo = daco

e (@1+92)||2 42 ot par conséquent

[ [ emgtty dwar <250) - B +es [ [ PP ard @12

D’autre part, on multiplie la premiére équation de (P4) par e®'uy, on intégre sur
2% [0,T] et on utilise (4.2) et le fait que infq §; > —’c\—;. On trouve, pour tout € > 0

/ / ¢1Za” )0z, 10, jur dz dt

i,7=1
/ /a26¢1u1u2da:dt

:—[/ ululd:c
Q
T
—/ /e¢1u1g(u’1)dxdt+/ /e¢1\u’1|2d:cdt—/ /e¢1ﬁl\u1|2dxdt
0 Jo
o1l 02621~
< 2a1\/_(E(O +B(T +/ / e P +2 e us?) da dt
T ce?t ) 1
L oo 20
+/0 /Q( 5 |uy] +2€e lg (U1)) dx dt

T A (T
—l—/ /e¢1\u’1\2dxdt+—/ /e¢1\u1|2da:dt.
0 Jo co Jo Jo

En utilisant (4.1) et (4.12), on obtient :

/ / 1 Z ij (1) 0y, u10p;uy do dt (4.13)

i,7=1

< er(E(0) + E(T)) + cs(E£(0) — E(T))

T T
+09/ /e@\uQ\dedt—l—clo/ /e¢1|u1|2d:cdt
0o Jo o Ja

VA P

2aq € d2’

ou
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dl 1 )\1 2 d1—p2

On distingue maintenant les deux cas suivants : Cas 1: A; = Ay. On multiplie la
premiere et la deuxieme équation de (P4) par e®?uy et e®?u; respectivement et on
integre leur différence sur Q2 x [0, 7], on trouve :

T T T
/ /a26¢2|u2|2d:cdt:/ /ale¢2|u1|2d:cdt—/ /e¢2u2g(u’1) dx dt
0 Jo o Jo 0o Jo

T T
- [/ e (uhuy — uguh) d:p] +/ / e?(By — B1)uyug da dt
0

/ / ¢ Z a;j ()0, (P1 — ¢2)0y;ur da di.

i,j=1

Par hypothese, on a : infq |as| > 0. Soit 0 < ay < infq |as|. Donc,

T T
a26¢2|u2|2dxdt' > ao/ / e uy|? da dt.
0 JQ 0 JQ

On majore maintenant les termes de droite de 1'égalité ci-dessus. D’apres (3.1) et
(4.2), on a :

/Q e |ubuy — ugu | da

<

1 1
||¢2||00/( /2 o 2 /2 _ 2)
e v Colus|? + uy|” + +/coluq|© + U der <c 1 Et
Q 0‘ 2‘ /—CO‘ 1| 0‘ 1| /—CO| 2| = 11 ()

DO —

ol ¢y = X2cllo2ll Done
11 = 54,

T

’ [/Q e (uyuy — uguh) dz| | < ¢y (E(0) + E(T)).

En utilisant (4.1), on obtient :

0

3
b2 ’d<%/¢2 24 _/¢22/d
e tuag ) de < 2 [ e funf? e oo [ et

3d
< —/ ¢2|u2|2d9€+2 L elléa- ¢1”°°/Qe¢1u’19(u’1)dx,
Qg

Q
/Q€¢2|(ﬁ2 - 51)U1U2| dr < EO/Q %‘U |2d:17 + —/(52 51)2€¢2|U1|2dx

3 —
Q—HWI B2)%e” ™" |l /Q e’ uy|? da + Eo/gzem\uﬂzd:c’
N
/S)6¢2|U/2 Z a/zj(l‘)axl(gbl — ¢2)8xju1| dl‘
i,7=1

< @/ e |uy|* da
6 Jo

3 N N

M /Q o2 ( S i ()8, (61 — ¢2)0y, (61 — ¢>2)) ( > aij(x)ﬁxiul&qul) dx

1,7=1 1,7=1
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< @/ e |uy|* dx
6 Jo

3 N
+T«0”e¢27¢1 Z al]( ) i (¢1 ¢2) zj (‘bl ¢2 Hoo/ oL Z azg amlula Uy dz.
i,7=1 2,7=1

Finalement, on trouve :

% /OT/Q€¢>2|u2|2 dx dt < ¢11(E(0) + E(T)) (4.14)

+C12/ / ¢1|u \Qdazdt+613/ / 91 Z a;;(z 8mlu18 uq dx dt

i,7=1

+cl4/ / e ulg(u)) da dt

ou
_ 3 _
2 = [Jare? | + au 1(B1 = B2)%e”* ™% |,
3 1 o N S r—
‘=5 e > aij(2)0,, (01 — ¢2)0s, (d1 — h2)||o, C1a = —€ .
Qo ij=1 20(0

En utilisant (4.12), on majore le dernier terme de (4.14) et on trouve :

——06014 / / | us|? d dt < ex1 (E(0) + E(T)) (4.15)
12e14(E(0) — E(T)) + 1o / ' /Q ety |2 da dt

+013/ / 1 Z a;;(z 33;11613 uy dx dt.

2,7=1

Pour simplifier (4.15), on distingue deux cas comme auparavant.
Si e = ae®, on a alors ag = ¢g = 0 et E est décroissante, donc, en utilisant
(4.13) avec € assez petit et tel que

€ (%))
C13C9 = 5013 < o

(4.15) implique que

T T
/ / e |uy|? da dt < cE(0) +c/ / e Juq|? da dt.
0 Q 0 Q

Par un raisonnement analogue, on montre que le systeme dérivé (par rapport a t)
de (P4) vérifie :

T T
| [ el dudt < cBi(0) 4 [ [ el dudt < (E(0) + Er(0)).
0 JQ 0 Q

Finalement, en reportant dans (4.10) (avec €, assez petit), on obtient (2.4) pour

m=1et f(t) =
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Si a1e? # e, E n'est pas décroissante en général. Par hypothese, g est linéaire
: g(s) =ds (dy = dy = d dans (4.1)) et donc, on déduit de (4.13) et (4.15) que

Qp

T T
(7 —015)/0 /Qe‘”\uQ\dedt < 16 E(0) +017E(T)+018/0 /Qe¢1\u1|2d:cdt

ou
C15 = CeC1a + CoC13, C16 = C11 + 2c14 + c13(c7 + c3),

c17 = c11 — 2¢14 + c13(cr — ¢8), c18 = €12 + C10C13.

De méme, pour le systeme dérivé (par rapport a t) de (P4)

o T T
(70 — 015)/0 /Qe@\u’2|2 drdt < c16E1(0) + c17E1(T) + 018/0 /Qe‘bl\u’1|2 dx dt.
On choisit € = |/ag dans la définition de cg, cg et ¢1g et on suppose que ag est assez
petit et tel que

Qo

C15 < ? (416)

On obtient, d’apres (4.1), (4.3) et (4.11) :

(1) | " BU) dt < ox(B(0) + Ey(0)) + e E(T) + cx By (T)

ot 2apc18 2¢16 2¢18
C1s = Ca + d(OéQ — 2015)’ €20 = maX{ g — 2015 ) C4 d(Ozo — 2015) ’
2018 2017
1= 6 d(OéQ — 2015)’ @2 = g — 2015 ’

On choisit 0 < ap < infq |as| et tel que ¢11 < 2¢14 et on suppose que aq est assez
petit et tel que
Clg < 1, Coo <0 et agCo1 < 1-— C19, (417)

et on trouve (2.4) pour m =1 et f(t) = 1. Noter que, quand aq converge vers zéro,
C15, C19 €t agca1 + c19 convergent vers zéro, et cqo devient négatif. Donc, avec a assez
petit, les conditions (4.16) et (4.17) sont satisfaites.

Cas 2 : A; # Ay. On a alors, par hypothese, a;e?? = ase?t. Donc ag = ¢ = 0 et
E est décroissante. Soit z;(t) la solution de I'équation différentielle

z1=0 sur I

{Ang (t) = Ajuq(t) dans €,

La solution z; vérifie (voir F. Conrad et B. Rao [5]) :

/Q|zl\2d:1: < c/Q luy|? dz, (4.18)

/Q|zi|2d:p < C/Q ! |? de, /Q|zi'|2dx < c/Q [u}|? dx, (4.19)
N

/Q|Vzl|2dx < c/Q > ai(2)0p,u1 0y, uy da. (4.20)

i,j=1



Stabilisation indirecte des systéemes couplés non dissipatifs 495

En multipliant la premiere et la deuxiéme équation de (P4) par e?2u, et €92z, respec-
tivement, en remplacant Aju; par Asz; et en intégrant par parties leur différence
sur 2 x [0, 7], on trouve :

T T T
/ /aQe@\uQ\Qda:dt: [/ e (z1uly — zim)dm} +/ /a16¢221u1 dz dt
0o Jo Q o Jo Ja
T
+/ / ey (zi’ —uf + Bz — Bruy — g(u’l)) dx dt

N
+ / i @uz( 4y (2)0, 11 = 3 by ()0 620,21 ) vl

1,j=1 i,j=1
donc, en utilisant (4.18), (4.19) et (4.20) (noter que 0 < o < infg |asl),

T 2 ag [T 2
ao/ /e¢2|u2| dx dt < cE(0) + —/ /e¢2|u2| dx dt (4.21)
0 Ja 2 Jo Ja

+C/ /<|u () + Jua|* + Z aij ()0, 10, ul) dz dt.

i,7=1
D’apres (4.3) et (4.1), on a :

T T
/ / g*(u}) dx dt < c/ / e ulg(u)) da dt < cE(0). (4.22)
0 Jo 0 Jo

De méme, en utilisant le systeme dérivé de (P4), on obtient :

B(1) = (B (0),04(0) ) =~ [ e ulPg/ () d.

D’otu, d’apres (4.1),

T
/ /|u |2dxdt<c/ / N 2g (W) dx dt < cEy(0). (4.23)
0 Q

En reportant I'inégalité (4.13) et les deux inégalités (4.22) et (4.23) dans (4.21) avec
¢ (définition de cg, ¢y et c19) assez petit, on obtient :

T
/ /6¢2|u2|2d1‘dt§0(E(0 +E1 +C/ /|u1| dx dt.
0 Q

De méme, on obtient 'inégalité similaire pour le systeme dérivé (par rapport a t)
de (P4) suivante :

T T
/ /Qe@\u;\?dxdtgc<El<0)+EQ<0))+c/ /Q|u’1\2dxdt.
0 0
Finalement,
T
/ /Qe¢2|u’2\2da:dt§c(E(O)+E1(O)+E2(O)).
0

En remplacant dans (4.10) et en choisissant €, assez petit, on obtient (2.4) pour

m=2et f(t) =
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5 Commentaires et questions ouvertes

Comme généralisation significative du Théoreme 2.1 et du Théoreme 2.2 démontrés
et appliqués dans les paragraphes 2, 3 et 4, il serait intéressant d’obtenir une esti-
mation de stabilité similaire a (2.7) sur £ sous les hypotheses

ST FOE®) dt < ar Y <E,§2(0) + E® (T)), VT >0, VU9 € D(A™),
E'(t) < apE(t), Vt>0,VYU° € D(A)

oua; >0et € f e C(RT,RT). Une autre question ouverte intéressante concerne
la stabilisation indirecte des systemes non dissipatifs, comme le systeme (P3) avec
deux constantes a; et ap de signes différents. Dans le cas d'un feedback non linéaire,
nos estimations de stabilité ne sont satisfaites que pour n = 1, c-a-d : on a la méme
estimation F(t) < ¢ quelle que soit la régularité des données initiales. Si de plus,
le systeme considéré est non dissipatif, on n’obtient aucune estimation de stabilité
et la question reste ouverte dans ce cas-la. Dans les systemes couplés traités dans
ce papier, le couplage considéré est linéaire et d’ordre zéro. Il est tres intéressant
de regarder le cas d'un couplage plus général (comme par exemple celui que j’ai
considéré dans [10]) et surtout d’ordre supérieur a zéro, notamment dans le cas
de la stabilisation indirecte. D’autre part, les résultats de stabilisation indirecte
obtenus dans ce papier peuvent étre généralisés au cas d’un systeme couplé de n
équations (avec un couplage linéaire d’ordre zéro du méme type) soumis a n — 1
controles. L'une des questions intéressantes qui restent posées est la suivante : quel
est le minimum de controles nécessaires a la stabilisation du systeme et quelles sont
les estimations de stabilisation valables dans ce cas-1a? Plus généralement, trouver
une relation entre le nombre des controles et ’estimation de stabilité liée.
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