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Résumé
Nous considérons un noyau et un électron non relativistes interagissant avec un champ électro-

magnétique quantifié. Nous ne supposons pas le noyau fixe, mais nous supposons que le système
est confiné par son centre de masse. Ce modèle est utilisé en physique théorique pour décrire l’effet
Lambe-Dicke et l’effet Mössbauer. Nous définissons l’hamiltonien associé au système en introduisant
une troncature ultraviolette, puis nous prouvons l’existence d’un état fondamental non dégénéré.
Ce résultat est obtenu sans condition sur les constantes de couplage.

The confined hydrogenöıd ion in non-relativistic quantum electrodynamics.
Abstract
We consider a system of a nucleus with an electron together with the quantized electromagnetic

field. Instead of fixing the nucleus, the system is confined by its center of mass. This model is used
in theoretical physics to explain the Lamb-Dicke and the Mössbauer effects. When an ultraviolet
cut-off is imposed we initiate the spectral analysis of the Hamiltonian describing the system and
we derive the existence of a ground state. This is achieved without conditions on the fine structure
constant.

1 Définition du modèle

Nous considérons un noyau (assimilé à une particule) de masse m1 et de charge q1, interagissant
par l’intermédiaire du potentiel de Coulomb, noté V , avec un électron de masse m2 et de charge q2.
Nous supposons également que les deux particules interagissent avec le champ électromagnétique
quantifié en jauge de Coulomb. Le mouvement du centre de masse de l’ion est supposé confiné par
un potentiel U . Le fait que le noyau soit mobile, et non pas fixe, modifie de manière significative
le spectre de diffusion du système. Ce modèle est en particulier utilisé pour expliquer l’effet Lamb-
Dicke, ou encore l’effet Mössbauer (cf. [CTDRG]). Mentionnons par ailleurs un autre cas de système
ayant un noyau non fixe, étudié dans [AGG] : le cas des atomes et des ions mobiles en interaction
avec un champ électromagnétique quantifié.

Pour plus de simplicité, nous considérons que le spin des deux particules est nul, et que ~ = c = 1.
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L’espace de Hilbert associé à ce système est alors

H := L2(R6)⊗Fs := L2(R6)⊗
∞⊕

n=0

L2(R3; C2)⊗
n
s , (1)

où Fs est l’espace de Fock symétrique associé aux photons. Nous notons R,P les variables associées
au centre de masse, définies par

R :=
m1x1 + m2x2

m1 + m2
, P := p1 + p2 (2)

et r, p les variables internes, définies par

r := x1 − x2, , p :=
m2

m1 + m2
p1 −

m1

m1 + m2
p2. (3)

L’hamiltonien de Pauli-Fierz dans H ' L2(R6;Fs) est formellement donné par

HV
U :=

∑
j=1,2

1
2mj

(pj − qjAj)2 + Hf + U + V, (4)

où pj = −i∇j est l’impulsion de la particule j, Aj =
∫ ⊕

R6 A(xj)dX, avec X = (x1, x2), est le champ
électromagnétique quantififé en jauge de Coulomb, Hf est l’hamiltonien du champ de photons,
U et V sont des fonctions de R et r respectivement. Formellement, A(x) et Hf sont donnés
respectivement par :

A(x) =
1
2π

∑
λ=1,2

∫
R3

χ̂Λ(k)
|k|1/2

ελ(k)
(
â∗λ(k)e−ik.x + âλ(k)eik.x

)
dk, (5)

Hf =
∑

λ=1,2

∫
R3
|k|â∗λ(k)âλ(k)dk. (6)

Nous choisissons la fonction de troncature ultraviolette χ̂Λ dans C∞
0 (R3), positive et nulle en dehors

de B(0,Λ), où Λ est le paramètre ultraviolet. De plus, nous choisissons les vecteurs de polarisation
suivants :

ε1(k) :=
(k2,−k1, 0)√

k2
1 + k2

2

, ε2(k) :=
k

|k|
∧ ε1(k). (7)

Enfin, â∗λ(k) et âλ(k) sont les vecteurs de création et d’annihilation habituels satisfaisant aux
relations canoniques de commutation :

[â∗λ(k), â∗λ′(k
′)] = [âλ(k), âλ′(k′)] = 0 , [âλ(k), â∗λ′(k

′)] = δλλ′δ(k − k′). (8)

Pour les besoins de la démonstration, nous supposons que U vérifie les hypothèses suivantes :

1. U ∈ L1
loc(R3),

2. inf U > −∞ et U− est support compact (où U− désigne la partie négative de U),

3. P 2/2M + U a un état fondamental non dégénéré φ > 0 d’énergie −e0 < 0, et il existe γ > 0
tel que |φ(R)| ≤ γe−|R|/γ .
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Pour m > 0, nous définissons également l’hamiltonien massif HV
U (m) de la même façon que HV

U , à
ceci près que Hf est remplacé par Hf (m), où :

Hf (m) =
∑

λ=1,2

∫
R3

√
k2 + m2 â∗λ(k)âλ(k)dk (9)

et nous posons HV
U (0) = HV

U .

2 Résultats et commentaires

Nous montrons tout d’abord en utilisant les formes quadratiques que HV
U (m) (avec m ≥ 0) est

correctement défini :

Théorème 2.1 L’opérateur HV
U (m), m ≥ 0, est auto-adjoint dans H, semi-borné inférieurement,

et le domaine de la forme quadratique qui lui est associée est Q(HV
U (m)) = Q(p2

1+p2
2)∩Q(Hf (m))∩

Q(U+).

Remarque 2.1

− Nous déduisons facilement de ce résultat un corollaire largement utilisé dans la suite : si m > 0,
Q(HV

U (m)) = Q(HV
U ) ∩Q(N ), où N :=

∑
λ

∫
â∗λ(k)âλ(k)dk est l’opérateur du nombre de photons.

− Une autre méthode pour définir l’hamiltonien associé au système repose sur la représentation
de Schrödinger de l’espace de Fock, et est présentée dans [H1]. Plus précisément, grâce à une
représentation en intégrale fonctionnelle de e−tH0

0 , il est montré que l’opérateur HV
U− est auto-

adjoint sur D(p2
1 + p2

2)∩D(Hf ). Il suffit alors de définir HV
U = HV

U− u U+, u désignant la somme
au sens des formes quadratiques.
Nous prouvons que les deux définitions, celle de [H1] et la nôtre, cöıncident. L’avantage de notre
définition est de connâıtre explicitement le domaine Q(HV

U ) que nous utilisons à de nombreuses
reprises au cours de la preuve.

Nous nous intéressons ensuite à l’existence d’un état fondamental pour HV
U . Nous basant sur

la stratégie de [G], [GLL] et [LL], la clé de notre démonstration est de choisir correctement des
conditions de liaison, de manière à ce que, d’une part, nous puissions les vérifier, et que d’autre
part, elles entrâınent l’existence d’un état fondamental. Les conditions que nous avons choisies sont
les suivantes :

(i) E(HV
U ) < E(HV

0 ),

(ii) E(HV
U ) < E(H0

U ),

où E(HV
U ) est l’infimum du spectre de HV

U et où HV
0 (respectivement H0

U ) désigne HV
U où l’on a

fait U = 0 (respectivement V = 0). Nous montrons alors :

Théorème 2.2 Les conditions (i) et (ii) sont vérifiées. Ceci implique que HV
U possède un état

fondamental non dégénéré, quelles que soient les valeurs de q1, q2 et Λ.
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Remarque 2.2

− Pour prouver l’existence d’un état fondamental lorsque (i) et (ii) sont supposées valides, nous
suivons la méthode de [GLL]. Quelques modifications sont toutefois nécessaires dans la mesure où
les conditions de liaison que nous avons choisies sont différentes de celles de [GLL]. En particulier,
nous obtenons la décroissance exponentielle de l’état fondamental pour l’hamiltonien massif sans
avoir recours à la méthode développée dans [G].
Par ailleurs, la non dégénérescence est une conséquence de la représentation en intégrale fonction-
nelle mentionnée à la remarque 2.1. (cf. [H2]).

− La démonstration de la condition (i) suit également [GLL]. Ceci est possible notamment en raison
de l’invariance par translation de HV

0 .

− En revanche, H0
U n’est pas invariant par translation, si bien que la démonstration de la condition

(ii) s’avère plus difficile. Ce point constitue notre principal résultat. Nous nous sommes appuyés
pour l’obtenir sur les méthodes développées dans [LL], qui permettent de localiser à la fois noyau,
électron et photons. Plus précisément, considérant une suite normalisée (Fj), minimisante pour
H0

U , nous montrons :

Proposition 2.1
S’il existe ρ > 0 et a > 0 tels que ∀j,

∫
B(0,ρ)

∫
R3 ‖Fj(X)‖2dRdr ≥ a, alors

E(HV
U ) ≤ E(H0

U )− Ca/ρ, (10)

où C est la constante définie par V (r) = −C/|r|.
Si au contraire, ∀n ∈ N∗,∃jn,

∫
B(0,n)

∫
R3 ‖Fjn

(X)‖2dRdr ≤ 1
n , alors

E(HV
U ) < E(H̃0

U ) ≤ E(H0
U ), (11)

où nous avons défini l’opérateur H̃0
U dans L2(R6)⊗Fs ⊗Fs de la façon suivante :

H̃0
U :=

1
2m1

(p1 − q1A1)2 ⊗ I +
1

2m2
I ⊗ (p2 − q2A2)2 + Hf ⊗ I + I ⊗Hf + U. (12)

Esquisse de démonstration

La difficulté de la preuve réside dans les inégalités (11), la vérification de (10) étant immédiate.
Pour montrer E(H̃0

U ) ≤ E(H0
U ), l’idée est de partir de l’état Fjn

, puis de localiser chacune des deux
particules (noyau et électron) dans une boule de rayon fixé. Nous localisons ensuite les photons
autour des deux boules précédentes. Alors, comme lorsque n est grand, les deux particules sont
”loin” l’une de l’autre dans l’état Fjn , les deux boules obtenues (où sont localisées chacune des
deux particules entourée de son nuage de photons propre) sont également loin l’une de l’autre. Ceci
permet de créer un état dans L2(R6)⊗Fs⊗Fs dont l’énergie pour H̃0

U est plus petite que E(H0
U )+ε,

où ε dépend de n et du rayon des boules de localisation, mais peut être rendu aussi petit qu’on le
veut.
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Nous prouvons l’autre inégalité E(HV
U ) < E(H̃0

U ) selon une méthode similaire, en utilisant pré-
alablement le fait que H̃0

U est invariant par les translations conjointes de x1 et x2 qui ne modifient
pas la position du centre de masse. Plus précisément, en posant

Ut = eit
m2
M (p1+dΓ(k)) ⊗ e−it

m1
M (p2+dΓ(k)), (13)

nous pouvons remarquer que U∗t H̃0
UUt = H̃0

U . C’est là une caractéristique essentielle de H̃0
U , sans

laquelle on ne pourrait conclure. Finalement, nous obtenons une inégalité stricte, en prouvant que
les erreurs dues à la localisation des particules sont négligeables par rapport à l’énergie apportée
par V .
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