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PROBLEME DE CONTACT SANS
FROTTEMENT-DIRICHLET POUR LES EQUATIONS DE
LAPLACE ET DE LAME DANS UN POLYGONE

M. DILMI, H. BENSERIDI & A. GUESMIA

ABSTRACT. In this article, we consider a problem of contact without
friction-Dirichlet for the equations of Laplace and Lamé in a polygon.
One shows necessary and sufficient conditions on the data and the
field so that the variational solution is smooth. For that one will give
an inequality a priori and by means of Fredholm alternative. We
study the regularity of the solution of the problem to consider, and

finally we will calculate index of these equations.

1. INTRODUCTION

Dans [5] P. Grisvard a étudié la régularité de la solution du probleme
de Dirichlet pour I'équation de Laplace dans un polygone. La solution
variationnelle du probléme considéré est réguliere (c’est-a-dire dans H?)
si et seulement si tous les angles du polygone sont strictement inférieur a
7. Autrement ce probleme admet un nombre fini de solutions singulieres.
Ce résultat est connu dans le cas particulier ou le domaine est convexe
(cf. [8]).

Dans cette note on a étudié la régularité de la solution de I’équation
de Laplace et du systeme de Lamé (Elasticité) avec des conditions de
C.S.F-Dirichlet. Autrement dit, la régularité du déplacement d’un corps
homogene élastique et isotrope occupant un domaine Q borné de R? &
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frontiere polygonale rectiligne (dans le cas si 2 non homogene voir H.
Benseridi et M. Dilmi [3]). Ce déplacement est nul sur certaines segment
de la frontiere OS2 et sur les segments restants le déplacement tangentiel
est libre et la traction tangentielle est nulle.

L’étude de ce probleme par des techniques de P. Grisvard [5] et de B.
Merouani [10] est généralement basé sur les étapes suivantes.

Dans la premiere étape on établit une inégalité a priori valable pour u
dans (H?*(Q2))? vérifiant les mémes conditions du probléme considéré.

La seconde étape est consacrée a l'intérét de l'inégalité a priori, qui
nous permet d’utiliser 'alternative de Fredholm relative a notre probleme
et de construire I’espace d’image et son orthogonal. On démontrera qu’il
est de dimension finie et on calculera sette dimension.

Enfin, en utilisant des techniques analogues a celles de P. Grisvard [6],
nous calculerons I'indice du probleme pour (© = L) par homotopie sur

les coefficients de Lamé.

2. NOTATIONS ET POSITION DU PROBLEME

Dans ce travail, {2 désigne un corps homogene élastique et isotrope

occupant un domaine borné de R? & frontiere polygonale rectiligne 9€) =
N —

'U1Fj' Les I'; sont des segments de droites ouverts, s; sera l'origine de
]:

I'; 11 et sj41 son extrémité suivant I'orientation usuelle (avec la convention

SN+1 = 81)-

L’ouverture de I'angle que font I'; et I';;; vers l'interieur de 2 sera
noté w; avec 0 < w; < 27 pour tout j =1 a N . nf(resp. 77) désigne la
normale unitaire sortant ( resp la tangente unitaire dans le sens positif
Jsur I';. En coordonnées polaires d’origine s;, on note par r; la distance
d'un point M(z;,y;) de Q a s; et par §; 'angle de I'; & Ms;; c’est -a-
dire z; = r;sin(f;) et y; = rjcos(d;). On note aussi par u = (u,usz),
f=(f1, f2) et >_ le vecteur déplacement, la densité des forces éxtérieures
et le tenseur des contraintes respectivement, ot » | matrice d’ordre 2, dont

les éléments (o;;) sont donnés par la loi de Hook:
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Uij = 2/,68’51](?1/) =+ )\tr(é(u))%j, ’l,j = 1, 2
N _ 1/0u; Ou;
ou &;; = 5(8wj + 8_z:
linéarisées associé a u.

) sont les éléments de tenseur des déformations

A, o sont les coefficients de Lamé avec > 0 et A+ pu > 0.
On considére le probleme suivant. Pour f donné dans L?*(2)?, on
cherche u dans H? (Q)? solution de:

Ou = f, dans € ;
(P)q u=0, surl';, Vj e D;
un = (u).n).r=0, surl';, Vj e G;
ol © désigne un opérateur différentiel qui sera le systeme de Lamé ou le

Laplacien. D, GG sont des ensembles sur lesquels sont portés les conditions

de Dirichlet et les conditions de contact sans frottement respectivement.

Lemme 2.1. Surl'; , j € G, les conditions aux limites u.n = (3 _(u).n).7

e . g u
=0 sont équivalentes aux conditions u.n = — .7 = 0.

on
Démonstration. On a

(S(w)m)r = 3 oymym + 3 Ar(e()vgn,.m

=1 =1
2 2

mais: 'Zl)\tr(s(u))%jnj.n = )\tr(s(u))2ni.n = 0.
,)= 1=

Ce qui donne:

2
U Ou; —
(Z(u)n)T =0 Z ng -77]'-7-1' + 218_% -77j-7—'i =0

,j=1 4,J=

U
et comme u.n = 0 sur I'; implique que 8—.77 = 0 sur I';, on obtient donc:
T

un=0 w1 =
= ou
{ (Z(U)U)T:O 8_77 T7=0
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Pour montrer une majoration a priori des dérivées secondes par les
techniques de P. Grisvard [5], on simplifie le probleme (P ) comme suit
(©=A):

Au=f, dans
(P) vju =0, surl’;, Vj € D;
v (unf) = fyj(g—;fj) =0., surl;, Vj€qG.

Un raisonnement classique, permet de donner la formulation variation-
nelle de ce probleme, ainsi 'existence et 1'unicité d’une solution u dans
I’espace:

V= {UEHl(Q)Q, yv=0,VjeD, vj(vy)=0,Vj EG}.
Le probleme (P) n’admet pas généralement des solutions assez réguli-

¢res, pour cela on essayera pour f € L*(Q)?, de chercher des conditions

sur Q pour que u soit dans H? (Q)>.

3. INEGALITE A PRIORI
Ce paragraphe est consacré a la démonstration de I'inégalité:
[ull g2 gy2 < cllAull a2 - (3.1)

Cette inégalité résultera en fait de 1’égalité de Caccioppoli.
On introduit maintenant ’espace ou on cherche u:
W (Q)={ue H*(Q) :yu=0 VYje D;
Vi <%.Tj> =7, (un) =0 Vje G}.

Lemme 3.1. L’espace W (Q) N (H™ (Q))* est dense dans W (Q) pour
la norme induite par (H™ (Q))?, ¥m > 1.

Démonstration. Par partition de 'unité on se ramene facilement au cas ou
2 est un secteur infini d’ouverture w (# 7). En suite par un changement
de variable affine on se ramene au cas ot w = —. Pour cela les conditions
aux limites qui définissent W (2) sont les conditions aux limites aux

dérivées obliques et ’espace W (§2) devient:
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W (Q) = {u € H? (Q)Q: a;Dyuy + B;Dyuy = ug = 0 sur Fj},

le résultat de densité est bien connu (voir [4] ). O

Theorem 3.2. Pour tout u € W (Q2), on a:

2 2
”AUHLQ(Q)2 = ||V2U||<LQ(Q)2)2-

Démonstration. Pour tout u € W (Q) tel que de plus v € H?(Q)?,
I’égalité de Caccioppoli donne:

2 2 u u u u
80l = V2l ooy = 3 S {2255 (8) — 85 (&) }as

ou 0 ou ou 0 Ou
+3 {8 (25) - 2% (&)} s
Ici, bien str on a posé:

Vi =y
Viul" = X

i, 1=1

9%u
Ox;0x;

Maintenant si on tient compte de la condition u = 0 sur I'; pour j € D

o (o
ori  ori\ori)

et par conséquent la premiere somme sur D est nulle.

qui implique:

. u .
Si on prend les conditions u.n’ = 0 et W.TJ =0surI'; pour j € G
Ui

on obtient:

i

_— J——. ]:—. _— = - -
o~ orT T o \ari )T T ariag T

et par suit:

ou 0 ou B ou i 0 ou i) 4
oniori \ori )~ \on" ) \ o7 \ o7 )"
ou . 0 ou .
(fhw””) (aﬂ' (aﬂ') ) -

ou  0*u ou Pu ou . Pu
- - e ..7]] - ..?7] + | =—.7 - - .77 =0
otI 0TI ol orTJ oTion orJ oTion

on constate que les intégrales de bord sont toutes nulles, donc:

ou ,  Ou ) (8u) i 0%u

HVQUH?B(Q)?)Q = || Aullz2 (g2
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pour tout w € W (Q) N H*(Q)? et par suit pour u € W () (lemme
3.1). O

Corollary 3.3. Il existe une constante c positive, telle que ["inégalité
(3.1) ait liew pour tout u € W (§2).

4. ALTERNATIVE DE FREDHOLM

Dans ce paragraphe on tirera les conséquences de l'inégalité a priori
(3.1) comme il est indiqué dans l'introduction. On désignera par R (£2)

I'image de W (2) par I'opérateur A, c’est a dire que:
RO)={feL*(Q)’; f=Au,ue W(Q)}.

Gréce a Dinégalité (3.1), R () est un sous-espace fermé de L2 (Q)* et

par conséquent on cherchera son orthogonal dans I’espace L? (Q)Z, ou:
N@Q) ={veLl*Q)?; (v;f)=0, Vfe R(}.

Comme il est naturel on prouvera que les éléments de N (€2) sont les
solutions d’un probléeme de Dirichlet-contact sans frottement homogene,

on a le:

Lemme 4.1. Soit v € N (2), alors v est solution du probléme dual
suivant:
Av =0, dans);
v (v) =0, surl; VjeD:;

. 0 .
v (v?) =, (8_7;;'Tj> =0, surl; VjedG.

Démonstration. Soient v un élément de N (Q) et u € D (Q)?, puisque
D (Q)? est inclu dans W (Q) alors: (v; Au) = (Av;u) = 0, ceci implique
que

Av =0, dans D' (Q)°,

et par conséquent v € D (A, L? (Q)Q) I'espace maximale de A.
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Il reste & montrer que v vérifie les mémes conditions que le probleme
(P). Pour tout ¢; = (¢},¢?) € D(T )Y i€ D, € D(IYy) et
X; € D(T;) ¥V j€G,il existe u € H?(Q) tel que
ou ‘
v (u) =0, 7 (a ]) =¢j, VjeD;

Yj (1”7]) = 07 Y5 (U'Tj) - wja Vj € G7

au 8 )

de plus u est nulle aux voisinage de SJ,VJ =1,..., N, et par conséquent,
on peut appliquer la formule de Green généralisée pour cette fonction u
et v € N () on obtient

. ov
> esnsnd + 3 { i ) - (s () )} =0
jED jEG
et comme @;, X, et 1b; sont arbitraires dans D (I';)?, D (I;) et D(T;)
respectivement, cette égalité montre que:
v =20, VieD,;
; ov ,
"}/j(’U.T]]) (%Tj>:0, VJGG
O
Le lemme 4.1 montre que pour tout v € N (€2) est une solution du
probleme homogene d’adjoint. Cependant le lemme 4.1 ne caractérise

pas completement N (£2).

s
ou w;=7 on

On peut remarque que pour tout v € N () et si w;= 5

2
(i) (v,A(y;¢;)) =0 si je Det j+1€G;
(17) (v, A(z;¢;)) =0 si jeGet j+1€D;
ou¢; €D (ﬁ) est une fonction de troncature qui dépend seulement de
sj, tel que (; = 1 au voisinage de s; et nulle sur toute T}, sauf pour k = j
et k=74 1.

Lemme 4.2. Soit v € D (A, L? (9)2) solution du probléeme dual tel
que v vérifie les conditions (i) et (ii), alors v € N (£2).
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Démonstration. On va montrer que (v; Au) =0,V u € W (2). Actuele-
ment d’apres le lemme 3.1 on peut considérer u € (H*(Q2))? N W (Q)
pourvu que u € (C*(Q))?, et on pose
w=u— >, Dyuls;)yGG— X Dajuls;)r;G.
jED, j+1€G j€G, j+1eD

Il est clair que (v; Au) = (v; Aw) .

Maintenant, on a u(s;) =0,V j € D ou j+1 € D cela implique que
w(sj) = 0Vj . Donc yu.u; = 0 sur chaque I'; ou y; = n?, pour j € G
et p; = 77, pour j € D, ceci implique que yu(s;) = 0 a moins que y; et
ftj+1 soient paralleles. Cela se passe seulement quand j € G'et j+1€ D
ouj€ Det j+1€ G. Cependant quand j € Get j+1 € Donau=20
sur I'j41 et par conséquent D, u(s;) = Vw(s;) = 0. Le méme chemin
quand j € Det j+ 1€ G, on trouve yw(s;) = 0.

Finalement on a trouver w(s;) = yw(s;) = 0 dans tout les cas, et par
suite on peut appliquer la formule de Green généralisé pour w et v on
obtient (v; Aw) = 0, c’est- a-dire v € N(£2). O

Lemme 4.3. Soitv € N (2), alorsv € C* (Q\S5), ot S est l’ensemble

des sommets.

Le lemme 4.3 exprime un résultat de régularité au voisinage des mor-
ceaux réguliers de la frontiere, qui est assez bien connu; par la méthode

de réflexions.

5. REGULARITE DES DERIVEES SECONDES

Dant cette section nous allons déterminé la dimention de l'espace
N (), pour cela nous allons étudier la régularité de v € N (Q2). D’apres
le lemme 4.3, v est C* dans () et jusqu’au sommets de la frontiere, il
nous reste alors a étudier le comportement de v au voisinage de chaque
sommet s;.

Nous avons alors dans ce cas particulier le:
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Theorem 5.1. Si tout les angles w; de §) sont strictement inferieur a

— alors:

i) N (Q) = {0}.

Démonstration. i) Il reste a prouver que pour tout s; € S, il existe un
voisinage V de s; dans R2 tel que v € H2 (2N V)* dés que v € N ().

Pour s; de type Dirichlet de part et d’autre on a la régularité H? (voir
[5]).

Donc, il suffit de démontrer la régularité H? au voisinage de sommet de
type mélé. On tarnslate le point s; considéré en (0,0) (ce qui ne change
rien au probléme) et on suppose que V est une boule de centre (0,0) et
de rayon p assez petit pour que 2NV soit un secteur fini d’ouverture w.

c’est-a-dire
QNY ={x=r(cosh,sinf) 0<r<p, 0€l0,w}.

En définissant I'opérateur non-borné A sur H = L2 (]0,w[)* Comme

suit:
Ap=—¢",
ol ¢ = (p1,p2) € D(A), D (A) représente le domaine de A défini par

D(A) = {pe H (0,0 ¢ (0) = 1 (@) =0, @2 (0) = 2 () = 0} .

L’opérateur A est un opérateur auto-adjoint et non négatif. Nous allons
noter par ,,,m > 1 les fonctions propres normalisées et par A2, leurs
valeurs propres correspondantes dans ’ordre croissant de leurs modules.

Nous avons

_SD;;@ - )‘En(pmv

et comme \,,,, m > 1 sont solution de I’équation transcendante sin(2\,,w)
0 (voir [10], [2]) alors
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Soit maintenant v € N (Q), on a, v € L?(]0,w|[)® pour presque tout
r €0, p| fixé:

v (re) = Yo (r) @i (0) avec ¢ (r) = fowv (re) ox (6) db;

k>1
on va calculer ¢, en utilisant 'equation dont v est solution de:
v 10v 1
+-———=MA=0, 0<r<p, 0€]0,u;

o2 ror 2
" / 2
et par conséquent ¢, (r) + +¢; (r) — %ck (r)y=0,0<r<p.
Donc ¢ (1) = apr™ + bpr=F Ay > 0, ay et by, sont des constantes

arbitraires telle que 1'on ait:
w 7 2
S o (re®)do = X lex (I pp,
0 k>1
donc

[ @)Pde =3 [*|ex(r)]* rdr < +oo,
Qnv k>1"0

puisque v € L? ()%, on voit imédiatement que by, = 0 dés que ["r'=>dr =
0
400 c’est-a-dire que 2—2X <0 N\ > 1.
s
Mais pour w < § on aura que Ay > o0 > 1, il en résulte immédiatement
w

que by, = 0 pour tout k.
Donc v (rew) = ZUJ]gT)‘kSOk (0) avec fw v (reia)‘QdG = 3 JagF r2
k>1

2 2+2>\k

d’ott f o)) de > Z |ag,|? fp Pty = Z |ar|” S

k>1
Il est maintenant aisé de Verlﬁe que v € H 2 (©)? au voisinage de zéro,

c’est-a-dire pour ¢ assez petit on a:

0%*v ov
rdr+ ||U||H2(Ow[ < 400
H1(J0,w])?

L2(J0,w[)?

or? or

En effet, comme A\p > 1 on a:

2 €
o rdr = Z |ag? X2 (A, — 1)2/ P23y
0

02| o2 =

= Y JaP A (O — 1)° 52

P2
k>1 R



PROBLEME DE C-S-F DIRICHLET DANS UN POLYGONE 231

Compte tenu du fait que Ay ~ Kk lorsque k£ — 400, on en deduit que
) £2Xe—2 (Kk)3 2Kk o p2+2>\k pQKk
20 — 2 2 24+2)\, 2Kk’

A (A —1)

donc pour € < p on a

AN p—1)%ePR=2 22
2Ap 2 =0 2+2>\ , k— +oo.

Ceci prouve la convergence de la derniere série écrite. Pour estimer les

autres intégrales, on utilise 'inégalité a priori'

||90||H2 (o.w[) (0,w)?"

2 20 —2
||UHH2(0w[)2 < Cz |ag| " r# A doncf ||U”H2(0w[ = < Z x| AiZAkJ’

g2k k’. D’ou la convergence de la série.

22, —2 Kk
avec I’équivalence: )\4l ~ %

k2X,—2
On majore la troisieme intégrale de la méme maniere.

ii) siv € N(Q), de i) v € W () et I'unicité variationnelle implique

que v = 0, c’est-a-dire que

N (Q) = {0}.

On cherche maintenant pour w; > 7 la contribution du sommet de
type Dirichlet de part et d’autre, et la contribution du sommet de type
mélé a l'epace des N (£2) . O

N
Theorem 5.2. La dimension de N (Q) est Y p; ou:

j=1
card{k: eN; 1<k< “;—]} st sjde type Dirichlet
Hi= card{kEN; 1§k<%} sinon.

Démonstration du théoréme 5.2. On introduit I'opérateur non borné A,
sur H; = L? (]0,w;[)” comme suit:
Ajp = —¢", dans D (A;),
ot D (A;) = H?(J0,w;[)* N HE (]0,w,[)* si s; de type Dirichlet de part et
d’outre et
= {o=(o1.02) € H*(0,w;)* ¢ (0) = 1 (w;) = 0;
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02 (0) = @2 (w;) = 0}

Nous allons noter par ¢;,,, m > 1, les fonctions propres normalisées

et par Aim, m > 1, les valeurs propres correspondantes.
Donc on a:
mT .
” —,.» pourj € Da
_ )2 \ _ ) w
~Pjm = AjmPim OU Qjm € D (Aj) et Ajn = { % powrjed.

Soit maintenant v € M (Q) € L*(Q)?, comme v est réguliére, pour
tout r > 0 (d’apres le lemme 4.3 et la démonstration de théoreme 5.1),
alors: v (re?) € D (A;), pour 0 <7 < p et

v(re?) = 3 amtm0im (0) + 30 Bt 0jm (6),
m>1 0<Ajm<1
oll @, et Bj., sont des nombres réels.
Pour pouvoir continuer la démonstration, on admet provisoirement le

lemme suivant:

Lemme 5.3. Pour tout j et pour tout \; ., €]0,1[, il eziste 0, €
M () tel que

Tjom — G1; " s (0) € H' (Q)°.
Donc d’apres le lemme 5.3, on a:

v (reie) — Z%‘,mr/\j’m@jvm (0) — Z BjmTjm € H! (Dp)z,

m>1 0<Ajm<1

ouD,=0N{0<r<pletw= 3 anmr¥mp;m(0) e H (D,).

m>1
; 2
Donc v (re) — > B mojm € H' (D,)".
0<)\j,m<1
Et par conséquent: w=v— Y. [Bj m0;m et de classe H' au voisi-
0<Ajm<1

nage de s;.
Le lemme 4.3 montre que w € H' (2)°, et donc w € M () N H' (Q)°.

D’apres I'unicité de la solution variationnelle, on aura

M(Q)nH' (Q)? = {0}
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J
En d’autre sens v est une combinaison linéaire des fonctions o ,,,, 1 <

J<Net0<), <Ll
Il est clair que ces fonctions sont linéairements indépendantes.
On déduit finalement que M () est un sous-espace de L? (Q)* de di-
N

Cela montre que: v = { Yo BimOjm

j 0<Aj m<1

mension égale & » 1, .
=1
Démonstration du lemme 5.3. On note par u; ,, la fonction

_A"IYL
Gry " 0gm (0),

on a:
Aujm = fim € D(Q),
et de plus
k Oujm k) _
Vetlim =0, VE €D et Y (ujm ") = < i 7 ) —0, Vked.

Donc, il existe v;,, € H* (Q)? solution variationnelle de:

[Vv;.Vhde = — [hAu;ndz, YheV.
Q Q

On pose: 0jm = Ujm — Vjm - 1l est clair que

Ojm eM (Q) et Ojm — Cj?“j_)\j’m@jﬂn (9) = Vjm < H! (Q)z .

Corollary 5.4. A est un opérateur & indice de W (Q) dans L? (Q)?,

plus précisement:
N

A est injectif et a une image fermée de codimension égale a ) j1; dans
=1

L2 (Q)%.

5.1. Application au systéme de Lamé (O = L). Le point central de
ce paragraphe est I'obtention de la majoration (3.1) pour L, ou ¢ est une
constante indépendante des coefficients de Lamé. La dimenstration de
cette majoration se fait, comme dans B. Benabderrahmane, B. Merouani

[1] et de P. Grisvard [6], par une intégration par partie, on retrouve la
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restriction sur les coefficients de Lamé X\ < /3 |u| pour que (3.1) soit
vérifiée.

Donc l'opérateur de Lamé est un opérateur de type semi-Fredholm.
Comme 'opérateur L dépend continument de A en tant qu’opérateur son

indice est indépendant de .

5.2. Les solutions singulieres pour le systeme de Lamé. Il résulte
du calcul de I'indice qu’il existe un nombre fini des solutions singulieres S}
pour les angles de €2 sont supérieur a 7. On peut calculer explicitement

ces fonctions singulieres en cherchant S; de la forme:
Si(r, 8) = r;*\lla(ﬁ),

ou LS; = 0 dans le secteur {0 < § < w;}, on trouve alors que « doit étre
solution de I'equation transcendante:
1) sin®(aw;) = %5z sin’(w;), si j € Det j+1€ D;

2) sin2aw;) = % sin(2w;), sij € Det j+1 € Gouj e G et
j+1€D;

3) sin®*(aw;) = sin*(w;), si j € Get j+1€G;
ou v est le coefficient de poisson (0 < v < 3).

Les fonctions ¥, () sont données par:

1) Wa(0) = {(po + p1) sin(a — 2)w; + (po — 3p1) sin aw; }
(po + p1) [cos(ae — 2)6 — cos ab]
— (po + p1) sin(a — 2)0 + (3py — p1) sin b
— (po + p1) sin(a — 2)0
— (po + p1) cos(ax — 2)0
+ (3p1 — po) sin o

+ (po + p1) cos
si le sommet s; est de type Dirichlet de par et d’outre

X

+ (po + p1){cos(a — 2)w; — cos aw; }

| [(po + p1) cos aw;] cos(ar — 2)8
2) al8) = ‘ [— (po + p1) cos aw;] sin(a — 2)0
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+[— (po + p1) cos(a — 2)w;] cos abl
+ [—2(p1 — po) cos aw; + (po + p1) cos(a — 2)w;] sin
si le sommet s; est de type C-S-F Dirichlet

[(po + p1) sin(a + 1)w,] cos(a — 2)0
[~ (po + p1) sin(er + 1)w;] sin(a — 2)0
—[(p1 = po) sin(a + 1)w; + 2p; sin(a — 1)w;] cos

3) Wa(0) =

—[(p1 = po) sin(a + 1)w; + 2py sin(a — 1)w;] sin o
si le sommet s; est de type C.S.F de par et d’outre, avec py = azl _ 9

1-2v
a+1
1—2v + 2.

et p1 =

Remarque 5.1. 1. On a trouver que u € H? (Q)* (la régularité de la
solution) dans le seul cas ou € est un triangle dont tous les angles sont
<3

2. L’extension des résultat démontrés ici pour un polyedre n’est pas

une question de pure routine, c’est un travail qui paraitra ulturieurement.
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