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REsUME. Dans cette note, on montre la stabilite uniforme de I'equation des
ondes u" - ~u = 0 sur n x 1R+ OU, n est un ouvert borne dans JRn (n = 1,2,·· .),
avec les conditions au bord u = 0 sur ro x JR+, Ovu(t, x) +J: k(t-s, x)u'(s, x)ds+
b(x)u'(t, x) = 0 sur r1 x 1R+ OU, ro, r1 sont des parties disjointes de la frontiere
I' de n et k, b sont des fonctions donnees, On utilise la methode des inegalites
d'integrales due a. F. Conrad and B. Rao [1],V. Komornik [2, 3] et E. Zuazua [7].
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1. Introduction
Soit, dans toute la suite, nun ouvert borne non vide de JRn (n = 1,2,···) de

classe (J2 et de frontiere T = ro u r1 OU, ro, r1 sont des parties disjointes de I'.
Soient b: r1 -+ JR+ une fonction appartenant a LOO(r1)et k : r1 x JR+ -+ JR une
fonction de classe C2(JR+; LOO(r1))verifiant les conditions suivantes:

(1.1) k~O sur r1 x 1R+,
t~

(1.2) vs 0 sur r. x 1R+

et

(1.3) 3a > 0 : k" ~ -ak' sur r, x JR+.
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On peut prendre comme exemple la fonction

(1.4) k(t, x) = f(x)e-at + g(x) sur r1 x JR+

ou, f, 9 E LOO(r1; JR+).
On considere le systerne suivant:

(1.5) u" - ~ u = 0 dans 0 x JR+,

(1.6) u = 0 sur I' 0 x JR+,

(1.7)

(1.8) u(O) = Uo et u'(O) = Ul sur D.

Ce systerne a ete etudie par G. Propst et J. Priiss [5] (dans un cadre plus
general), ils ont dernontre que le probleme (1.5)-(1.8) est bien bose, plus precisement,
ils ont obtenu le resultat suivant:

(1.9)

THEOREME 1.1. Pour toute donnee initiale (uo, Ul) E Hfo(D) x L2(D), le
susteme {1.5}-{1.8} admet une solution unique u {dejinie au sense faible} verijiant

De plus, si (uo, Ul) E (H2(D) nHfo (0)) x HJ(D), alors la solution u {dite forte} a
la regulariU suivante:

(1.10)

Le but de cette note est d'obtentir la stabilite uniforme de la solution u du
systeme (1.5)-(1.8) par l'utilisation de la methode des multiplicateurs.

On va transformer la condition (1.7), on suppose que

(1.11)

Par integration par parties on obtient

1t k(t - s, x)u'(s, x)ds = [k(t - s, x)u(s, x)]~ + 1t k'(t - s, x)u(s, x)ds
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= lt k'{t - s, x)u{s, x)ds + k{O)u - k(t, x)uo = fotk'{t - s, x)u{s, x)ds + k{O)u,

done, sur r1 on a la condition

(1.12) 8"u + lt k'{t - s)u{s)ds + k(O)u + bu' = O.

On definit l'energie associee a la solution u par la formule

(1.13) E{t) = ~L({U')2 + IVul2)dx + ~h, ku2dr

-~ h, fotk'{t - s)(u{t) - u{s))2dsdr

pour tout t E JR+. D'apres (1.1) et (1.2) on constate que E est une fonction
positive.

On fixe un point Xo E JRn et on pose

(1.14) m{x) = x - Xo, x E!Rn et R = IimIiLOO(o).

On suppose que

(1.15) r, =j:. 0 ou inf k =j:. 0,
r,xR+

(1.16) m.v~O sur ro
et

(1.17) 38 > 0 : m.v 2: 8 sur r.,

ou, v est le vecteur normal exterieur a I', Pour la fonction b on suppose que

(1.18) 3{3> 0 : b 2: (3 sur r1•

On a le resultat de stabilite suivant:

THEOREME 1.2 Supposons que les conditions {1.1}-{1.3}, {1.15}-{1.18} sont
satisfaites. Si

(1.19) Q inf k{O) > -2 inf k'(O),
r, r,
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alors pour toute donnee initiale (uo, Ul) E HJ(11) x L2(11) la solution du systeme
(1.5)- (1.8) verifie l' estimation

(1.20) E(t) :S E(0)e1-wt, 'tit 2: 0

OU, west une constante positive ne dependant pas de (uo, ud.

REMARQUES. * La condition (1.15) implique que la formule fnlV'ul2dx +
fr ku2dx definit une norme sur H1(11) equivalente a la norme usuelle., - -* Les conditions (1.16) et (1.17) impliquent que I'°nr1 = 0, la condition (1.17)
peut etre affaiblit (voir V. Komornik and E. Zuazua (3)).

2. Demonstration du theoreme 1.2

!
:'::: ,-:::".,-:':,-c, ~~:·.i

On va montrer l'existence d'une constante positive c dependant seulement de
11verifiant f; E(t)dt :S cE(8) pour tout 8 > 0 et toute solution faible du systeme
(1.5)-(1.8). Comme la constante c ne depend pas de (UO,Ul), il suffit de montrer
cette inegalite pour les solutions fortes et par arguments de densite, le resultat se
generalise pour les solutions faibles.

Soit (uo, Ul) E H2(11)nHJ(11) x HJ(11), done la solution u a la regularite (1.10).
On commence par demontrer les deux identites suivantes:

LEMME 2.1. La fonction E : 1R+ -+ 1R+ est decroissante et pour tout 0 :S 8 <
T < 00 on a

(2.1) -21t" r t k"(t _ s)(u(t) _ u(s))2dsdrdt + rT r b(U')2drdtJs i; Jo Js i;

-~ t" r k'u2drdt = E(8) - E(T) :S E(8).Js i;
DEMONSTRATION. Soit 0 :S 8 < T < 00, On derive (1.13) par raport a t et on

integre sur [8, T), on obtient

E(T) - E(8) = fsT E'(t)dt

= t" r (u'u" + V'u.V'u')dxdt + t" r kuu'drdtJs In Js i;
+~ rT r k'u2drdt _ t" r r k'(t - s)(u(t) - u(s))u'(t)dsdrdt

2 Js i; Js i; Jo
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Alors pour tout 0 ~ S < T < 00 on a

(2.4) 1sT L ((U')2 + lY'uI2)dxdt = -[L Mu'dx]~

+ r
T

r m.vlY'uI2drdt + r
T

r m.v((u')2 -1Y'uI2)drdt + rT r M8vudrdt.Js Jro Js Jr, . Js Jr,

-i r
T

r r k"(t - s)(u(t) _ u(s))2dsdfdt _ ~ I" r k'(O)(u(t) - u(t))2drdt.Js i: Jo 2 Js i;
On remplace u" par D..u, on utilise la formule de Green et les conditions au bord
(1.6), (1.12), on trouve

E(T) - E(S) = - rT r b(U')2drdt + ~ r r k'u2drdtJs i; 2 Js i;
_~ t" r rt k"(t _ s)(u(t) _ u(s))2dsdrdt2Js i.:
+ r

T
r uu'(k' _ k(O) - r\'(t - s)ds)drdt,Js i; Jo

et par suite

(2.2) E(S) - E(T) = I" r b(U')2drdtJs i;
+~ t" r r k"(t _ s)(u(t) _ u(s))2dsdfdt _ ~ t" r k'u2dxdt.

2 Js Jr, Jo 2 Js s-,
D'apres (1.2), (1.3), (1.18) et I'egalite (2.2) on constate que E est decroissante, De
plus, comme E est positive, alors (2.2) donne aussi (2.1).

LEMME 2.2. On pose

(2.3) M := 2m.Y'u + (n -l)u.

DEMONSTRATION. Soit 0 ~ S < T < 00. On multiplie I'equation (1.5) par
(n - l)u, on integre sur [S, T] x n, on utilise la condition (1.6) et on obtient

(1 - n) 1sT L((U')2 -1Y'uI2)dxdt

= (n - 1) r
T

r u8vudfdt - (n - 1)[ r uu'dx]~.Js i; In

(2.5)
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D'autre part, on multiplie (1.5) par 2m.Vu, on integre sur [S,T] x n et on utilise
I'identite de Rellich

on obtient

(2.6) fsT In (n(u')2 - (n - 2)IVuI2)dxdt

= -2[ r u'(m.Vu)dx]~ + 2 t" r o"u(m.Vu)dI'dti: ls i;
+ rT r m.v«u')2 _ IVul2)dfdt + rT r (2o"u(m.Vu) _ m.vIVuI2)dI'dt.ls i; ls i.

Or
u = 0 sur fo ===} Vu = o"uv sur fo,

done la derniere integrale dans (2.6) est egale a

rT r m.vlVul2 dxdt,1s i;
et par consequent la somme de (2.5) et (2.6) donne (2.4).

LEMME 2.3. On a

fsT In «U')2 + IVul2)dxdt

S cE(S) + ~2 t" r (o"u?dI'dt + (n _ 1) t" r o"uudI'dt
u ls i. ls i;

pour tout 0 S S < T < 00.

A partir de ce lemme, c designe une constante positive ne dependant pas de
(uo, Ul)'

(2.7)

DEMONSTRATION. D'apres la definition (1.13) de l'energie et la condition
(1.15) on a

IIn Mu'dxl S cE(t),

par la decroissance de E on obtient

-[in Mu'dx]~ S cE(S).
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(2.9) 1sT E(t)dt s cE(S)+

+(.!. _ >.) {T { k(0)u2dI'dt + 2 {T ( 1'( r' k'(t _ s)u(s)ds) 2dI'dt
2 ls i; ls i; lo

pour tout 0 ~ S < T < 00.

DEMONSTRATION. D'apres (2.8) et la condition (1.12) on a

R2
T(8vu)2 + (n - 1)u8vu

Les proprietes (1.18) et (2.1) irnpliquent que

1sT il m.v(u')2dI'dt s ; 1sT il b(u')2dI'dt s ;E(S).

D'autre part, par l'inegalite de Young on trouve

En remplacant ces dernieres inegalites dans (2.4) et en utilisant (1.16)-(1.17), on
obtient (2.7).

LEMME 2.4. On pose

(2.8)
x

l' := 'Y(x) = k(O)

Alors on a

(2.10)
(

~ 'Y«8vu + k(0)U)2 - k2(0)U2) + (n - 1- 2'Yk(0»u8"u

~ 1'(bu' + it k'(t - s)u(s)ds) 2 - >'k(0)u2 + (n - 1- 2>.)u8vu

~ 2'Yb2(u')2 + 2'Y(1t

k'(t - s)u(s)ds) 2 - >'k(0)u2 + (n - 1- 2>.)u8"u.

Or (1.18) et (2.1) irnpliquent que

2 {T { 'Yb2(u')2dI'dt s c {T ( b(u')2drdt ~ cE(S).ls i. ls i;
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Done on integre l'inegalite (2.10) sur r1 x [S, TJ, on utilise l'inegalite precedente
et on eonclut, d'apres (2.7), que

(2.11) t" r ((U')2+ lV'uI2)dxdt :::;cE(S) _ >. t" r k(O)u2drdHJs In Js i;
+2 r

T

r ,( r\'(t - s)u(s)ds rdrdt + (n - 1 - 2>.) r
T

r uovudrdt.Js Jr, Jo Js Jr,
D'autre part, d'apres (1.3) et (2.1) on a

-~ 1sT i,lot k'(t - s)(u(t) - u(s)?dsdrdt

:::;~ 1sT i,lot k"(t - s)(u(t) - u(s))2dsdrdt :::;aE(S),

et (1.2) donne

(2.12) t" E(t)dt + ~ t" r (u'?dxdt :::;cE(S) + (~_ >.) t" r k(O)u2drdtJs 2 Js In 2 Js i;

Par la definition (1.13) de l'energie et ees deux dernieres inegalites on conclut,
d'apres (2.11), que

+2 r
T

r ,( r\'(t - s)u(s)ds rdrdt + (n - 1 - 2>.) r
T

r uovudrdt.Js i; Jo . Js i;
Pour eonclure (2.9) d'apres (2.12) il suffit de ehoisir f > 0 tel que (2)' + 1- n)f = ~
dans le lemme suivant:

LEMME 2.5. Soit 0 :::;S < T < 00. POUT tout f > 0 on a ['estimation

(2.13)

DEMONSTRATION.On utilise la methode introduite par F. Conrad et B. Rao
[1). On note par sp la solution du probleme

{
-6.<p = 0 dans 0,
<p= u sur I'.

8
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La fonetion cp veri fie

(2.15)

(2.14)

et il existe une constante c' > 0 telle que

De meme pour cp' on a

L(cp')2dx s c' l (u')2dr.

On multiplie (1.5) par cp et on integre sur n x [S, TJ, on obtient

(2.16).

on utilise (2.14) et les condition au bord sur cp,u on trouve

(2.17) _ t" r u8v'tJ.Cif'dt:::; rT r cp'u'dxdt _ [ r cpu'dxl~.is i; is in in
D'apres (2.15) et la definition de l'energie on a

IL cpu'dxl :::;~ L(u')2dx + ~ hiu2dr s cE(t),

et par suite, utilisant la decroissance de E,

-[L cpu'dxl~ s cE(S).

D'apres (1.6), (2.1) et (2.16) on a pour € > 0

1sTL cp'u'dxdt s €1sTL (u')2dxdt + :€ 1sTL (cp')2dxdt

:::; € t"1(u')2dxdt + c(€) t" r (u')2drdt:::; e rT r (u')2dxdt+ c(€)E(S).is n is i: is in
Done on remplace par ees deux dernieres inegalites dans (2.17) et on obtient (2.13).

On va maintenant majorer la derniere integrale dans (2.9). On a le lemme
suivant:

9
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LEMME 2.6. Soit € > 0 verifian:

(2.18) e inf k'(O) + 1 > O.r,

Alors pour tout 0 $ S < T < 00 on a

(2.19) t" r 'Y( t k'(t - s)u(s)ds f drdt $ cE(S) + ~ rT r u2drdt.Js i: Jo HI: Js i;

DEMONSTRATION. Soit € > 0 verifiant (2.18). On pose

k(O)
h:= hex) = Q(1 + ek'{O» sur rr,

la condition (2.18) implique que h 2: 0, de plus h E LCXl(r1). On pose

(2.20)

(2.21) 1= .: k'(t - s)u(s)ds) 2 - h 1t k"(S)((U(t) - u(s»2ds + hk'u2.

Ona

1$ (It

-k'(t - s)ds) (It -k'(t - s)u2(s)ds) - h 1t k"(t - s)u2(s)ds+

+2hu 1t k"(t - s)u(s)ds + hk'(0)u2 - hk'u2 + hk'u2

$ (k - k(O» t k'(t - s)u2(s)ds - h r k"(t - s)u2(s)dsJo . Jo
+h(k'(O) + ~)U2 + eh(l k"(t - s)u(s)dsf.

On utilise l'Inegalite de Holder sur la derniere integrale et on remarque que

k 1t k'(t - s)u2(s)ds s 0 et =L k"(t - s)u2(s)ds s 0

on obtient (on utilise aussi (1.3»

1$ (.!.k(O) - h(1 + ek'(O») t k"(t - s)u2(s)ds + h(k'(O) + ~)u2•
Q Jo e

D'apres la definition (2.20) de h on constate que

(2.22)

10



Le lemme 2.1 et l'estimation (2.24) montrent que E : JR+ -+ JR+ est une
fonction decroissante et verifie

100 E(s)ds s cE(t) Vt ~ 0,

alors on deduit l'estimation (1.20) par l'application de la proposition suivante

PROPOSITION 2.7 (V. KOMORNIK [2]). Soit E : JR+ -+ JR+ une fonction
decroissanie et on suppose qu'il existe une constante T > 0 telle que

100 E(s)ds::; TE(t) Vt E JR+.

24

A.GUESMIA

Comme h E Loo(r1), alors on multiplie (2.22) par 7, on integre sur r1 x [8, T], on
utilise la definition (2.21) de I et la propriete (2.1) et on deduit (2.19).

Les estimations (2.9) et (2.19) impliquent, pour tout 0 ::; 8 < T < 00,

(2.23) rT
E(t)dt::; cE(8) + rT r ((~ _ A)k(O) + 2A)u2drdt.Js Js Jr, 2 w

La condition (1.19) implique qu'· el que a inf k(O) ~ -(2+€') inf k'(O),r, r,
on choisit € > 0 tel qu =e inf k'(O) = r +~) remarquer que € verifie (2.18)).
On a r, 2 €'+ )

1 1
(2 - A)k(O) + ~ = ~(2 - wk(O)) + 2k(0)

A 1 €' 1s -(2 + €(2 + €') inf k'(O)) + -2k(0) = --2 A+ -2k(0).
€a r. €a

Et par suite, on choisit A = max{ n - 1, (~2 + :~)IIk(O) 11 Loo (rtl } (remarquer que
(2.8) est verifie) et on tro~ . :-:--

1 2A
(2 - A)k(O) + w ::; O.

Done on eonclut, d'apres (2.23), que pour tout 0 ::; 8 < T < 00 on a

(2.24) LT E(t)dt::; cE(S).

Alors on a
E(t) s E(0)e1-+t Vt E JR+.

La demonstration du theoreme 1.2 est terrninee.
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