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RESUME. Dans cette note, on montre la stabilité uniforme de 1’équation des

ondes u” — Au = 0 sur 2 x R* ol, § est un ouvert borné dans R* (n =1,2,-..),

avec les conditions au bord u = 0 sur Ty x R*, 8,u(t, z) + [} k(t— s, z)u(s, z)ds +
b(z)u'(t,z) = 0 sur I'; x Rt ou, Iy, I'; sont des parties disjointes de la frontiére

- I' de €2 et k,b sont des fonctions données. On utilise la méthode des inégalités
d’intégrales diie & F. Conrad and B. Rao (1], V. Komornik [2, 3] et E. Zuazua (7).
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1. Introduction

Soit, dans toute la suite,  un ouvert borné non vide de R" (n = 1,2,---) de
classe C? et de frontiere I' = 'y UT; ou, Iy, I'; sont des parties disjointes de T".
Soient b : 'y — IR* une fonction appartenant & L>(I';) et k: 'y x IR — IR une
fonction de classe C?(IR*; L*°(T';)) vérifiant les conditions suivantes:

(1.1) k>0 sur Ty x R*,

(1.2) K<0 sur Ty xR*

et

(1.3) 3a>0: k"> —ak' sur Ty x R*.
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On peut prendre comme exemple la fonction
(1.4) k(t,z) = f(z)e ** +g(z) sur T; x R*

ou, f, g € L*(I';; R*).
On considéere le systéme suivant;:

(1.5) v —Au=0 dans Qx R',

(1.6) u=0 sur Ty x R*,
t

(1.7) o,u +/ k(t —s)u'(s)ds+bu’' =0 sur I; x RY,
0

(1.8) u(0) =uo et u'(0)=1wu; sur .

Ce systéme a été étudié par G. Propst et J. Priiss [5] (dans un cadre plus
général), ils ont démontré que le probléme (1.5)-(1.8) est bien bosé, plus précisément,
ils ont obtenu le résultat suivant:

THEOREME 1.1. Pour toute donnée initiale (uo,u1) € Hp () x L*(Q), le
systéme (1.5)-(1.8) admet une solution unique u (définie au sense faible) vérifiant

(1.9) u € CHIR*; L*(Q)) N C(R*; Hr, ().

De plus, si (ug,u1) € (H*(2) N HE, () x H(Q), alors la solution u (dite forte) a
la régularité suivante:

(1.10) u € C*(R*; L*(Q)) N C'(IR*; HE, () NC(IR*; H*(R)).

Le but de cette note est d’obtentir la stabilité uniforme de la solution v du
systeme (1.5)-(1.8) par l'utilisation de la méthode des multiplicateurs.
On va transformer la condition (1.7), on suppose que

(1.11) u=0 sur TI,.

Par intégration par parties on obtient

/t k(t — s, z)u/(s, z)ds = [k(t — s,z)u(s, z)]§ + /t k'(t — s, z)u(s, z)ds
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t t
= / K'(t — s, z)u(s, z)ds + k(0)u — k(t, z)uo = / K'(t — s, z)u(s,z)ds + k(0)u,
0 0
donc, sur I'; on a la condition
t
(1.12) 8,u+ / K'(t — s)u(s)ds + k(O)u + bu’ = 0. °
0
On définit I’énergie associée & la solution u par la formule

(1.13) B(t) = /n (W) + Vo) + /P ku?dl

—% /F /o K (t = 5)(u(t) — u(s)) dsdr

pour tout ¢ € IR*. D’aprés (1.1) et (1.2) on constate que E est une fonction
positive.
On fixe un point zo € IR™ et on pose

(1.14) m(z) =z -1z, z€R" et R=|mlLre(q)-

On suppose que

(1.15) IFo#0 ou r,iil;v k#0,
(1.16) myv <0 sur Iy

et

(1.17) 3>0: mw>8 sur Ty,

ou, v est le vecteur normal extérieur a I. Pour la fonction b on suppose que
(1.18) 36>0:b>p8 sur I,.
On a le résultat de stabilité suivant:

THEOREME 1.2 Supposons que les conditions (1.1)-(1.8), (1.15)-(1.18) sont
satisfaites. Si

(1.19) arinf k(0) > —2inf k'(0),
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alors pour toute donnée initiale (ug,u;) € Hy () x L?(Q) la solution du systéme
(1.5)-(1.8) vérifie ’estimation

(1.20) E(t) < E(0)e!™t, Vt>0
ot, w est une constante positive ne dépendant pas de (ug,u;).

REMARQUES. * La condition (1.15) implique que la formule fn|Vu|2d:1: +
Jr, ku?dz définit une norme sur H'(Q) équivalente & la norme usuelle.

* Les conditions (1.16) et (1.17) impliquent que I, NI'; = @, la condition (1.17)
peut étre affaiblit (voir V. Komornik and E. Zuazua [3]).

2. Démonstration du théoréeme 1.2

On va montrer ’existence d’une constante positive ¢ dépendant seulement de
Q vérifiant [° E(t)dt < cE(S) pour tout S > 0 et toute solution faible du systéme
(1.5)-(1.8). Comme la constante ¢ ne dépend pas de (ug,u,), il suffit de montrer
cette inégalité pour les solutions fortes et par arguments de densité, le résultat se
généralise pour les solutions faibles.

Soit (ug,u1) € H2(Q)NHE(Q) x Hj (2), donc la solution u a la régularité (1.10).
On commence par démontrer les deux identités suivantes:

LEMME 2.1. La fonction E : Rt — IR* est décroissante et pour tout 0 < S <
T <ooona

(21) %LT /I:I ‘/O‘t kﬂ(t = s)(u(t) - u(s))2dsd1"dt + LT » b(u’)2d1"dt

_% /S 5 / k'w?dTdt = E(S) — E(T) < E(S).

DEMONSTRATION. Soit 0 < S < T < 0o, On dérive (1.13) par raport & t et on
integre sur [S, T, on obtient

T
E(T) - E(S) = / E'(t)dt
S .
T T
- / / (Wu” + Vu. Vo' )dedt + / kuw'dTd
S Q S } 5

+% /s % /F Kutdrdt /S 3 /F : /0 "k (t — 8)(u(t) — u(s))u(£)dsdTat
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—% /ST /F1 /Ot k" (t — s)(u(t) — u(s))*dsdldt — %/ST /r‘, k'(0)(u(t) — u(t))2dldt.

On remplace u” par Au, on utilise la formule de Green et les conditions au bord
(1.6), (1.12), on trouve

T T
E(T) - E(S) = — /S /r b(u’)zdl"dt+% /s [ Wutarat

_% /S ’ /F . /0 "K'(¢ — 8)(u(t) — u(s))?dsdTdt
+ /S ) /r (k= K(0) - /0 "K(t - 5)ds)dT'dt,

et par suite

2.2) E(S) - E(T) = /S ) [ b(w)tarat

w3 [0 [ [ R o - weasarae - [ [ ks

D’apres (1.2), (1.3), (1.18) et I’égalité (2.2) on constate que E est décroissante. De
plus, comme F est positive, alors (2.2) donne aussi (2.1).

LEMME 2.2. On pose
(2.3) M :=2m.Vu+ (n - 1)u.

Alors pour tout 0 < S<T < o0 on a

(2.4) /S ; /ﬂ ()2 + [Vu’)dzdt = | /n Mu'da]}

T T T
+ / / m.v|Vul’dTdt + / / ma((w)? — |Vul)dTdt + / / M8, udl'dt.
S To S ry S I

DEMONSTRATION. Soit 0 < § < T < co. On multiplie I’équation (1.5) par
(n — 1)u, on intégre sur [S,T] x €, on utilise la condition (1.6) et on obtient

T
(2.5) (1-n) /S /n (W)? — |Vuuf)dzdt

=(n-1) /ST/F ud,udl'dt — (n — 1)[/ﬂ uu'dz]T.
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D’autre part, on multiplie (1.5) par 2m.Vu, on intégre sur [S,T] x et on utilise
Iidentité de Rellich

2/(m.Vu)Aud:c =(n- 2)/|Vu|2dm+2/(m.Vu)8,,udI‘—/m.uqu|2d1",
Q Q r r
on obtient

T
(2.6) /S /n (n(w)? = (n — 2)|Vul’)dedt
= —2[/‘:1 u'(m.Vu)dz]; +2/sT/x: d,u(m.Vu)dl'dt

T T
" / / m((w)? — |Vu|2)dTdt + / / (20,u(m. V) — m.v|Vul?)dTdt,
S ry S To

Or
u=0 sur I'o= Vu=90,ur sur T,

donc la derniére intégrale dans (2.6) est égale a

T
/ m.v|Vu| dzdt,

S JIo

et par conséquent la somme de (2.5) et (2.6) donne (2.4).

LEMME 2.3. On a

2.7) /s 3 /ﬂ ((w)? + |Vul*)dodt

Rz T T
< cE(S) + — / / (8,u)’dTdt + (n — 1) / / 8, uudl'dt
0 Js Jr, s Jn,

pour tout 0 < S < T < oo.
A partir de ce lemme, ¢ désigne une constante positive ne dépendant pas de

(uo,uq).-

DEMONSTRATION. D’apreés la définition (1.13) de 1'énergie et la condition
(1.15) on a

‘/ Mu'd:z:l < cE(t),
Q
par la décroissance de F on obtient

= /n Mu'dz]T < cE(S).
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Les propriétés (1.18) et (2.1) impliquent que

T
/ mv(u)?dTdt < / (u')?dTdt < —E(S)

s Jn

D’autre part, par 'inégalité de Young on trouve

2 / / 8,u(m.Vu)dTdt < § / [ |vufdrat+ = / / (8,u)?dTdt.

En remplacant ces derniéres inégalités dans (2.4) et en utilisant (1.16)-(1.17), on
obtient (2.7).

LEMME 2.4. On pose

n—1 R?

@8 =@ =g e A>ma(Cg FOma)
Alors on a .

T
(2.9) /S E(t)dt < cE(S)+

1 T T t 2
(== / / k(0)u>dTdt + 2 / / A( / K(t - s)u(s)ds) dTdt
2 s Jn, s Jrn, 0
pour tout 0 < S < T < 0.

DEMONSTRATION. D’apres (2.8) et la condition (1.12) on a
R? |
(2.10) —5—(8,,11,)2 + (n — 1)ud,u
< Y((Bvu + k(0)u)? — k*(0)u?) + (n — 1 — 27k(0))ud,u
t
< 'y(bu' + / K'(t— s)u(s)ds)2 — Ak(0)u? + (n — 1 — 2\)ud,u
L PR
t
< 29b%(u')? + 27(/ K'(t— s)u(s)ds)2 — Ak(0)u? + (n — 1 — 2X)ud, u.
0

Or (1.18) et (2.1) impliquent que

T T
2 / / VB (u')2dTdt < / / b(w')?dTdt < cE(S).
S l", S rl
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Donc on intégre I'inégalité (2.10) sur I'; x [S,T], on utilise I’inégalité précédente
et on conclut, d’apres (2.7), que

(2.11) /S ’ /n (w')? + |Vul)dzdt < cE(S) — A /s ! [ k(O)udrde+

+2 /s ’ /F 7( /o t K(t — s)u(s)ds) dTdt + (n— 1 — 2X) /S l /F ud, udT'dt.

D’autre part, d’apres (1.3) et (2.1) on a
1 T t
.- / / / K'(t — 8)(u(t) — u(s))*dsdTdt
2Js JriJo

T t
<2 / / / k" (t — 5)(u(t) — u(s))?dsdTdt < oE(S),
2Js JryJo

et (1.2) donne

1 * ) .

= / ku?dTdt < = / k(0)u?dTdt.

2 S ) Y 2 S ) 51
Par la définition (1.13) de I’énergie et ces deux derniéres inégalités on conclut,

d’apres (2.11), que

T T T
(2.12) /s B(t)dt + /S /n (u’)2dzdt5cE(S)+(%—/\) /S /r k(Op Tt

+2 /ST /rn 7(/0! k'(t— s)u(s)ds)2dI‘dt +(n—1-2)\) /ST /n ud,udl'dt.

Pour conclure (2.9) d’aprés (2.12) il suffit de choisir € > 0 tel que (2A+1—n)e =}
dans le lemme suivant:

LEMME 2.5. Soit 0 < S < T < 0co. Pour tout € > 0 on a l’estimation

(2.13) - /s ) /P u8,udTdt < ¢ /3 ! /n (u')2dzdt + c(€)E(S).

DEMONSTRATION. On utilise la méthode introduite par F. Conrad et B. Rao
[1]. On note par ¢ la solution du probléme

{—Acp=0 dans ),
p=u _sur. L.
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La fonction ¢ vérifie
(2.14) / VeVudz = / |Vy|*dz > 0
Q Q
et il existe une constante ¢’ > 0 telle que
(2.15) /¢2dx % c’/u2d1".
o r

De méme pour ¢’ on a
(2.16). / ()dz < ¢ / (u')2dT.

Q r

On multiplie (1.5) par ¢ et on intégre sur Q2 x [S, T, on obtient

T T o o
- / / 08, udldt = — / / VVudzdt + / / Pu'dedt — | / ou'da]L,
S r S Ja S JO 0

on utilise (2.14) et les condition au bord sur ¢, u on trouve

T T
(2.17) - / / ud,udl'dt < / / 'u'dzdt — | / pu'dz]E.

s Jny s Ja Q
D’aprés (2.15) et la définition de 1'énergie on a

I/ (pu’d:z:' < l‘/‘(u’)2d:17+ C—/ u?dl < cE(t),

Q 2 Ja 2 Jr,
et par suite, utilisant la décroissance de F,
~( pu'daff < cE(S).
Q

D’apres (1.6), (2.1) et (2.16) on a pour € > 0

T T 1 7 i
/ / P'u'dzdt < / / (v)2dzdt + — / / (¢')dzdt
s Ja s Ja de Js Ja

< e/:/r;(u')zdxdt-i- c(e) /ST /n(u')zdl"dt < e/: /ﬂ(u')2d:z:dt + c(e)E(S).

Donc on remplace par ces deux derniéres inégalités dans (2.17) et on obtient (2.13).
On va maintenant majorer la derniére intégrale dans (2.9). On a le lemme
suivant:
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LEMME 2.6. Soit € > 0 vérifiant
(2.18) eilr}f K'(0)+1>0.

Alors pour tout 0 < S < T < 00 on a

(2.19) /s { /F 17( /0 t K(t - syu(s)ds) dTdt < cE(S) + % /S 3 /F w2dT'dt.

DEMONSTRATION. Soit € > 0 vérifiant (2.18). On pose

la condition (2.18) implique que h > 0, de plus h € L*®([';). On pose

sur Iy,

221) I=( /0 K- S)u(s)ds) — h /0 “K7(5)((u(t) — u(s))?ds + hE'u2.
On a

t t t
I< (/ —K'(t— s)ds) (/ —K'(t— s)uz(s)ds) - h/ k" (t — s)u®(s)ds+
0 0 0
o .~,4,~__-.:.';_-i'.&_‘ t
“““ +2hu / K"(t — s)u(s)ds + hk'(0)u? — hk'u?® + hk'u?
)
t t
< (k= k(0)) / K'(t — s)u?(s)ds — h / K" (t — s)u®(s)ds
0 . 0
1 t 2
+h(K (0) + )u? + h / K (t — s)u(s)ds)
0
On utilise I'inégalité de Holder sur la dérniere intégrale et on remarque que
t t
k/ K'(t—s)u*(s)ds <0 et ehk'/ K" (t — s)u*(s)ds <0

0 0
on obtient (on utilise aussi (1.3))

1 t

I< (Ek(O) —h(1+ ek’(O)))/ k" (t — s)u®(s)ds + h(k'(0) + %)uz.
0

D’apres la définition (2.20) de h on constate que

1
; < — g
(2.22) I's —k(0)u

10
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Comme h € L*(T';), alors on multiplie (2.22) par v, on intégre sur I'; x [S, T}, on
utilise la définition (2.21) de I et la propriété (2.1) et on déduit (2.19).
Les estimations (2.9) et (2.19) impliquent, pour tout 0 < S < T < oo,

T T o1 2X,
(2.23) / E(t)dt < cE(S) + / / (3 = NE(0) + 22)udTdt.
S s Jny 2 €x
La condition (1.19) implique qu'i el que in k(0) > —(2+¢€) i%lf k'(0),
\ 1 b §
;2 e €+4 " e
on choisit € > 0 tel que’ —e lrl*l,f K'(0) = m\remarquer que e vérifie (2.18)).

On a

(& = k() + 2 = 2 (2~ cak(0)) + 7k(0)
< eia(z +e(2+¢)int K(0) + TKO) = —266—;,\ + 3H(0).

Et par suite, on choisit A = max{n — 1, (& + £)||k(0)||z=(r,)} (remarquer que
(2.8) cat walfiE) ot B oo ke 3 [ ek

1 2\
= S«
(2 A)k(0) + e 0
Donc on conclut, d’aprés (2.23), que pour tout 0 < S <T < oo on a
i
(2.24) / E(t)dt < cE(S).
s

Le lemme 2.1 et l’estimation (2.24) montrent que E : IR* — IR* est une
fonction décroissante et vérifie

/ E(s)ds < cE(t) ¥t 20,
t
alors on déduit I’estimation (1.20) par ’application de la proposition suivante

PROPOSITION 2.7 (V. KOMORNIK [2]). Soit E : IRt — IR* une fonction
décroissante et on suppose qu’il eziste une constante T > 0 telle que

/ E(s)ds < TE(t) Ve R*.
t

Alors on a
E(t) < E(0)er"** Vte R*.

La démonstration du théoréme 1.2 est terminée.
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